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Cehrbuch 


geſammten hö ‚bern Matbematit 


in zwei Banden. 





Zum Gebrauche fuͤr die oberen Klaſſen der Gymnaſien 
And anderen höheren Lehr-Anftalten, fo toie zum 
Selbftunterrichte. 


bearbeitet 


und mit vielen Uebungs⸗Beiſpielen verfehen . 
vom 
Profeſſor Dr. Martin Obm, 
am der Konigl. Friedrich⸗ Wilhelms Aliniverfität, an der Königl. Allgemeinen Kriegsſchule, 
fo wie auch an der Königl. vereinigten Artilleries und Ingenieur: Schule zu Berlin; der 
Kaiferl. Ruſſiſchen Akademie der Wiſſenſchaften zu St. Petersburg, ber Koͤnigl. Bayeri⸗ 


ſchen Aademie der Willenfchaften zu Münden, und mehrerer anderem gelehrten 
Geſellſchaften eorrefpond. Mitglied. 


Erftier Band, 


Analufis des Endlichen oder höhere Algebra, die Elemente 
der höhern Seometrie, und die Differential: Nerhuung nebft 
deren Anwendung enthaltend. 


— Bu 


Leipzig 1839, 
iFriedrich Volcmar. 
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Vorrede. 


ccx 


Der große und ſeltene Beifall, deſſen ſich das „Lehr⸗ 
buch für den geſammten mathematiſchen Efementar- 
Unterricht‘ Leipzig 1836 (2 Aufl. 1837) erfreut, läßt 
den Verfaſſer hoffen, Daß das gegenwärtige, in dem⸗ 
felben Sinn und Geift abgefaßte Berk ebenfalls dazu 
beitragen werde, Das Studium der Mathematik zu 
erleichtern, zu beleben und allgemeiner zu machen. Es 
ift hier verfucht worden, das ‚, Spftem der Mathema- 
tif’ Berlin 1826-33 auf ohngefähr ein Sechstel 
des Raumes zufammen zu Drängen; Dagegen iſt Die 
gegenwärtige Arbeit felbftändig durchgeführt und ein 


Auszug’ aus dem „Syſtem“ um fo weniger Zu 


nennen, als von legterem Werke erſt 7 Theile erfchie- 
nen find, und der Verfaſſer bis jetzt vergebens nach 
Muße geftrebt hat, um auch Die Iegtern 5 Theile dem 


u 


vv Borrede. 


Drucke übergeben zu Binnen. Zn gegenwärtiger Schrift 
mußte namentlich Das Prineip feilgehalten werden, den 


Anfänger in die einzelnen Lehren . gehörig ausführlich 


und gründlich einzuführen, alfo auch ausführlicher in 
den Entwicklungen und Beweiſen zu feyn, Dann aber 
das Weitere in großen, möglichft deutlichen und über- 
fichtlichen Umriſſen, und zulegt nur die Reſultate zu 
geben. So fehmeichelt fich der Berfaffer daß, waͤh⸗ 
rend das Buch den Schülern höherer Klaſſen eben fo 
wohl zur Wiederholung des Vortrags dient, als auch 
zum eigenen Arbeiten Veranlaffung giebt, ſolches noch 
nt befonderem Nugen zum Selbft - Studium gebraucht 
werden Fünne ‚ von jedem, welcher nicht Gelegenheit 
bat, mündlichem Unterrichte beizumohnen. Ueberdieß 
find an allen Stellen, wo folches hat gefchehen Eönnen, 
die Kapitel des ,, Syſtems““ citirt, wo man über den- 
felben Gegenftand nähere Auffchlüffe und weitere Un- 
terfuchungen finden kann. 

Der Verfaſſer glaubt übrigens die „Anfangs⸗ 
- Gründe’ ver Differential- und Integral⸗Rechnung 
noch mit zu den ‚, Elementen der Mathematik‘ zählen 


zu müflen; denn fie find jest fehr leicht zu erlernen 


und am meiſten geeignet, den Anfaͤnger in den Regeln 
der „gemeinen Buchſtaben ⸗ Rechenkunſt ſicherer zu ma 


Vorrede. W 


chen. Der Veerfaſſer betrachtet Daher dieſe Rechnun- 
gen gleichſam nur als eine Beiſpiel⸗/Sammlung für 
- den gemeinen Buchftaben-Rechner, umd er möchte fie 
aus Diefem Gefichtspunfte zunächft an allen Schulen 
getrieben fehen. Wird fpäterhin der Geift diefer Rech⸗ 
nungen herausgehoben, fo fieht ſich der Schüler zu- 
gleih auch für die wichtigen Antvendungen dieſer 
Rechnungen befähigt, er Eann nun auch ‚‚analptifche 
Mechanik‘ treiben, ohne welche jest Feine gründ- 
liche Phyſik, Feine gründfiche Aftronomie mehr mög- 
lich iſt ). 

Moͤge aber der Lehrer nicht zuviel unterrichten; 
möge er nur jede neue Reihe von Unterſuchungen hin⸗ 
ſichtlich ihres Zweckes und der Dazu vorhandenen 
Mittel mit wenigen Eurzen Worten im Wefentlichen 
einleiten und überfichtlih machen, dann aber die 
Seibftthätigkeit der Schüler in möglichft hohem Grade 
in Anfpruch nehmen, hie und da nur leife nachhelfend. 
Der Unterricht erfcheint Dann Außerlich allerdings meift 
nur als ein fortlaufendes Eraminatorium, verbunden 
mit applifatorifchen Uebungen; es ift Dies aber viel- 


*) Zum Studium der Mechanik (Stafit und Opnamit) glaubt her 
Derfaffer fein ‚Lehrbuch der. Mechanit” in 3 Bänden. Berlin, Enslin 
1836 — 38, empfehlen zu dürfen. 


vi Vorrede. 


leicht der wahre mathematiſche Unterricht, wie er 
vorzugsweiſe vor jedem anderen ſelbſt auf Univerſitaͤten 
gegeben werden kann, wenn auch an letteren Anſtal⸗ 
ten gehoͤrig mobifieirt, 


Berlin, Oſtern 1839. 


Ohm. 


Erſtes Kapitel. Was hier aus ber Elementars Sei 
Arithmetik als bekannt vorausgefegt wird... . . 3 
6.1. Größen. Sahl. Steben Operationen. Zeichen bafür. 3 
$. 2. Rechnen deſinirrtt. 4 
$.3. 1 Geſetze der Addition und Subtraktion. IE Befege der 
Multipkikation und Divifion. - - 20 ee ne. 5 
6. 4. Allgemeine Summe und allgemeine Siferem. 000... 7 
$. 5. Null, abditiger und fubtraftiver Ausbruch definirt. . . 8 
$. 6. Algebraiſche Summe oder zuſammengeſetzter Nusdruc definirt, 9 
6. 7. Alle Endrefultate der Addition und Subtraktion find pofis 
tive oder negative ganze Zahlen oder Null Cd, h. von der 
Form a— B). Abfolute ganze Zahl definirt.. . -. . » 10 
$. 8. Man darf nie durch Null dividiren. Allgemeines Produf, 
Allgemeiner Quotient. — 10 
8.9. Allgemeiner Begriff der Gleichung.... 00.“ 11 
6. 10. I. Gebrochene Baht; reelle Zahl definirt. II. - Oröfere und 
Heinere reelle Zahl. > > 0 20 een. 12 
$. 11. Analyſis des Endlichen definirt.. . 22 2. 13 
$. 12. A. Ganze Potenz B. C. ‚Differen More, Abfohue 
Wurzel (rationale, irratiomale Bahl). . Reelle on F. 
Reeller Logaritbme. > 2200. . 14 
6. 13. Möglichkeit des gemeinen Rechnens. .. \ © 
5§. 14. Decimalbruch. 17 
6. 15. Gemeines WurzelsAussiehen. Berechnen vr reellen Loga⸗ 
men. ren 17 
$. 16. Algebra definirt. Beflimmungs » Bleichung. Identiſche Glei⸗ 
chung. Das Ordnen der Gleichungen. Die Auflöfung der 
einfachen Gleihungen. - > 2 0 2 nn. 18 
F. 17, Allgemeine, imaginäre Quadrat: Wurzel. Auflöfung ber qua⸗ 
dratifchen Gleichung. Imaginärcr Ausdrud.. . .o. . 


Inhalt des erften Bandes. 


J 


J. Algebra und Analyſis des Endlichen. 





. Unter i verſteht man immer eine der beiden Formen von 


VCI. Mt A+Bi—=P+Q.t, ſo iſ A=P, und B=Q, 
wenn AB, B, reell rat Fmsei Ausdrücke von der Form 
p-+q-i, mu einander adbirt, von einander fubtrahirt, mit eins 
ander multiplicirt und. vu einander dividirt, geben immer 
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Schrbudh 


. gefammten böbern Mathematik 


in zwei Bänden. 





Zum Gebrauche für die oberen Klaffen der Gymnaſien 


und anderen hoͤheren Lehr⸗Anſtalten, ſo wie zum 
Selbſtunterrichte 


bearbeitet 
und mit vielen Uebungs⸗Beiſpielen verſehen 


vom 


Profeſſor Dr. Martin Ohm, 


an ber Konigl. Friedrich⸗ Wilhelms Mniverſitaͤt, an der Konigl. Allgemeinen Kriegbſchule, 
fo wie auch an der Konigl. vereinigten Artillerie: und Ingenieur: Schule zu Berlin; der 
Katferl. Ruffifhen Alademie der Wiſſenſchaſten zu St. Petersburg, ber Konigl. Bayeri⸗ 
ſchen Akademie der Wiſſenſchaften zu Münden, und mehrerer anderen gelehrten 
Geſellſchaften correſpond. Mitglied. 


Erfter Band, 


Aualyfis des Eudlichen oder höhere Algebra, die Elemente 
der hoͤhern Geometrie, und die Differential: Rechnung webit 
deren Anwendung enthaltend. 


nn ————— 


Leipzig 1839. 
i Friedrich Volckmar. 
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Der große und ſeltene Beifall, deſſen ſich das „Lehr⸗ 
buch fuͤr den geſammten mathematiſchen Elementar⸗ 
Unterricht‘ Leipzig 1836 (2 Aufl. 1837) erfreut, laͤßt 
den Berfafler hoffen, daß das gegenwärtige, in dem- 
felben Sinn und Geift abgefaßte Bert ebenfalls dazu 
beitragen werde, Das Studium der Mathematit zu 
erleichtern, zu beleben und allgemeiner zu machen. Es 
ift hier verfucht worden, das ‚‚ Spftem der Mathema- 
tif Berlin 1826-33 auf ohngefähr ein Sechstel 
des Raumes zufammen zu Drängen; Dagegen ift Die 
gegenwärtige Arbeit ſelbſtaͤndig durchgeführt und ein 
Auszug‘ aus dem „Syſtem““ um fo weniger zu 
nennen, als von fegterem Werke erft 7 Theile exrfchie- 
nen find, und der Verfaſſer bis jetzt vergebens nach 
Muße geftrebt hat, um auch die Iegtern 5 Theile dem 
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w Vorrede 


Drucke übergeben zu koͤnnen. In gegenwaͤrtiger Schrift 
mußte namentlich Das Prineip feftgehalten werden, den 
Anfänger in Die einzelnen Lehren gehörig ausführlich 
und gründlich einzuführen, alfo auch ausführlicher in 
den Entwickelungen und Beweiſen zu feyn, Dann aber 
das Weitere in großen, möglichft deutlichen und über- 
fichtlihen Umriffen, und zufegt nur die Refultate zu 
geben. So fehmeichelt ſich der Verfaſſer dag, waͤh⸗ 
rend das Buch den Schuͤlern höherer Klaffen eben fo 
wohl zur Wiederholung des Vortrags dient, als auch 
zum eigenen Arbeiten Veranlaſſung giebt, ſolches noch 
mit befonderem Nusen zum Selbft - Studium gebraucht 
werden koͤnne, von jedem, welcher nicht Gelegenheit 
hat, mündfichem Unterrichte beizumohnen. Ueberdieß 
find an allen Stellen, wo folches hat gefchehen Eönnen, 
die Kapitel des „Syſtems““ citirt, mo man über den- 
felben Gegenftand nähere Auffchlüffe und weitere Un- 
terſuchungen finden kann. 

Der Verfaſſer glaubt übrigens die „‚Anfangs- 
- Gründe‘ ver Differential» und Sntegral-Rechnung 
noch mit zu. den „, Elementen der Mathematik‘ zählen 
zu muͤſſen; denn fie find -jegt fehr leicht zu erlernen 
und am meiften geeignet, den Anfänger in Den Regeln 
der „gemeinen Buchftaben-RechenEunft ficherer zu ma- 


Vorrede. v 


chen. Der Vexrfaſſer betrachtet Daher dieſe Rechnun- 
gen gleichſam nur als eine Beiſpiel⸗/Sammlung fuͤr 
- den gemeinen "Buchftaben- Rechner, und er möchte fie 
aus Diefem Gefichtspunfte zunächft an allen Schulen 
getrieben fehen. Wird fpäterhin der Geift dieſer Rech⸗ 
nungen berausgehoben, fo fieht ſich der Schüler zu- 
gleich auch für die wichtigen Antvendungen dieſer 
Rechnungen befähigt; er Fann nun auch ‚‚analptifche 
Mechanik’ treiben, ohne welche jest Feine gründ- 
liche Phyſik, Feine gründfiche Aftrongmie mehr mög- 
lich iſt ). 

Moͤge aber der Lehrer nicht zuviel unterrichten; 
möge er nur jede neue Reihe von Unterſuchungen hin⸗ 
fichtlich ihres Zweckes und der Dazu vorhandenen 
Mittel mit wenigen kurzen Worten im Weſentlichen 
einleiten und überfichtlih machen, dann aber die 
Selbftthätigkeit der Schüler in möglichft hohem Grade 
in Anfpruch nehmen, hie und da nur leife nachhelfend. 
Der Unterricht erfcheint dann Außerlich allerdings meift 
nur als ein fortlaufendes Eraminatorium, verbunden 
mit applifatorifchen Uebungen; es ift dies aber viel- 


*) Zum Studium der Mechanik (Staſtik und Dynamil) glaubt her 
Verfaſſer fein ‚Lehrbuch der. Mechanit” in 3 Bänden. Berlin, Enslin 
1836 —38, empfehlen su bürfen. 
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leicht der wahre mathematiſche Unterricht, wie er 
vorzugsweiſe vor jedem anderen ſelbſt auf Univerſitaͤten 
gegeben werden kann, wenn auch an lehteren Anſtal⸗ 
ten gehoͤrig modificirt. 


Berlin, Oſtern 1839. 


M. Ohm. 
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Erſtes Kapitel. 


Was bier aus der ElementarsArichmerit vorausgeſetzt wird. 
$. 1. 


Wegrenzte Zeiten, begrenzte Räume und begrenzte Kräfte nen- 
nen wir Größen (quanta). — Die Stetigkeit der Zeit, des 
Raumes und der Kraft ift Urfache, dag wir dieſe Größen ald 
benannte (ganze) Zahlen (quantitates) ausdrücken können; 
darum heißen Ießtere ebenfalls Größen; und darum erweitert 
man den Begriff „Größe“ auf jede benannte Zahl. 

Bon ber benannten Zahl abftrahiren wir die unbenannte 
(ganze) Zahl, (als dag einfachere und allgemeinere) und ihre 
(abſtrakte, abfolute) Einheit. Die unbenannten (ganzen) Zahlen 
führen uns zu ben Zahlen: Verbindungen (Operationen), 
durch welche (im Berftande) zwei Zahlen a und b gu einer 
dritten c verbunden gedacht werden. — Man betrachtet brei 
Direkte Zahlens Verbindungen, nämlich die Abbition (angezeigt 

durch a4+-b), die Multiplikation (angezeigt durch a-b oder 
* axb oder ab) md das Potenziren (angezeigt durch ad). — 
Jede biefer direkten Zahlens Verbindungen hat dann zwei indi⸗ 
refte in ihrem Gefolge, je nachdem man von der dritten Zahl c 
und der erfien a zur zweiten Zahl b, ober von der dritten c 
und der zweiten b zur erfien Zahl a zurückkehrt. Die beiden 
der Abdition entgegengefegten Verbindungen fallen jedoch (wegen 
a+b=b-tLa) in eine einzige, die Subtraftion (angezeigt 
durch c—b oder c—a), zufammen. — Eben fo fallen Die bei: 
den, der Multiplikation entgegengefegten Zahlen» Verbindungen in 

4 % 


4 Algebra u. Analnfis des Endlihen. Kap. I. $. 2. 
eine einzige zuſammen (wegen a-b=b-a) die wir Diviſion 
nennen (angezeigt durch T oder c:b, oder — ober c:a). — 
Dagegen bleiben bie beiben, dem Potenziren entgegengefeßten 
Zahlen: Berbindungen, die Radikation (angezeigt durch Ye) 


und die Logaritbmation (angezeigt durch log c) weſentlich 
von einander getrennt und verſchieden (und zwar deshalb, weil 
a — b* nicht HN. — Das angezeigte Abdiren, Subtra⸗ 
hiren, Multiplieiren, Dividiren, Potenziren, Nadiciren und Lo⸗ 
garithmiren ift der (in die äußern Einne fallende) Nepräfentant - 
des gedachten, d. h. des wirklichen Addireng, Subtrahirens, 
Multiplicirens, Dividirens, Potenzirens, Nadicirend und Loga⸗ 
rithmireng. — Die Worte: Summe (a-+b), Differenz (a—b), 


» 
Produkt (a-b), Duotient (2), Potenz (a), Wurzel ()a) 


und Logarithme (log a), beziehen fich, fol nicht Verwirrung 
der Begriffe entſtehen, bloß auf dieſe angezeigten Verbindun⸗ 
gen, und nicht auf die Ausdrücke, in welche die erſteren noch 
umgeformt werden können . 


$. 2. 
Rechnen Tann man weder mit Größen, noch mit Zahlen, 
fondern nur mit Ausdrücken, d. 5. nur mit angezeigten 
Zahlen: Verbindungen; denn: „Rechnen, im burchgrei- 


*) Das gemeine Ziffern -Rechnen, fo wie bie fogenannte Buchkaben- 
Rechenkunſt gehen fpäter erfi ald Anmendungen der hier zu entwidelnden 
Begriffe und theoretifchen Säge hervor. Dort fieht man, daß das gemeine 
Addiren, Subtrahiren, Multipliciren, Dividiren, u. ſ. w. mit Ziffern-⸗Aus⸗ 
drücken dieſe Namen mit Recht gar nicht verdienen, weil ſie alle zuſam⸗ 
men bloß ein Umformen find der Cim Gedanken) vorhandenen Ausdrücke. 


H Sid. 5 34. 28. Der Ausdrud 543 iſt num eine 
Summe; der Ausdrud 4-2 ein Produkt und die Zahl S, welche bei- 
den gleich IR, darf weder Summe noch Produkt genannt werden, menn 
nicht (bei dem Anfänger) eine Verwirrung der Begriffe entfiehen fo. 
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fendften Sinne des Wortes, ift nie etwas anderes, als ein Um: 
formen gedachter, d. h. angezeigte, alſo wirklicher Aus— 
drüde ). — Diefe Wahrheit kann der Anfänger im Kalkul, nicht 
feft genug fich einprägen, weil fie allein überall einen fichern 
. Halt und fichere Richtung gewährt. Das folgende wird Dies 
noch näher beleuchten. | 

$. 8. 

Es fiehen nämlich die 7 Zahlen: Verbindungen mit einan⸗ 
der im beftimmten Zuſammenhange, während die erftere, nämlich) 
Die Addition auf die Haupt-Eigenfchaft fich ftüßt, daß in ihr 
die Elemente vertaufcht werden Eönnen. Die Multiplikation 
hängt mit der Addition durch die Haupt: Eigenfchaft zuſammen, 
dag das Produkt (a-+-b)e mit der Summe ac+-be fich ver- 
tauſchen Iafie, während das Produkt ab felbft flatt des andern 
ba gefeßt werden kann. Die Potenz hängt endlich mit ber 
Summe und dem Produkte mittelft der Haupt Eigenfchaften zu⸗ 
fammen, daß die Potenz a ta mit dem Produkte a”. a”, und die 
Potenz (ab)” mit dem Produkte a". 6", endlich die Potenz (a) 
mit der Potenz a” vertaufcht werden darf. — Die vier indi- 
reften Operationen dagegen fiehen im reinen Gegenfage mit ih- 
ren direkten, und folcher ift augsgefprochen wörtlich in ihren 
Definitionen, und ſchem atiſch in den nachflehenden Formen: 


b b 
@-b)+Hb=a; -b=a; da’=a und br —a, 
wo das — Zeichen nichts weiter andeutet, als daß man mit 


*) Sollen z. B. im gemeinen Rechnen bie zwei Zahlen 647 und 928 
an einander addirt werben, fo iſt das Befchäft des Verbindens fchen 
beendist, fo wie man an biefe dritte Sahl denkt, die fo viele Einheiten 
haben ſoll, als beide gegebenen Zablen sufammen. Schreibt man: nun 
6474928, fo hat man den Ausdruck durch melchen diefe dritte Zahl 
völlig beſtimmt ausgedrückt if. Das Ad diren iſt nun auch für die äußern 
Sinne beendigt. — Test Tann man den Ausdruc nur noch umformen, 
und ihn in jede mögliche und gewünſchte Form bringen, unter andern auch 
auf die Form 1575, d. h. nach Potemien von 10 geordnet. 
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den Geſetzen ber Operationen im Einklange handelt, wenn mar 
die beiben links und rechts defielben fichenden Ausbrüde in der 
Rechnung nach Belieben mit einander vertaufcht. 

Eind aber diefe Grund: Bedingungen des Zufammenbanges 
und der Gegenfäge ber Operationen unter fich, hingeſtellt, ſo laſſen 
fich folche leicht mit einander. combiniren, und daburch fprechen 
fih Biefelben immer in anderen und anderen Modifikationen, 
oder vielmehr in immer anderen Formen aus, namentlich auch 
in den für den Zweck der Aumendung ausreichenden Gormen, 
nämlich: 

L $ür die Addition und GSubtraftion. 
@.. atb=b+sa; (—b)-b=3a; 
1) @+b)+c= (+ +b=a+(b-+ej; 
2) (@“-+b)—c=(@a— cd) +b = a-+-(b—c) =a—(c—b); 
3) a—b)—c= (ka — J—b=a—(b-+e). 

IL Für die Multiplikation und Divifion. 
... a.b=b-a; (a:b)-b=a; 
1) (ab)e= (ac)b = 6; ; 


2 ana: 
2) na 2:7? 
a:sc a 

9 be Te 
4) (HbJe=achbe; Er LE IL FE 
5) a44b 

+-== 


1. Für das Potenziren, Nadiciren und Logarithmiren 
mögen Die Gefege (Zormeln) erft fpäter hier fichen. 

.  Diefe Gleichungen ober Sormeln bilden uun die Grund: 
lage alles Rechnens. Das — Zeichen in ihnen "hat Feine 
andere Bedeutung, als dag man mit dem Wefen, d. 5. mit dem 
Zufammenhange und ben Gegenſätzen ber (Verſtandes⸗) Opera⸗ 
tionen d. h. der Zahlen- Verbindungen, in Uebereinftimmung han⸗ 
beit, wenn man die beiden, Links und rechts deſſelben (—) Zei- 
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chens fiehenden Ausdrücke in der Rechnung nach Belichen mit 
einander vertaufcht. Dieſe Gleichungen lehren alfo, welche neue 
Form flatt der gegebenen oder vorhandenen gefeßt werben kann, 
wern man. fortwährend mit dem Wefen der Zahlen: Berbindun- 
gen im Einklange bleiben will; und dieſes fortwährende Setzen 
neuer Sormen flatt ber gegebenen .ift nun das Umformen ber 
Ausdrücke, welches einzig und allein dag Nechnen (und zwar 
alles und jedes Rechnen, das gemeine Ziffern» Rechnen, das 

" Buchflabens Rechnen wie alles Rechnen, welches zur höhern Ma- 
thematik gezählt wird) ausmacht. 


$. 4. 


Soll das Nechnen alle Vortheile gewähren, welche die An: 
wendungen beffelben nothwendig machen, ſo muß folches mit 
völigunbefannten, einſtweilen bloß durch einen einzigen Buch- 
ftaben oder fonft wie bezeichneten Ausdrücken chen fo ficher von 
Statten gehen Fönnen, wie mit befannten. Daher muß ein 
Rechnen (d. h. ein Umformen der Ausdrücke) ſtatt finden können, 
ohne daß man fih um das Weſen (oder bie Bedeutung) der 
einzelnen Theile der Ausdrücke weiter zu befümmern braucht; und 
der Vortrag.der Elementerhat daher bie Aufgabe: „die Mög 
„lichkeit und die Sicherheit eines folchen Rechnens nachzu, 
„weiſen.“ Wenn demnach die Zahlen Verbindungen anfänglich 
bei den (ganzen) Zahlen wahrgenommen und von dieſen abfira- 
hirt worden find, fo müſſen fie doch nachgehends felbfifändig als 

 Repräfentanten von allgemeinen Eigenfchaften aufgefaßt werden. 
So entſteht zunächſt die allgemeine Summe a+b, ober 
a--b-+-c, etc., ete., welcher die Eigenfchaft poſtulirt wird, dag 
in. Ihe alle Ekemente beliebig mit einander vertaufcht werden 
Tonnen, — dann die allgemeine Differenz, deren Grund: 
Eigenfchaft in der Gleichung (a —b)+-b = a ausgefprochen iſt. 
Die Worte „addiren! und „ſubtrahiren“ find fogleich in 
der entfprechenden allgemeinern Bedeutung aufgefaßt, ſobald man 
darunter wie Anfangs, das bloße Bilden CHinfchreiben) der 


4‘ 
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Summe a-+-b, ober der Differenz a—b (d. h. der Zeichen oder 
Ausdrücke) verfiche, — Aus diefen Elementen $. 3. I. © und 
N. 1.) ſetzen fich dann aber wiederum die übrigen Formeln der 
Addition und Subtraktion (ebenbafelbft) zufammen, fo daß ein 
nRechnen!! mit allgemeinen Summen und Differengen völlig 
feft und ficher nachgewieſen und begründet ift, 


§. 9. 


So wie aber mit folchen allgemeinen Summen und 
Differenzen gerechnet wird, ohne dag man fi) um die Bedeutung 
der einzelnen Buchftaben oder fonftigen. Ausdrücke zu befümmern 
braucht, fo entftehen in den Anwendungen, [in denen von (gan: 
zen, unbenannten) Zahlen ausgegangen wird] befondere Fälle 
der Summen und Differenzen, namentlich Differenzen und Sum⸗ 
meaen von ber Sorm 

| p—-p; (p—p)—a und (pp). 

Da man findet, dag p—p mit z—z vertaufcht werden 
kann, was auch z fey*) (und daß man dabei immer den Ge 
fegen der Dperationen gemäß handelt), fo bezeichnet man alle 
folche Differengen p—p, 2-2, etc., etc. durch ein und bag: 
felbe Zeichen O, welches Null ausgefprochen wird. Die beiden 
andern der obigen Ausdrücke werden dann einfacher fo geſchrie⸗ 
ben, nämlich O—a und OPa und noch gewöhnlicher bloß fo: 
—a.und a, indem man die Null nicht ſchreibt, ſondern ſich 
bloß dazu denkt. 

Die Zeichen O (d. h. die Nulh), und —a und ta find 
alſo bloß kürzere Zeichen, welche flatt angezeigter, d. h. vors 
handener, alfo wirklicher Differenzen und Summen einge 
führt werden, und mit denen man nach denſelben (im $. 3. 


”) E85 ift nämlich nach dem Gefege N. 2. des 6. 3. L) 
P-PTrz=p+tD)—p 
alſo auch A— 
alſo it auch P-p=3—ı 
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I. hingeſtellten) Gefegen (Gleichungen, Formeln) rechnen 
kann . 
Die Ausdrücke —a und --a find alfo nicht negative ober poſitive 

Gröoßen, ſondern nichts anders als angezeigte d. h. gedachte, mithin 

wirkliche Subtraktionen und Additionen, in welchen der Minuend oder der 
Summand 0 (Null) nicht geſchrieben worden if, aber gedacht werden muß, 
weil feine Differenz ohne Minuenden und keine Summe ohne mindeſtens 
swei Summanden gedacht werden kann. 

Solche Ausdrücke wie Pa und —a find daher allge 
meine Ausdrüce, und werben additive und fubtraftive 
genannt. 


4. 6. 


endet man die Geſetze des Rechnens im $. 3. J.) auf bie 
Formen a--(—b) und a—(—b) an, fo erhält man fogleic) 
1) a+-—b)=a—b und 2) a—(—b)=a-tb. 
Das Reſultat 1) benützt man nun, um jeden beliebigen, 
nach und nach durch fortgefegtes Addiren und Subtrahiren zu⸗ 
fammengefeten Ausdruck, 5. B. 
3)... a—b—c+d+o—f—g, 
auf die Form einer gemeinen Summe 
N... AOH-bH-dHHI HF HH 
zu bringen, in welcher aber die Summanden lauter folche ad: . 
ditive oder ſubtraktive Ausdrüce find. — Dies ift ein ſehr 
wichtiger Saß, deun er giebt fogleich die wichtigſten Regeln für 
das praktiſche Nechnen mit algebraifchen Summen (3 
fammengefegten, Ausdrücken, wie die Ausbrüde won ber 
Form 3) oder 4) gemöhnlich genannt werden). 





*) Einige Reſultate biefer Nechnung 4. B. daß O-+-a==a, und a0 
= a ift, konnten bei materielern Aufichten vom Addiren und Subtrahiren 
zu dem Wahne verleiten, daß die Null nichts fey. — Die Null if aber 
wohl etwas. Wäre die Null nichts, oder wären bie Ausdrücke Pa 
sder-— a „Groͤßen“, fo könnte man nicht damit rechnen, weil man, der 
Definition bes Rechnens zu Folge ($. 2.), wie mit Größen rechnen kann. 


®. 
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§. 7. 

Bermöge der eben gedachten Säge laſſen ſich nun alle und 
jede durch Addition und Subtraftion beliebig zufammengefegten 
Ausdrücke, die aber urfprünglich den (ganzen) Zahlen ihr Da- 
feyn verbanfen, allemal auf die Form «—B bringen, mo « und 
B (ganze, unbenannte) Zahlen vorfichen, während « größer, gleich 

” oder Eleiner als B ſeyn kann. — Iſt ), fo heißt die Form 
+(o— B), auf welche & — ß gebracht werben kann, eine po- 
fitive (gange) Zahl; ift aber «<B, fo heißt Bie Form — ( ), 
in welche diefelbe Differceng a —B ebenfalls umgeformt werben 
kann, eine negative (ganze) Zahl; während die (ganze) Zahl 
felbft auch eine abftrafte oder abfolute (gange) Zahl genannt 
wird, um fie von den ſo eben erwähnten Operationsformen 
(angezeigten Operationen) zu unterfcheiden. 

$. 8. 

Geht man daher nun zu der Lehre der Multiplikation und 
Divifion fiber, fo hat man darauf zu fehen, 1) dag das Pro⸗ 
dukt eine Bedeutung erhalte, während beide Baktoren folche Dif⸗ 
ferenzen a—B giveier (ganzen) Zahlen find, d. h. entweder poſi⸗ 
tiv (ganz) oder negativ (ganz) oder Null; 2) daß die Grund⸗Ei⸗ 
genfchaften ber Produkte, nämlich ab=ba; (ab)e=(ac)b=afbe); 

. ferne (a+-b)e = ac-+be ſtatt finden, wenn a, b, c, beliebige. 
ſolche pofitive oder negative (ganze) Zahlen oder Null find. 
Dann erft kann man nämlich dieſe Grund: Eigenfchaften ber 
Drodufte in abſtrakto poſtuliren, und fo die Produkte ganz all⸗ 
gemein auffaflen, fobalp man nicht mehr zu fürchten braucht, 
daß diefe Boftulate in irgend einem vorhandenen befonderen 
Falle einen Widerfpruch enthalten. — Der Duotient a:b wird 
allgemein genug aufgefaßt, wenn man feine Definition in ber 
Formel (a:b)-b=a ausfpricht, fobald man nur nachweiſt, 
daß er in jeden Falle nur eindeutig ifl. — Dies ift er aber ° 
nicht, wenn der Divifor (b) der Null gleich iſt. Kolglich gehen- 
bier die Regeln hervor: 1) „Nie durch Null zu dividiren“, und: 


ı 
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2) „Wenn man durch irgend einen Ausdruck dividirt, allemal 
„den Fall auszunchmen, in welchem er der Null gleich werden 
„foltel. — 

Die Begriffe ded „Multiplicirens“ und des „Dividirend 
find zulegt eben fo ganz allgemein aufgefaßt, fobald man unter 
diefen Worten jebesmal nichts weiter verficht, ald das Bilden 
( das Hinfchreiben) des Produkts oder des Duotienten . 
(d. 5. dir angezeigten Verbindungen, der Formen), ganz fo 
wie folches (im $. 4.) für die Worte „addiren“ und „ſubtrahi⸗ 
ven! bemerkt wurde. 


9.9. 

Auf dieſe Weife if ein „Rechnen“ mit ganz allgemei- 
nen Summen, Differenzen, Produkten und Duotienten möglich 
und ficher, fobald man nur Eeinen der Diviforen ber 
Null gleich feyn läßt, und bie Fälle der Anwendung, in 
‚ welchen einer berfelben der Null gleich wird, befonders betrach⸗ 
tet, und nicht vorausſetzt, daß auch dieſe Ausnahmsfaͤlle in der 
‚algemeinen Unterfuchung mit enthalten ſeyn müſſen. 

Und in allen dieſen Gefegen, Formeln, Gleichungen, und 
wie fie noch genannt werden mögen, bedeutet das = Zeichen 
durchaus nichts anbered, ald: dag man mit dem Grundweſen 
der Zahlens Verbindungen in Webereinftimmung handelt, wenn 
man bie links und rechts beffelben (—) Zeichens flehenden bei- 
ben Ausdrücke, welche in ber Megel der Form nach von einan- 
der verfchieden find, unbebingt (in den Nechnungen) mit einan⸗ 
ber vertaufcht. „Gleiche Ausdrücke“, oder mie man auch fagt 
nAnsbrücke, welche einerlei Bedeutung haben“, finb daher folche 
der Form nad) verfchiedene Ausdrücke (angezeigte Dperatio: 
nen), welche in Uebereinſtummung mit den Geſetzen der Opera⸗ 
tionen für einander unbebingg geſetzt werden Fönuen. — Go 
entſteht der Begriff von „Bedeutung eines Ausdendes, d. h. 
„einer bloß angezeigten Operation. 
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$ 10. 
L Ale Endreiultate der Nechuung mit ben vier erſtern 


Dperationen, wenn man urfprünglic von (ganzen) Zahlen aus⸗ 
bringen, we u, 3, 
y, & wirlliche (ganze) Zahlen vorficien, währen „> ober <<, 


a—3 
y—ö 





gegangen ifi, laſſen fich auf bie Form 


und «>, — oder 3 ſeyn kann. Died giebt 5 beſondere 
Formen, nämlih +1, — m +, —— und 0 (Rail, too u 


uub » wirkliche (ganze) Zahlen vorfiellen, während keine (ganze) 


Zahl ſeyn fol, fondern eine bloße Form [d. h. eine angeeigte 
Dieifion zweier (genen) Zahlen]. — Bir belegen bie 5 be: 
fonderen (Zahl:) Formen mit dem Namen ber reellen Zah⸗ 
len, und nennen jebe einzeln namentlich „pofitine, negative 
„sanze Zahl, — pofitive, negative gebrochene Zahl, und 


uRuLlN, während bie bloße Form ©. (ifo nicht E, auch niche 


—#£) eine abfirakte oder abfolute gebrochene Zahl heißt 

Ein Bruch, oder eine gebrochene (unbenannte) Zahl 
I, wie ſolche fo eben eingeführt worden ift, iſt daher nichts 
ander® als eine angezeigte Ch. h. eine gedachte, mithin cine 
wirkliche) Divifion zweier ganzen Zahlen „ und », unter der 
„Borendfegung, daß fiatt niche ſelbſt eine ganze Zahl gefept 


werden kann ). Mit dieſes Brüchen ober gebrochenen Zahlen 
Tann mas aber gerade nur deshalb, weil fie nichts anders find, 
auf eine ganz befiinumte Weiſe und zwar nach den Geſctzen des 


De gebrochene Benannte Zahl erſcheint fpäter, und zwar als 
ein Theil der Geneumung sder Einheit. Dit ſolchen benannten Zah⸗ 
len wird aber nie „gerechnet”, weil Fein anderes „Rechnen“ mög 
lich 8, als mit bloß angeze igten Operationen (d. h. mit Zaren). 
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$. 3. IL.) „rechnen“. — Eine beſondere „Lehre ber Drüßet 
iſt dagegen ganz überflüffig, ja unmöglich. 

I. Da die reellen Zahlen in der That weder Größen 
noch Zahlen find, fondern bloße Nechnungs-Sormen, fo kann 
man auch nicht von ihrem Größer: oder Kleiner⸗Seyn (im 
eigenen Sinne ber Worte) fprechen. — Sind aber zwei reelle 
Zahlen a und b gegeben, fo läßt fich ihre Differenn a— b, 
wenn fie nicht Null ift Cin welchem Zalle a—= b wäre), ent⸗ 
weder in eine poſitive oder in eine negative (ganze oder ge 
brochene) Zahl umformen. Im erſtern Galle fagt man „a ſey 
„größer als b; im andern Zalle heißt „a Eleiner als bW. 

Andere Begriffe vom Größern und Kleinen Fönnen „in 
der Rechnung‘! nie vorkommen. 

Nach diefen Begriffen : kann man Achte und unächte 
Brüche von einander unterfcheiden, auch Sätze von dieſem fo- 
genannten „Größern und Kleinern“ feſtſtellen und gelegentlich 


anwenden; namentlich: „Sf a>b, fo ift ac>be und 2>2 
nur wenn c poſitiv 5 Dagegen: ift gleichzeitig mit a>b alle 
mal ac<be und ac ‚fo wie c negativ gedacht wird. 


$. 11. 

Während in der Elementar⸗Arithmetik die Begriffe Der vier 
erſtern Operationen in ihrer größten Allgemeinheit, und die Mög- 
lichkeit eined Rechnens mit denfelben dergeftalt hingeftellt wird, 
dag man überzeugt if, allemal richtige d. 5. mit nichts im Wis 
derfprusch ſtehende Nefultate zu erhalten, auch wenn man ſich 
um die Bedeutung der einzelnen Elemente der Ausdrücke gar 
nicht bekümmert, fo daß man mit noch unbefannten Ausdrücken 
mif derfelben Leichtigkeit und Sicherheit rechnen kann, mie mit 


den bekannten, — ift e8 der Zweck der Analyfis des End: 


lichen, genau daſſelbe für bie drei letztern Operationen zu les 
fen, d. 5. ein allgemeines und doch fichered „Rechnen! mit 
allen fieben Operationen möglich zu machen, oder die Möglich: 
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feit eines folchen Rechnens durch die Wirklichkeit befleiben außer 
Zweifel zu ſtellen. — Es mäflen zu dem Ende Potenzen a’, Wur: 


zeln Ya und Logarifhmen log a fefigefiellt werben, weiche für 
alle reellen Werthe von a und b (die reellen Zahlen enthalten 
nämlich alle fpeciellen Zahl⸗Formen, welche durch die völlig 
allgemeine Betrachtung ber vier erfiern Operationen entſtanden 
find) — eine völlig befiimmte Bedeutung haben, und für welche, 
diefen reellen Zahl: Sormen gemeinfchaftlihe Grund: Eigenfchaf: 
ten diefer Potenzen, Wurzeln und Logarithmen nachgetwiefen wer⸗ 
den Eönnen. — Hernach kann man diefe Grund: Eigenfchaften 
(eben weil fie num mit Feiner fpeciellen Erfcheinung in Wider: 
fpruch gerathen Fönnen) ald allgemeine Eigenfchaften der Po⸗ 
tenzen, Wurzeln und Logarithmen für legtere drei, wenn fie ganz 
allgemein aufgefaßt werden follen, poflulirn, und fo gelangt 
man zulege zu ganz allgemeinen Potenzen, Wurzeln und 
Logarithmen, bei denen man ſich um die Bebentung ihrer eins 
zelnen Elemente nicht mehr zu befümmern braucht, während 
man doch ficher und nach beftimmten Gefetzen mit ihnen „rech- 
net", fo daß das Rechnen gleiche Nothwendigkeit der Reſultate 
mit fich führt, e8 mögen die Elemente der Rechnung lauter be 
Eannte oder völlig unbekannte Ausdrücke enthalten. — Auf diefe 
Weiſe haben wir den Zweck der in dieſem Bande folgenden 
„Analyfis des Endlichen“ völlig beftimmt und entſchieden feſt⸗ 
geſtellt. 
§. 12. 

‚ „ja den Elementen begnügt man ſich aber einfimeilen 
mit folgenden Vorbereitungen: | 

A. Man ſtellt den Begriff dee ganzen Boten ab feſt, 
wenn b pofitiv ganz iſt, und berfieht Darunter ein Produkt 
gleicher Faktoren. 

B. Man erweitert den Begriff von ab fur den Fall, daß b 
eine Differenz æ — K zweier ganzen Zahlen iſt, wo a>, = dder 
<R ſeyn kann. Man nennt fie dann eine Differeng-Potenz 


” \ 
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und verſteht darunter einen Quotienten aus zweien ſol⸗ 
chen Produkten gleicher Faktoren. | 

q. Man ſtellt für diefe Differenz: Potenzen, wie für bie 
ganzen Potenzen bie Formeln hin: 


1) at ar; 3) =; 
men a” . u 
Den 96) > 
5), Ay at, 


D. Man erweitert den Begriff der Wurzel Ya für den Sal, 
daß b pofitiv ganz, a dagegen poſitiv (oder abfoluf) ganz oder 
gebrochen if. — Hier ſtößt man auf die fogenannte irratio⸗ 
nale Zahl, d. h. auf eine gebrochene Zahl, die immer zwiſchen 
beftimmten Grenzen liegt, die aber beshalb nie herſtellbar (d. 5. 
ausdrückbar) if, weil ihr Zähler und Nenner unendlich groß 
werden. Für Diefe abfolnten (und immer eindeutig gedachten) 
Wurzeln ftellt man nun bie Gefege Bin: 


YyVahb=ya-yı; 
Ä Yb 
3) Ya’) = — a"; 4) Wa= = Ya; ’ 


5) 2 b= Verb); Sr=yE 


E. Hernach ſtellt man ben Begriff der Potenz a” feſt für 
ben befondern Salt, daß b beliebig rel, a dagegen pofitiv (oder 
abfolut) ganz oder gebrochen if. Sie wird reelle Potenz ge 
nannt, weil jebesmal eine reelle und noch überdies pofitive (ra- 
tionale ober irrationale) Zahl exiſtirt, weiche ihr gleich if, d. h. 
welche „Pr der Rechnung ſtatt ihrer geſetzt werben kann. — 
Es ift nämlich nach dieſen Definitionen 
BO» - . AL 
—yYa'); mb a *—=l:a”, 
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Für diefe Potenzen, (weiche 1 in fih ſchließen) wird Bie 
Gültigkeit der Formeln C. 1.—5.) aufs Neue nachgewieſen. — 
Auch diefe reellen Potenzen find immer nur eindeutig. 

F. An dieſe reelle Potenz ſchließt fih dann der reelle 


Logarithme lag a an, bei welchem a und b beide pofitiv vor: 
ausgefet werden, und welche die reelle (pofitive oder negative, 
ganze oder gebrochene) Zahl z (oder die Null) vorſtellen, der bie 
Eigenfchaft zufommt, daß b’= a wird, während b* die reelle 
Potenz (in E.) if. — Für diefe ebenfalls immer eindeutigen 
Logarithmen ſtellt man dann die Geſetze 


1) log (ab) — log a-+-log b; 
2) = log (2) = log a—log b; 
u?) log (a) —b: loga; 
e b Io 
4) log Ya) ==; 
b e e b loe a 
5) log a-logb= log a oder loga= ——. 
log b 


b 
bin. — Wenn in Zoga, bie Baſis b= 10 iſt, fo nennt man 
den Logarithmen einen Brigg’fchen, auch einen gemeinen. — 


$. 13. 

Soichergeftalt hat man die Grundlage des „gemeinen 
Ziffern: und des gemeinen Buchſtaben⸗Rechnens“. Unter 
dem Iegtern verfieht man eine beliebige erweiterte Antvendbung 
der Geſetze der vier erfiern Operationen zur beliebigen, ober ei: 
nem: gegebenen Zwecke entiprechenden, Umformung beliebig gege- 
bener Ausdrücke, weshalb hier nichts weiter darüber fr fagen ift. 
Um die erftere bier näher zu begeichnen bemerken wir: 

Jede beſtimmte ganze Zahl läßt fich durch eine Summe 
ausdrücken, welche nach Potenzen von zehn geordnet ift, fobald 

| man 
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man nur eine Keuntniß der erften neun Zahlworte und der neun 
Ziffern vorausfegt. Dadurch wird jebe beſtimmte Zahl, in fo 
fern fie durch eine Reihe angezeigter (d. h. gedachter, mithin 
wirklicher) Verbindungen (d. 5. Operationen) ausgedrückt wird 
(nach $. 3.) rechnungsfähig; d. h. mit dem fie repräfentirenden 
Ausdrucde kann man „rechnen", was mit ihr felbft nicht 
möglich iſt. — Das Herfiellen dieſes Ausdrucks nennt 
man zählen. Wil man im Schreiben biefes Ausdruckes 
die Erleichterung fich verfchaffen, daß man bie Potensen von 
sehn ald Faktoren und bie Additions⸗ Zeichen wegläßt, fo kann 
man und muß man die O (Rull) des $. 5.) zu Hülfe nehmen; 
und die O (Null) erfcheint dann bier als Stellvertreter eines 
Gliedes, welches im wirklichen Ausdrucke ganz fehlt. 

Man zeigt nun 5. B. wie die Summe 87624-4-89, bie 
Differenz 87624— 89; bas Produkt 8762489, endlich ber 


Duotient * 


in den $. r und 6. ausgefprochenen Geſetze), welche wiederum 

nach Potenzen von zehn geordnet find. Dies find dann bie 

fogenannten vier Species ber gemeinen Rechenkunſt mit unbe 
nannten Zahlen. / 


in Summen umgeformt werden (vermöge der 





$. 14. 

Ein Decimalbruc ift ein gewöhnlicher Bruch ($. 10.), 
deffen Nenner aber eine Potenz von 10 if. Man rechnet mit 
ihm, wie mit gewöhnlichen Brüchen (nach $. 3. IL), nur dag 
man darauf fieht, dag die Endrefultate immer wieder auf Die 
Form eined Decimalbruches gebracht werden. — Daß man ihn 
kürzer fchreibt, indem man den Nenner im Schreiben megläßt 
und ſolchen ſich bloß dazu denkt, vermehrt die Bequemlichkeit. 


$. 15. 

Das Wurzel⸗Ausziehen aus einer poſitiven ganzen oder 
gebrochenen Zahl findet dann keine Schwierigkeit, fo wenig als 
die Berechnung eines reellen Logerithmen, nur Daß namentlich 

Bd. 1. 2 
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letztere einen ungehenren Aufwand an Zeit und Mühe koſtet, 
wenn man nicht, fpäter erft bekannt werdende Eigenfchaften der 
Logarithmen benügt, um dieſe Nechnungen felbft möglichft zus 
erleichtern. — Gewöhnlich fett man berechnete Logarithmen s 
Tafeln voraus. 


$. 16. 


Die Algebra ift diejenige Aufgabe der Aritbmetik, 
in welcher der durch x bezeichnete Ausdruck gefucht wird, der 
in einer gegebenen Gleichung unter x gedacht, ober flaft x ge 
fegt werden muß, damit letztere ſelbſt wirklich eine richtige 
(identifch genannte) Gleichung ſey. 

Allgemeiner aufgefaßt ift die Algebra biejenige Aufgabe 
der Arithmetik, in welcher n Ausdrüce gefucht werden, 
die man fich unter m Buchflaben x, y, z, etc., etc. vorgeſtellt 
denken, ‘oder die man flatt diefer letztern n Buchſtaben fegen 
muß, damit n gegebene Gleichungen wirklich richtige, der Def: 
nition der Gleichung (im $. 9.) entfprechende (und jetzt iden- 

tifch genannte) Gleichungen ſeyen. — Solche Gleichungen 
“aber, in denen x allein, oder x und y (u. f. mw. f.) nicht mehr 
jeden beliebigen, fondern nur ganz beftimmte Ausdrücke (Werthe 
genannt) vorftellen (welche Iegtere in der Regel aus den Glei⸗ 
chungen felbft beftimmt werden) heißen zum Lnterfchied der bis⸗ 
berigen eigentlichen, -eingigen und identiſch genannten Gleis 
‚chungen, von denen fie nur dadurch abweichen, daß in ihnen 
nicht jeder einzelne Theil der (gleichen) Ausdrücke offen vorliegt, 
— Befimmungs:Öleichungen, und diefe werden in al- 
gebraifche und nicht algebraifche (letztere werben auch 
tranfcendente genannt) eingetheil. — -Algebräifch nennt 
man die Gleichungen, wenn fie in Bezug auf ihren Unbekann⸗ 
ten x die Form Ä 

a+bx-+ex?4dx?-Lex*-+ ae. ete. —0 

annehmen Eönnen, während die Anzahl dieſer Glieder befichig, 
aber nicht unendlich groß ſeyn darf. — Eine Beſtimmungs⸗ 
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Gleichung auf dieſe Form bringen, heiße: „fie nach dem 
„Unbekannten x ordnen." 

Diefe geordneten algebraifchen Gleichungen werden einge 
theilt in einfache at+-bx=0, oder höhere Öleichungen 
(quadratifche, Eubifche, biquadratifche, und Gleichungen 
vom nt Grade). 

Die einfache algebraifche Gleichung a+-bx = 0 heißt auf: 


gelöft, wenn man aus ihr eine andere Gleichung i=— 


abgeleitet hat, in melcher x ganz ifolirt ficht. — Es fällt näms 
ih Bann in die Augen, daß dieſe Gleichung in bie richtige 


(identiſche) — —-4 übergeht, ſo oft man ſtatt x das 


ſetzt, was auf der andern Seite des — Zeichens ſchon ſteht. 
Alſo wird auch a-+-bx — 0 eine richtige (identifche) Gleichung⸗ 
ſo oft man ſtatt x denſelben Ausdruck ſetzt. 


$. 17. 
Um eine quabratifche Gleichung 
A-+-Bx-+Cx? =0 
allgemein auflöfen zu Eönhen, muß man erft einen allgemeinern 


Begriff der Duadrat- Wurzel d. 6. von Va oder Ya haben. 

Wir verfichen aber unter der allgemeinen Quadrat: 
Wurzel Ya jeden Ausbrud z, welcher die Eigenfchaft bat, 
daß 2? —a oder 2 —a—0 wird. — Iſt aber a ein folcher , 
Ausdrud, alfo fo, dag a? — a wird, fo geht bie Gleichung 
2” — a0 foglich in 2? — oa? —0 d. h. in za —o)lz + )—=0 
über; und letztere läßt num fehen, daß wenn z—=—u gefeht 
wird, dann ber Gleichung z? — a auch noch genügt if, daß es 
aber (außer +a und — 0) Feine britte Form mehr giebt, welche 
flat x geſetzt, daſſelbe Teiften Eönnte. 

Für die allgemeine Duadrat: Wurzel Ya, wie folche fo 
eben eingeführt worden ift, eriftiren alſo immer zwei verfchie 
dene und einander nicht gleiche Formen --Ya und —Ya, 

2* 


⸗ 
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welche bie durch Ya im Allgemeinen ausgefprochene Eigenfchaft 
mit einander gemein haben. Die allgemeine Duabrat-Wurzel Ya 
iſt Daher allemal zweideutig (beſſer gefagt: zweiförmig). — 
Iſt a pofitio, fo find a und — a die beiden Werthe von Ya, 
wenn a die im $. 12. D.) definirte abſolute Wurzel Ya vorftellt. 
— Sf a=0, fo find beide Werthe von Ya, nämlich +0 und 
—0 einander gleich und beide = 0. — Iſt endlich a negatio, ° 
fo bleibt Ya dach eine angezeigte (d. h. eine gedachte, mithin 
eine wirkliche) Wurzel, welche ebenfalls in der doppelten Form 
ya und — Ya ausgedrüdt werden Fan, und welche ge 
möhnlich, obgleich ımpaflend, eine imaginäre Wurzel ge 
nannt mird. 
Dabei ift wohl zu merken, dag allemal 
S=VNVCD=enXY1 
ift, während, - weil b pofitiv if, YyP—=-+PB gefunden werben 
kann, fo Daß allemal | J 
| Y-b=+B-Y—1 
gefunden wird. Dabei ift B eine abfolute (ganze oder gebrochene, 
und im Jettern Falle rationale ober irrationale) Zahl. 
| Die allgemeine quabratifche Gleichung 
a+-bx+cx?=0 oder a HPxtr? *0 
giebt nun, aufgelöſt, ebenfalls für x zwei Werthe, von denen 
jeder die verlangte Eigenſchaft hat, ohne daß ſolche (im Allge⸗ 
meinen) einander gleich find. Man findet nämlich”) 
Ä _ —b+Yb? —Aac 


— %c J 





*) Man fest nämlih x—y-pz, ordnet die aus a+-bx-Fex?—=0 
dadurch hervorgehende Gleichung nach z, disponirt über y fo, daß in der 
neuen, nach z geordneten Gleichung, der Koefficient von z" d. h. von z 
ſelbſt, der Null gleich wird, und findet dann aus derſelben Gleichung, 
welche jest die Form Ac?-2?—=b2— Aac annimmt, zu dem fo angenom⸗ 


| - b 
menen Werth y=—5; dm Werth yon z fo dazu, daß yHz2=x wird. 
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und dieſe beiden Werthe von x find beide reell und ungleich, 
wenn b?>4acz fie find beide reell und gleich, wenn b? —4ac; 
fie find endlich beide imaginär, fo oft b?<Aac iſt, und wenn 
man imaginär jeden Ausdruck neunt, der nicht in eine reelle 
Zahl umgeformt werden kann. Im letztern Falle kann man die 
Werthe von x auch N ſchriben nämlich 


— —— 


two Viac—b? ihren abſoluten Werth ($. 12. D.) vorſtellt. — 
Diefe imaginären Werthe von x nehmen alfo alle beide allemal 


die Form 
p-+Fq-V—1 
an, wo p und q reelle Zahlen find. 

Daß aber zwei Wertbe von x eriftiren und nicht mehr 
als zwei, welche der quadratifchen Gleichung a-+-bx-+-cx? —=0 
genügen, Eonnte man auch Daraus abnehmen, daß ſich a--bx-Hex?, 
während x ganz allgemein und beliebig gedacht ift, allemal in 
zwei Faktoren, nämlich in cl@-Hx)(B-4-x) zerlegen läßt, von 
denen jeder nur x felbft enthält, während das Produkt, alfo der 
ihm gleiche Ausdruck a-+-bx-+cx? nun offenbar allemal der 
Null gleich wird, es mag der Werth von x den einen Faktor 
ax, oder den andern Faktor B-4-x_ zu Null machen. 


$. 18. 

Wir. begichnen eine der Formen von YT ein für allemal 
durch i, fo daß i immer als eine und diefelbe Form vor: 
fiellend angefehen wird. Dann hat man 

’=—1l ?’?=—1, #=-+1, ?’=+i; 1 =— 

Y"=—i, is —14, 
und allgemein 
. 4, ti; 42 — ——A, int _ 
Den man fih nun in dem Ausdrucke 


— 1. 


1 


p+ 
p und. q beliebig reell, b ſtellt derſelbe alle reellen Ausdrücke 


⸗ 


vg 
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vor, wenn 4 0 gebacht wird, außerdem aber alle imaginären 
Ausdrüce, welche als Werthe des Unbekannten einer quabrati- 


Shen Gleichung mit reellen Koefficienten, fich ergeben. — Abs ' 


dirt, fubtrahirt, multiplicirt, dividirt man aber zwei folche all: 
gemeinsnumerifche Ausdrüde p+-q-ı und «-4-B-ı zu, von, 


- mit und durch einander, fo Tann man die Kefultate immer wie⸗ 


der auf diefelbe Sorm bringen. Eben fo nimmt die Duadrats 
Wurzel aus p--q-ı immer wieder biefelbe Form an. — 

Um dies alles nachweiſen zu Fönnen geht man von dem 
Sage aus, dag wenn 

A+Bi=P-+Q:i 
unter der Vorausſetzung gegeben ift, Daß A, B, P und O reelle 
Ausdrücke find, dann allemal einzeln 
A=-P m B=RQ 


ſeyn müſſe (mei fonft ı= er d. h. reell werden würde). — 





Für die angeführten Reſultate erhält man dann: 
1) p+gd+C + d= Er) +a+B:i; 
2) pt D— —) +q—P); 
3) (ptgN · a HF · i) ⸗ (pr — gE)+lgqetpp)i; 


p+g:i ’ PetB_ _, J«—pß i. 
9 468i — ee ——— ap: 1, 
5) Yp+q:i = x + mi), 


*) Das Reſultat 4.) erhält man, entweder wenn man Zähler und 
Nenner mit a—B-i multiplieirt, oder wenn man ti =x-+tz:i 


atß-i 

fest, daraus 
p+tqi=(ax—Ppz)-F(ßx-Faz)-i, alſo p=ax— Bz und q==Ax-taz 
ableitet, und aus Iegteren Gleichungen x und z berechnet. 

Das Refultat 5.) erhält man dagegen aus der Gleichung p--q-i= 
@+7: Di = (#’—2°)-+2xz i, welche in die beiden Gleichungen 

p=x2?—z2? und qg=%z 

gerfällt, aus denen z eliminirt und x gefunden wird. Man erhält für x 
vier Werthe, darunter zwei imaginare; die reellen nur behält man. Zu 


jebem Werth von x erhält man dann aus z— 3 einen Werth von z, 
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‚wo x und z aus den nachfichenden Gleichungen 

x=+Vip+Hptg° und z=--Y—ip+sVp°+q° 
berechnet werden, in welchen letzteren flatt der innern Duadrat- 
- Wurzel ihr pofitiver Werth, flatt der äußern Duadrat: Wurzel 
aber beide pofitiven oder beide negativen Werthe genommen wer⸗ 
den müffen, wenn q pofitio if; mo dagegen ſtatt x ber poſitive 
und flatt z der negative, oder flatt x der negative und flatt z 
der pofitive Werth genommen werden muß, wenn y negativ 
feyn ſollte *), 

Daraus folgt zugleich, daß wenn in der quadratifchen Glei⸗ 
chung a+-bx-+-cx? =0 die Koefficienten a, b, c beliebig reell 
oder imaginär, aber von der Form pq ˖i feyn follten, dann 
die Werthe des Unbekannten x ebenfalls von berfelben Form 
P-+-Q-1 werden, wo jedoch Q auch Nu ſeyn Fann. 

Jeder aus wirklichen Zahlen big jegt Direkt ober 
indirekt erhaltene Ausdruck läge fich daher allemal auf 
die Form P+OQ-i bringen, wo P und O reell find. 


$. 19. 
Eine allgemeine Auflöfung der Eubifchen Gleichung 
A-+-Bx-+-Cx?-+-Dx? =0 
ift nicht möglich, wenn man nicht vorher einen allgemeinen Be: 
griff der Kubik⸗Wurzel, d. h. der dritten Wurzel Ya hat. 
ir verſtehen aber unter der allgemeinen Kubik⸗Wur⸗ 


zel ya jeden Ausdruck z, welcher die Eigenfchaft hat, daß z’ —a 
oder 2 —a—=0 wird. — Iſt aber a ein folcher Ausdruck, 


und zwar zu jedem reellen Werth von x auch einen reellen Werth von z. 
So erhält man für Yp-+q-i zwei Werthe von berfelben Form. 

°) Diefe letztere Aufgabe und ihre Auflöfung laſſen zu gleicher Zeit 
. fehen, wie die beiden Werthe Cd. h. die beiden Formen) der allgemeinen 
Duadrat- Wurzel Ya ausfehen, in dem Falle wo a imaginär aber von ber 
gorm p-+g-Y—1 fern ſollte. 
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fo daß a’ — a wird, fo geht die Gleihung = —a—0, in 
2 — a2 —0,b. $. in 

| (.—a) (3? -+a2-+a°)— 0 
über, fo dag nicht bloß z—= a ihr genügt, fondern auch Die 
beiden Werthe von z ihr genügen, welche den andern Faktor gu 
Null machen, d. h. welche aus der Auflöfung ber quadratiſchen 


Gleichung 
2?-+-a2-+-a? 0 
hervorgehen, und welche fo find: 
z=0(—3+4/—3)= a(—4+4Y3-V- 1), 
wo Y3 ihren abfoluten Werth vorſtellt. 
3 
Für die allgemeine Kubit- Wurzel Ya eriftiren alfo immer 
drei (aber auch nicht mehr als drei) von einander verfchiedene 
d. b. einander nicht gleiche Formen, welche durch die Produkte 
3, 3 3 
1.ya; (—3+3V—3)-Ya und (—3—1Y 3). Ya, 
“ 3 
in welchen der Faktor Ya ald eine und diefelbe Form gedacht 
f 3 . 
wird, vorgeſtellt find, und welche bie durch Ya ausgefptochene 
Eigenfhaft mit einander gemein haben. Dabei find die erſten 
3 
Faktoren diefer drei Formen. der Ya, nämlich 
3 — VE, 
Br " —3 
zu gleicher Zeit bie drei Werthe der 1. — Die allgemeine Ku- 


bik⸗Wurzel iſt daher immer drei⸗deutig (oder beſſer drei⸗ 
förmig). 


Iſt a poſitiv, ſo kann man die abſolute Kubik⸗Wurjel, 
welche ebenfalls poſitiv iſt, und durch os bezeichnet ſeyn mag, 
R 3 
flatt des einen. Werthes von Ya fegen (8.12. D). Dann find 
alſo alle drei Werthe von Ya besüglich | 
% —z7a0+3oy3-y—1 und — za—zayd3Y—1, . 
ſo daß der erſtere reell und pofitio iſt, die beiden andern aber 
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imaginär, jedoch von der Sorm p-+q-V—1 find, wo p und q 
reche Werthe vorſtellen. — 


Iſt a negativ und = —b, und wird bie abfolute Kubik⸗ 
Wurzel Yb —=ß gefunden (nad) $. 12. D.), fo daß B eine poſi⸗ 


3 

tive Zahl if, fo find die drei Wertbe von Ya dasmal besüglich 
—fß; 3B—zBy3-Y—1 und 3B+28V3-Y—1, 

mo y3 jedesmal ihren abfoluten Werth vorftellt, fo dag ber eine 

Diefer brei Werthe reell und negativ, Die beiden andern aber ima- 

ginär und von der Form p-q-Y—1 find. — a0, fo 


find die drei Werthe von Ya, der Null gleich. 





Die allgemeine Auflöfung der reducirten kubiſchen Glei⸗ 


Hung 2° +-pz--q —=0 
giebt für 2: 


2 = t , iq’ +7 p° + 19V +r7p® N) 
wo jede biefer Kubif- Wurzeln drei Werthe hat, wo aber diejeni- 
gen Werthe beider Kubil- Wurzeln zufammen gehören, deren Pro; 
duft = — Ip if. Man erhält alfo für z hieraus drei Wer⸗ 
the. — Diele Auflöfung wird gewöhnlich die Cardan’fche For⸗ 
mel genannt. — So oft 14?-H-7,p? poſitiv oder Null ift, fo 
oft läßt fe fich ohne Weiteres in gewöhnliche Bien. Ausdrücke 


H Dan findet diefe, wenn man z = uFrv fegt, dadurch bie neue 


Gleichung 
| "’+v’+g + (duv+p) (u+V) =0 
erhält, dann aber Über den einen der beiden Unbekannten u und v fo 
Yisponirt, daß 
1) Jduvpp=0 
wird, und den andern dann aus * übrig bleibenden Gleichung 
2) +r’+qg>=0 
dazu findet. Die beiden Bleihungen 1.) und 3.) geben nun u und v fo, 


daß uva wird, Eliminirt man nämlich v = -iL, fo erhält mau 


@Y+ga)-rp'= 
woraus u? und u. 
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umformen und man erhält für z einen. reellen und zivei imagi- 
näre Werthe. — So oft aber 4q?-+-z',p? negativ wird, fo 
oft kann die Umformung in gewöhnliche d. h. allgemein⸗ nume⸗ 
rifche Ziffern⸗Ausdrücke nur von demjenigen ausgeführt werben, 


8 
welcher gelernt hat, die Wurzel Yp-+g-V—1 in einen Aus: 
druck von derfelden Form a--B-Y—1 umzuformes. — Letzte⸗ 
res zeigt gewöhnlich die Analyſis des Endlichen. Diefen Fall 
nennt man übrigens den irreduciblen Fall der Cardan’fchen For⸗ 
mel und er tritt nur dann, aber dann allemal ein, fo oft alle 
drei Werthe des Unbekannten rec werden ®). 
Sol aber die allgemeine kubiſche Gleichung 


atbx-+cx?-+dx?=0 oder a Er —0 
aufgelößt werden, fo fest man x — 23 und die Gleichung 


reducirt fich fogleich auf bie vorſtehende 
+p+qgq=0), 

Hat man aber aus der legteren Gleichung drei Werthe für z 

gefunden, fo giebt die Gleichung xs=—47 +2 drei Werthe 


von x dazu. 

Daß endlich für Die Eubifche Gleichung im Allgemeinen 
drei Werthe und nicht mehr als drei Werthe des Unbekannten 
gefunden werden, Eonnte man fchon daraus abnehmen, dag der 


Ausdruck a--bx-+cx? dx? fich auf die Form 


| d@+9E+9C-+2) 
bringen läßt, und daher der Null gleich wird, fo oft einer der 


. Dieſes letztere wird gewöhulich erſt in der Analyſis des Endlichen 
erwieſen, findet ſich aber auch in dem nächſten Paragraphen außer Zwei⸗ 
fel gefest. Ä | 

**) Eigentlich muß man x = z-+u fegen, die neue Gleichung nach 
z ordnen, dann aber über u dergeſtalt disponiren, daß der Keefficient von 


2° der Null gleich wird. Dann findet man eben u = -7: 
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drei Saktoren der Null gleich if, alfo fr x=—oa, x=—B 
und auch- für x=—y. 


$ WO. 


Folgende Unterfuchungen über die Eubifchen Gleichungen 
find noch, der dabei angewandten Methoden und der Nefultate 
wegen son großer Wichtigkeit. 

I. Jede Eubifche Gleichung 

x°-rax?®+bit+c= 
mit reellen Koefficienten , giebt immer eigfen einen reellen 
Merth für den unbekannten x. 

Denn man kann x pofitin und fo groß nehmen, daß x’ ax? -Hbx-+c 
für biefen Werth x —= +w ganz gewiß pofitio wird. Dann kann man aber 
auch x negativ, Übrigens abfolut fo groß nehmen, daß x’ ax? -Hıx-+ec 
für diefen Werth x = — v ganz gewiß negativ wird. Da nım, wenn 
man die Werthe von x unmerklich ändert auch die Werthe des kubiſchen 
Ausdrucdes x’ ax? +bx-tc ebenfalls nur unmerklich fih ändern, fo 
muß swifchen +w und —v ein (pofltiver oder negativer, alfo reeller) 
Weſtth von x liegen, welcher denfelben Ausdruck x’+tax?-+bx-tc der 

Nu gleich macht, weil ber Iegtere vom Pofitiven zum Negativen nur in 
unmerklichen Aenderungen, alfo nur durch Null hindurch, gelangen Tann. 

IT, Iſt © ber reelle Werth von x, welcher xꝰ Pax? --bx+c 
zu Null macht, d. 5. iſt (identiſch) 

(I).. a? --aa® +ba-tc=0, 
fo dioibire man mit x— a in era pbxre auf nachfte: 
hende Weife: 


Divifor 


XA— o 


Dividend 
»>-pax®-bxc 
— 

a)x?+-bx-+c 
lag ampar)x x? — (aa +0a?)x 


Tees et ant-tan 

Heft... Hefe.»  c+bataa? us 
Nun ift aber diefer Iegte Reſt vermöge der Gleihung (7) der- 
Null gleich; alfo ift x -+-ax?--bx+c durch x—a ohne Reſt 


‚Dustient 


x2--(a--a)x+(b-+aa+u?) 
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theilbar und der Quotient wird =x’tlata)x (bau 
+02). — Iſt aber der Ausdruck x? Pax? +-bxtec in Die 
beiden Faktoren 
(«—a)-[x?-Ha+&)x-+(b-+aa-+a?)] *) 
zerlegt, fo wird folcher auch noch durch Die beiden Werthe von 
x ber Null gleich, welche ben zweiten Faktor zu Null machen, 
d. 5. welche aus der Auflöfung der quadratifchen Gleichung 
x? +(a+c)x-+-(b-+-a0+a?) = 0, 

die ebenfalls reelle Koefficienten hat, hervorgehen. — Die drei 
Werthe des unbekannten x in der Eubifchen Gleichung mit reel⸗ 
Ien Koefficienten, find daher entweder alle drei reell, oder es iſt 
nur einer derfelben reell und die beiden andern find imaginär, 
aber von der Form P+-OQ-ı. — 

In Sind p und q reell, fo kann jeber der drei Werthe 


von_ pre allemal auf dieſelbe Form x-}-zi gebracht wer: 


den, wo x nnd 2 reell find. 


Denn fent man 
3 . 
Yptryi=x+zi; alſo pta=ktz- i)? 
d. h. ptg-i=(z’—3xz*) + (3x?2— 2?)-i 
alſo 1) 72 


2) 2522- 22* 
und eliminirt man zuletzt aus dieſen beiden Dleichungen den uUnbekann⸗ 
ten =, fo erhält man **) 


*) Gewöhnlich bemirkt man biefe Serlegung noch einfacher. Da nämlich 
>-a02+-bate der Null gleich 
it, fo ändert ber Ausdruck x’ --ax?--bx-c bioß feine Zorn, wein man 
a’tau? baute davon ſubtrahirt. Seine neue Form iR nun dieſe 
(?’—a’)+a(x?— a) +b(x—a) 
Da men nun jeden der drei Theile biefer jetzigen Form durch x—a bes 
quem dividiren Tann, fo erhält man fogleich bie obige Zerlegung. 


) Die Elimination bewirkt fich fo: Aus der Gleichung 1.) findet man 
2? Ey; dann fehreibt man bie Gleichung 2.) fo: Qx°—12)2. = q, 
und (uote bier herein Ratt x 2 den vorher gefundenen Werth. Dies giebt 

Tr. ı=q Wi z= 


Ä —FF 
ſo gefunden hat, daß x und z * ſind. 
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I AV’ +HrAaN— Apr) rip; 
und diefe Gleichung, da fie kubiſch mit reellen Koefficienten if, giebt für 
x’ mindeſtens einen reellen Werth =, während aus x’ — auch noch für 
x ein reeller Werth hervorgeht. Zu diefem reellen Werthe von x geben 
aber die Gleichungen 1.) und 2.) einen reellen Werth von x dazu, fo daß 
man nun 


i=x+tr-i 


3 
Hat man aber einen Werth x-Fz-i ber Kubik⸗Wurtel Yp-+g-i 
gefunden, fo erhält man die beiden andern, wenn man den fo eben gefuns 


denen mit den beiden andern Werthen ber yı, nämlich mit +0 a 


multiplieirt. Folslich nehmen dieſe beiden andern Werthe von 5 T7 
ebenfalls dieſelbe Form PO.i an. 


IV. Hat man gelernt die oben ſtehende Gleichung 2.), 
wenn p und q in Ziffern gegeben find, auf irgend einem Nä⸗ 
herungswege aufzulöfen, unb wollte man die etwas fehr müh- 
fame Ziffern: Rechnung nicht ſcheuen, fo könnte man nun die 
Farbanifche Formel, nämlich die Auflöfung 


I— 3 
2= 


der Gleichung 2°--pz-+q—=0, auch in dem Falle in die ge 


A 


wöhnlichen Ziffern⸗Ausdrücke umformen, in welchem 4q?-+-z,p? 


negativ wird, und welchen man früher den irreduciblen Fall ge 


Diefer Werth von z wird nun in die Gleichung 1.) Matt = fuhftituirt, und 
man erhält Die obige Gleichung 3.).— Und weil ==, ur feom muß, 





. fo folgt auch noch, daß zu jedan reellen Werth von; x * auch ein 
reeller Werth von 2 ſich ergiebt. — Man kann aber auch aus der er⸗ 


fern Gleichung 1.) z finden und ben Werth in die 2.) ſabſtituiren. Dann 
muß aber die entfiehende Gleichung noch quadriet merben, damit die Qua⸗ 
drat⸗ Wurzel herausfällt. — Man kann endlich die Gleichung 2.) fogleich 


quadriren, fo daß fie bie nachſtehende wird: (3x — 27).22* 47, und 


bier herein ſtatt 2° feinen Werth en: fubfituiren. Dies in dann das 
allertürꝛeſte. | 


1 


30 Allgebra m. Analyfis des Endlichen. Kap. J. 6. 20. 


nannt bat. — Man würde nämlich zuerſt bie abſolute Wurzel 
Y—(4q?+z7p?)=B berechnen (d. 5. in die gewöhnliche Zif: 
fern Rechnungeform bringen), fo dag man 
3 3 |. 

z=Y—3g+ Pi Y—rg—P-i a 
hätte; hernach würde man (nach III.) jebe der beiden ubit⸗ 
wurzeln auf die Form u-+-v-i bringen, und dann bie beiden 
Reſultate addiren, um z in berfelben Form P-+-Q-i zu haben. 

Und da dieſe beiden Kubikwurzeln fich durch nichts unter: 
fcheiden, als dadurch, daß in der andern — i fieht, wo in ber 
erftern i, fo wird, wenn u--v-ı ein Werth der einen Kubik⸗ 
wurzel iſt, nothwendig u—v-ı (während u und v biefelben 
Werthe behalten) ein Werth der andern Kubiftwurzel ſeyn, und 
diefe beiden Werthe find auch allemal die szufammengehöris 
gen Werthe dieſer Kubiftwurzeln, weil beide mit einander mul⸗ 
tiplicire (nach $. 19.) den reellen Werth — Ip geben "müffen. 
Alfo hat man z— 2u, und u bat drei reelle Werthe.. Folglich " 
find auch dasmal alle drei Werthe von z rel, während wir . 
oben gefehen haben, dag wenn 4q?-H-z1,p?.pofitiv oder 0 iſt, 
dann allemal nur ein reeller und zwei imaginäre Werthe von z 
eriftiren. 

V. Man kann aber nun, wenn man diefelben mühfamen 
Ziffern- Rechnungen nicht ſcheuen wollte, bie Umformung ber 
Auflöfung der rebucirten Eubifchen Gleichung 

| 2°-pz+q=0 

in die gewöhnlichen Ziffernformen auch in dem Falle bewirken, 
wo p und q imaginär oder reell aber von der Form P+-Q-i 
find. Dan würde nämlih 4q?-4-z4,p° in derfelben Form 
P-+O-i finden, dann Yiq?-+,p? =VYP-OQ-i (nad $. 18. 
N. 5.) auf diefelbe Sorm bringen, und fo die Ausdrücke unter 
den beiden Kubikwurzel- Zeichen in der Cardan’fchen Formel eben: 
fals in die Zorm.a+t-PBi und a/t-Bt-i gießen, zulegt aber 


Vai ytöi nd VAFRi—uHör (nach I) 
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finden, wo » und 6, desgleichen „I und 8/ drei Wertbe haben; 

und dann würde man, wenn YI-ö!-1 den zu y4-5-1 gehörigen 

Werth vorſtellt (d. 5. wem 5-1) +81) = — dp wird 

two aber p felbft imaginär gegeben feyn kann) 
= 

gefunden haben. 

VI Daraus folgt aber, daß im jeder reducirten und daher 
auch) in jeder allgemeinen kubiſchen Gleichung, deren Koefficien: 
ten reell oder imaginär aber von der Form P--Q-i find, die 
drei Werthe bed Unbekannten allemal nothwendig auch auf die 
felbe Form PI--Q!-ı gebracht werden Eönnen. 


Alle Ausdrüce, welche bis jeßt aus wirklichen Zahlen 
zuſammengeſetzt gegeben ſind, und zwar beliebig direkt, oder in⸗ 
direkt durch quadratiſche oder kubiſche Gleichungen, laſſen ſich 
daher nothwendig allemal auf bie Form P-0.i bringen, fo 
daß fie reell find, (menn Q — 0 gefunden wird) oder doch diefe 
einfache imaginäre Form haben (mern Q nicht Null if). 
| VIL Die Rechnung in III), von welcher alle nachfolgen- 

den Rechnungen abhängen, führe fich aber viel bequemer aus, 
wenn man Lehren der Analyſis des Endlichen gu Hülfe nimmt. 
Mittelft- der Ießtern findet man nämlich eben fo bequem als ein- 
fach, wenn m irgend eine abfolute (pofitive) ganze Zahl ift, 
m einander nicht gleiche Ausdrücke von der Form «+-B-i, mo 
jeder die Eigenfchaft hat, daß er, mit m potenzirt, genau eine 
und dieſelbe gegebene (reelle oder imaginäre) Zahl p-+-q-i her: 
vorbring. Dann hat man alfo allgemein m Werthe der 


meen Wurzel 5 gefunden, ‚wenn letztere fo allgemein auf⸗ 
"gefaßt wird, während aus andern Betrachtungen noch hervor: 
geht, daß es nicht mehr als gerade m Ausbdrücke geben kann, 
welchen diefelbe Eigenfchaft zukommt. Folglich hat man dann 


zu gleicher Zeit alle Werthe von Vprqi (vgl. Kap. VIII.. 


h 
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$. 21. 
Eine allgemeine Anflöfung der en Gleichung _ 
A+Bx-+-Cx? +Dx?’+Ex* = 
iſt nicht möglich, wenn nicht vorher der Begriff ber Ya erwei⸗ 
tert und verallgemeinert wird. 
Wir verſtehen aber unter der allgemeinen vierten Wur⸗ 


4 > 
‚gel aus a, d. h. unter Ya, jeden Ausdruck z, ber die Eigenſchaft 


hat, daß z* =a oder + — a=0 wird. — Iſt daher « cin fol- 


cher Ausdruc, fo dag man at —a hat, fo geht die Gleichung 


2 —a—=0 in + —a=08.h. in (za? —a?)(z?-+a?) = 0 
oder in (a—a)lz+a)(a —a-Y—1)(2-+a-Y—1)=0 übe 
und läßt num fehen, daß vier und nicht mehr als vier einan- 
der nicht gleiche Ausdrücke exiſtiren, welche mit dem erſtern a 
dieſelbe Eigenfchaft gemein haben; nämlich die vier Ausdrücke 
a-(+1); a-(-1); -(4+V—1) und &-(—V—1) 


wahrend HH; —i; +H-1m —V- 


4 & 
die vier Wertbe von yi find. — Es iſt alfo die Ya allemal 
vierbdeutig ober beffer vierfürmig; und diefe vier Formen 


find im Allgemeinen auggebrückt durch | 


4 4 a — — 
-+-Ya, — Ya, +Ya-Y—1 und — Ya-Y—1, 
4 
wenn in den letztern vier Ausdrücken der Faktor Ya als eindeu⸗ 
tig genommen wird, d. 5. als einen und denfelben feiner Werthe 


vorfichend. 


Iſt a poſitiv, fo kann man ſtat Va die abfolute Wurzel 
($. 12. D.) nehmen; dann find alſo zwei Werthe der allge 


& 

meinen. Ya reell (der eine poſitiv, der andere negativ), die bei- 
ben andern dagegen imaginär und von der Form p-+-q-Y— 1, 
‚wobei aber dasmal P=0 und q pofitio oder negatis iſt. — 


Iſt a negativ, und =-b ſo kaun man ſtatt der Ya db. h. 
ſtatt 
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4 4 4 

ſtatt dee V(—bJ ſetzen Yb-Y—T. — Findet man nun (nach 
4 

$. 12. D.) die abfolute Yb= PB, wo 43 poſitiv iſt, ſo hat man 


a__ , & 
ß-V—1 für einen der Werthe von Ya. Den Ausdrud V— 


kann man aber wieder auf bie Form p-+-q-Y— 1 bringen. en 
man nämlich 


va =w, fo bat man we =—1 oder wt =i? 
d.h wt—?=0, oder (w?—i) (w? Hi) = 0 
fo daß w=-fYi 
wird, wenn man nur einen Werth von w haben will. Die 
Formel $.18.R. 5.) giebt aber nun, wenn daſelbſt p=0 und 
q=1 gefeßt wird, " 
—4y2-+-1Y2.i. 


Iſt alfo a negativ und — —b, und wird %= ß berech⸗ 


net, wo ß pofitio iſt, fo finden fich bie vier Werthe von Ya 
jetzt fo: | | 
38y2-+4BY2-1; —4BY2— 3PY2-i; 
—4By2-H3BY2-i1; +2BV2—4PYV2-i; | 
mithin alle vier imaginär aber von ber Form P--OQ-i. — 
Iſt a0, fo find alle vier Werthe von Yy—0. Iſt a 
reell oder imaginär, aber von der Form p-q-i, fo hat Ya 
allemal zwei Werthe, welche beide reell, oder beide imaginär, 
aber von der Form P-+-Q-i find. Weil man aber der Glei⸗ 
Hung 22=a, die Form 2* —=(Ya)?, oder z*— (Ya)? = 0 
oder —8 —— O geben kann, fo folgt, daß man 


alle vier Werthe von Ya auch findet, wenn man von jedem ber 
beiden Werthe der Ya nochmals die allgemeine Duadrat- Wurzel 


4 
nimmt. — Daraus folgt noch, daß bie vier Werthe von Ya 
allemal reell oder imaginär, aber von der Form P-+-Q-i find, 
fo oft a felbft reell oder imaginär, aber von der Zorm p-t-q-1 iſt 

Dr. 1. 3 


\ 


' l 


⸗ 
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Will man nun die reducirte biquabratifche Slei⸗ 


ung 

+p’ ge H=0 
allgemein auflöfen, fo zerlegt man den Ausdruck z*--pz?-HqzF4-r 
zuerft in die beiden Faktoren (2?-+-az+-P)(2?— oz ty). — 
Multiplicirt man nämlich Iegtere beiden, fo erhält man 


2t-(P+y> — ar)2? +a(y— Byz+Py; 


| und vergleicht man dieſen Ausdruck mit dem gegebenen, fo 


bat man 
- Prr—e=p GM Yen 
Findet man nun aus ben beiden erſtern dieſer drei Gleichungen 
»=o?+p—I und %y=o:+p+J4, 
und fubftituirt man dieſe Werthe von B und » in die dritte 


Gleichung Ay = Ar, fo erhält man zur Beſtimmung von « 


‚die Gleichung 


\ 4 E=4r 08. (0?)’-+2p(a)’-Hp?—Ar)e?—g?=0. 


Diefe Gleichung iſt, wenn man a? als den Unbekannten anfieht, 
eine Eubifche; fie giebt für «* drei, alfo für a felbft 6 Werthe, 
während zu jeden Werth von « ein Wertb von B und ein 


Werth. von > fich ergiebt. Dabei find diefe Werthe von «, P, 


5 


y allemal reell oder imaginär, aber von der Form p-+q-ı (den 
früheren Paragraphen zu Folge). — Nimmt man nun für & ein en 
feiner Werthe und für B und y die sugehörigen, fo findet man 
bie Werthe vom z, welche der Gleichung 2*+-p2?-g24r =0 
angehören, wenn man die Werthe von z ſucht, welche jeden der 
beiden Faltoren dieſes Ausdruckes zu Null machen, d. h. welche 
aus der Auflöfung der Gleichungen 
2’ roz+B=0 und 2? —oz--y — 0 
für z herborgehen. Man erhält demnach vier Werthe von z, 
welche jedoch alle vier nothwendig von ber Form p-L-q-i were 


* 


den, wo p And q reell find, wo auch q der Null gleich werden 
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Tann, fo daß biefe Werthe von z zum Theil ober alle auch rel 
feyn Eönnen *). 

Soll aber die allgemeine Gleichung vom vierten Grabe 

a+-bx-+cx?+dx? ex =0 
aufgelöft werden, ſo ſetzt man 
Ar — * 

ſubſtituirt dieſe Form ſtatt x in die gegebene Gleichung, ordnet 
Die nenne Gleichung nad) z und erhält eine reducirte Gleichung 


» vom vierten Grade, deren Auflöfung fo eben gezeigt worden 


iſt. ) — Es finden ſich alfo vier Werthe für 2, und dann, 
wenn zu jedem derſelben +. abdirt wird, auch vier Wer 


the von x, welche Ießtere ber gegebenen allgemeinen biquadra: 
tifchen Gleichung genügen. 

Auch diefe letztern vier Werthe ſ nd alle reell oder imagi⸗ 
när, aber von ber Form p-+-q-i, fobald nur a, b, c, d, e reell 
oder imaginär, aber von derſelben Form find. 


$. 22. 
‚ Eine allgemeine Auflöfung ber algebraifchen Gleichungen 
vom fünften und böhern Grade in gefchloffener endlicher Form 


”) Der Grund, warum ſechs Werthe von a, B, y ſich ergeben, Kann 
nur darin gefucht werden, daß 
z+pr+ge+r 
in vier einfache Faktoren von der Korm 
(+3). tb) rdltd) 

ſich zerlegt. Je zwei derfelben mit einander multiplieirt, geben einen Dops 
pelten Zaktor von der Form 2?+uz-+B. Alſo kann z?--az-+B jedes 
der ſechs Produkte (242) (2 4), Cz+a)(z+e), Cata)lztd), 
(-+b)(z+0), (z+bilz td), (2-0) (24) vorſtellen, und des⸗ 
halb bat auch & bie ſechs verfchiebenen Werthe a+-b, a+c, a-td, h+ 6, - 

b+d ımd c-+d. Irgend einer der Werthe genügt aber. 
**) Eigentlih muß man x —= u-+z fegen, die neue Gleihung nach z 
ordnen, dann aber über u dergeſtalt bisponiren, daß der Koefficient von 


d 
2°, nämlich Aen-+-d, ber Null gleich wird. Died giebt Tann u=— 7. 
3 % 
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ift bis jegt noch nicht nachgewieſen worden. Sind aber bie 
Koefficienten in Ziffern gegeben, fo nennt man die "Gleichungen 
nicht mehr allgemeine fondern numerifche, und folche lößt 
man, wie wir in einem der folgenden Kapitel zeigen werben, 
von allen Graben Verſuchs⸗ und Näherungs⸗Weiſe uf. 

Uebrigens ift es wichtig feſtzuhalten, daß alle direkten Aus⸗ 
drücke, wie alle indirekten (welche man nämlich für die Unbe⸗ 
Eannten in einer quadratiſchen, Eubifchen oder biquadratifchen. 
‚Gleichung erhalten kann), alfo alle bis jegt möglicher 
Weiſe hervorgehenden Ausdrüce, fobald fie ihre ur: 
fprüngliche Entftehung den wirklichen Zahlen verbanfen, allemal 
und nothivendig von der Form p--q-i find, wo p und q reelle 
Werthe vorftellen, und wo p fowohl ald namentlich q auch der 

Null gleich feyn Eönnen. 


$. 23. 


Für das praftifche Nechnen mit allgemeinen Duabrat:, Ku: 
bik⸗ und ‚vierten Wurzeln gilt aber, wie überhaupt für das Rech⸗ 
nen mit allen mebrdeutigen Ausdrucken die wichtige Regel: „ein 


„mund daſſelbe Zeichen z. B. Ya, ya, Ya, nicht eber für einen 
„and denfelben Ausdruck zu nehmen, als bis man fich überzeugt 
„hat, daß es auch wirklich jedesmal einen und denfelben feiner 
„Werthe vorſtelle.“. — Die theilmeife Vernachläffigung diefer Re⸗ 
gel von Seiten unferer größten Analyften ift vorzüglich Urfache 
geweſen der Irrthümer und allgemein ungliltigen Nefultate, wel⸗ 
chen. wir hie und da in ihren Schriften begegenen (Dergl. Auf: 
füße aus dem Gebiete der höhern Mathematik. Berlin 1823.). 


$. 24. 


Um dieſes Gemälde der bier vorausgefeßten Elemente gu 
befchliegen, betrachten wir noch die Möglichkeit der Anwendung 
Diefer Lehren der Elementar-Arithmetif und Elementar- Algebra 
Calfo auch des höhern Kalkuls) — zur Bergleichung der 
Srößen, wenn die Arithmetik oder Analyſis ſelbſt es auch nie 
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mit Größen, fondern immer nur mit angezeigten Opera: 
tionen (mit Ausdrücken, d. h. mit bloßen Rechnungs⸗For⸗ 
men) zu thun bat. 
Ale benannten Zahlen (Größen, quantitates) find ur- 
fprünglic” ganze benaunte Zahlen, Eönnen aber (durch Multi 
pifation der unbenannten Zahl) auf niedrigere und (durch Di: 
vifion der unbenannten Zahl) auf höhere Einheiten gebracht wer: 
Dei. Wenn man nun dieſes leßtere Verfahren allgemein und 
auch dann noch ftatt finden läßt, wenn bie Divifion Feine ganze 
Zahl mehr giebt, fondern bloß angezeigt werden kann, fo baß 
eine gebrochene (unbenannte) Zahl entfleht (im Sinne des $. 10.), 
fo ift dies die Veranlaffung, die gebrochene benannte Zahl 
a 
b 
- Die Größe darunter zu verfiehen, welche b mal genommen bie 
benannte Zahl aE giebt. — Danach hat bie gebrochene benannte 


Zahl zE auch die Bedeutung des afachen von dem bin Theile 


der Einheit E, in alten den Fällen, wo bie Einheit E fidig, 
oder doch fonft durch b theilbar if. 
| Uebrigens laſſen fi Größen (zwei ober mehrere) in eine 
einzige zufammenfaffen, oder man Eann auch eine Größe 
von der andern wegnehmen. Sol dann in jedem dieſer Bei- 
den Fälle die neue Größe wiederum als benannte Zahl ausge 
drücke werden, fo wird man bie gegebenen Größen auf einerlei 
Benennung bringen, dann aber die unbenannten Zahlen zu - 
einander addiren oder von einander fubtrahiren, die Benen⸗ 
nung dagegen beibehalten. \ 
Eine Größe läßt fi vervielfältigen, auch theilen. 
Sol dann: in jedem ber beiden Bälle Die neu entftandene Größe 


E, wo E die Benennung oder Einheit ift, einzuführen und 


als benannte Zahl ausgedrückt werben, fo wird man die unbe: 


nannte Zahl multipkiciren oder dividiren, die Beneunung 
dagegen beibehalten. | 
Zwei Größen (Quanta) find einander gleich, wenn fie 
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theifbar und der Duotint wird =x?-+-(a--a)x+(b-+-au 
—62). — Iſt aber der Ausdruck x’ --ax?--bx+tec in Die 
beiden Faktoren | 
x—a)-[x?-Ha+&)x-+(b-+aa-+a?)] *) 
zerlegt, fo wird folcher auch noch durch die beiden Werthe von 
x der Nuß gleich, welche den zweiten Faktor zu Null machen, 
d. h. welche ans der Auflöfung ber quadratiſchen @leichung 
x? (a +o)x-+(b--a0-+-0?) = 0, 

die ebenfalls reelle Koefficienten bat, hervorgehen. — Die drei 
Werthe des unbefannten x in der Eubifchen Gleichung mit reel- 
len Koefficienten, find daher entweder alle drei reell, oder es if 
nur einer derſelben reell und die beiden andern find imaginär, 
aber von dee Form P+-Q-i. — 

IN. Sind p undq reed, fo Fann jeder der drei Werthe 


von Eee allemal auf dieſelbe Form x-}-z-i gebracht. wer: 
den, wo x nnd 2 reell find, 
Denn fert man Ä 
3 


Yptoi=xtzi; ao prgi=K-tz-i)’ 
d. h. p-æq· 1- 3522) 0322 - 2°)-i 
alſo 1) x’—I3xz’=p 
2) Az—ı’=g; 
und eliminirt man zuletzt aus dieſen beiden Gleichungen den unbelann⸗ 
ten z, fo erhält man **) 


% Genögulid bereirt tan diefe Zerlegung noch einfacher. Da nämlich 
a? +ba te der Null gleich 
ift, fo ändert der —** ——— bloß feine Form, wenn man 
a’taa2--ba-te davon fubttahirt. Seine neue Form ik nun biefe 
(?’—a?’)-+a(x?— a?) +b(x—o) 
Da man nün jeden ber drei Theile dieſer jegigen Form durch x—a ber 
quem dividiren Tann, fo erhält man fogleich die obige Zerlegung.’ 


2 Die Elimination bewirkt fich fo: Aus der Gleichung 1.) findet man 
2? = =; ; dann fehreibt man bie Gleichung 2) fo: (3x°—2)2=q, 
und KuoRikuir bier herein ſtatt 2° den vorher gefundenen Werth. Dies giebt 





T. 3qx 
524oder dt re 
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I AI HHAY Hp HEN 0 
und diefe Gleichung, da fie kubiſch mit reellen Koefficienten ift, giebt für 
x’ mindeſtens einen reellen Werth a, während aus x? — u auch noch für 
x ein reeller Werth hervorgeht. Zu diefen reellen Werthe von x geben 
aber die Gleichungen 1.) und 2.) einen reelen Werth von = dazu, fo daß 
man num 


ptgi=ıtri 


Yp 
ſo gefunden hat, daß x und z reell find. 


3 
Hat man aber einen Werth x+-z-i der Kubils- Wurzel Yp-+g-i 
gefunden, fo erhält man die beiden andern, wenn man den fo eben gefun⸗ 


denen mit den beiden andern Werthen ber yı, nämlich mit — + ji 

3 
multiplieirt. Folglich nehmen -biefe beiden andern Werthe son Yp-Fq-i 
ebenfalls diefelbe Form P-+-Q-i an. 

IV. Hat mas gelernt die oben ſtehende Gleichung 2.), 
wenn p und q in Ziffern gegeben find, auf irgend einem Nä⸗ 
berung®ivege aufzulöfen, und wollte man bie etwas fehr müh⸗ 
fame Ziffern-Rechnung nicht fcheuen, fo könnte man nun die 
tarbanifche Formel, nämlich die Auflöfung 


3 '3 


der Gleichung z’--pz+q=0, auch in dem Falle in bie ge 


wöhnlichen Ziffern Ausdrücke umformen, in welchem 4q? 4-z,p® 
negatio wird, und welchen man früher den irreduciblen Fall ge 


Diefer Werth von z wird nun in die Gleichung 1.) ſtatt = ſubſtituirt, und 
man erhält die obige Gleichung 3.).— Und weil z— en ſeyn muß, 





ſo folgt auch noch, daß zu jedem reellen Werth von x allemal auch ein 


reeller Werth von z fich ergiebt. — Man kann aber auch.ans der ers 
fern Gleichung 1.) z finden und den Werth in die 2.) ſubſtituiren. Dann 
muß aber die entfiehende Gleichung noch quadrirt werden, damit die Qua⸗ 
drat- Wurzel herausfällt. — Man kann endlich die Gleichung 2.) fogleich 


. quadriren, fo daß fie bie nachRehende wird; (3x? — 2?)?.2°=q?, und 


hier herein ſtatt z2 feinen Werth 7 ſubſtituiren. Dies # dann das 


allerkürzeſte. 
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nannt bat. — Man würbe nämlich zuerſt bie abfolute Wurzel 
Y—-G4g?+27p’)=B berechnen (d. 5. in bie gewöhnliche Zif⸗ 
fern: Rechnungsform bringen), fo daß man 

‚9 — 

= V—ig+Bi+ V—ig—PB-i 
hätte; hernach würde man (nach II.) jebe der beiden Kubiks 
wurseln auf die Form u--v-i bringen, und dann die beiden 
Refultate addiren, um z in derfelben Form P--Q-i zu haben. 

Und da diefe beiden Kubikwurzeln fich ‚durch nichts unter: 

fcheiden, als dadurch, daß in der andern —ı flieht, wo in ber 
erftern ı, fo wird, wenn u-4t-v-i ein Werth der einen Kubik⸗ 
wurzel ift, nothwendig u—v-i (während u und v dicfelben 
MWerthe behalten) ein Werth der andern Kubiftwurzel feyn, und 
diefe beiden Werthe find auch allemal die gufammengehöris 
gen Werthe biefer Kubifwurzeln, weil beide mit einander mul 
tiplicirt (nach $. 19.) den reellen Werth — Ip geben "müffen. 
Alfo hat man z — 2u, und u haf drei reelle Werthe.. Folglich 
find auch dasmal alle drei Werthe von z reell, während wir 
oben gefehen haben, daß wenn zq?-4-z',p?. pofitiv oder O iſt, 


dann allemal nur ein reeller und zwei imaginäre Werthe von z ' 


eriftiren. 
. VW. Man kann aber nun, wenn man diefelben mühſamen 
Ziffern Rechnungen nicht ſcheuen wollte, die Umformung ber 
Auflöfung der reducirten Enbifchen Gleichung 

| 2°+pzrq—0 

in die gewöhnlichen Ziffernformen auch in dem Falle bewirken, 
wo p und q imaginär oder reell aber von der Form P+-Q-i 


find. Man würde nämlih 4q?-4+-2,p° in derfelben Sorm - 


P-+0-i finden, dann Yiq?’-+x,p? =VYP-+OQ-i (nad $. 18. 
N. 5.) auf diefelbe Form bringen, und fo die Ausdrücke unter 
den beiben Kubiktourzel- Zeichen in der Cardan ſchen Formel eben: 
fal8 in die Zorm.a-tPi und a't-Bl-i gießen, zuletzt aber 


VoFRi=y-töi und Ya pt öl. (nah 1.) 
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| finden, wo y und 6, desgleichen „' und 5! drei Werthe haben; 
und dann würde man, wenn y/-6'.i den zu Y-4-8-i gehörigen 
Werth vorftellt (d. h. wen (6 ) si) = — 4p wird, 
wo aber p felbft imaginär gegeben feyn kann) 
= + ei 
gefunden haben. | | 
VL Daraus folgt aber, daß im jeder reducirten und daher 
auch in jeder allgemeinen Eubifchen Gleichung, deren Koefficien: 
ten reell oder imaginär aber von der Form P--O-i find, die 
drei Werthe des Unbekannten allemal nothwendig auch auf die: 
felbe Form P/--O!-ı gebracht werben können. 


Alle Ausdrücde, welche bis jetzt aus wirklichen Zahlen 
zuſammengeſetzt gegeben ſind, und zwar beliebig direkt, oder in⸗ 
direkt durch quadratiſche oder kubiſche Gleichungen, laſſen ſich 
daher nothwendig allemal auf die Form P-0.i bringen, fo 
daß fie reell find, (menn Q — O gefunden wird) oder doch dieſe 
einfache imaginäre Form haben (wenn Q nicht Nul if). 

| VIL Die Rechnung in III.), von welcher alle nachfolgen- 
den Nechnungen abhängen, führe fich aber viel bequemer aus, 
wenn man Lehren der Analyfid des Endlichen gu Hülfe nimmt. 
Mittelft- der Ietstern findet man nämlich eben fo bequem als ein- 
fach, wenn m irgend eine abfolute (pofitive) ganze Zahl ift, 
m einander nicht gleiche Ausdrücke von der Form «-+-B-i, mo 
jeber bie Eigenfchaft hat, daß er, mit m potenzirt, genau eine 
und biefelbe gegebene (reelle oder imaginäre) Zahl p+-q-i her: 
vorbring. Dann hat man alfo allgemein m Werthe ber 


mien Wurzel 5 gefunden, wenn letztere ſo allgemein auf⸗ 
"gefaßt wird, während aus andern Betrachtungen noch hervor: 
geht, daß es nicht mehr als gerade m Ausdrücke geben kaun, 
welchen diefelbe Eigenfchaft zukommt. Folglich hat man dann 


zu gleicher Zeit alle Werthe von Yp-F-g-T (vgl. Kap. VIEL). 


- 
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$. 2. 
Eine allgemeine Anflöfung ber Biquadratifchen Gleichung 
A-+-Bx-+-Cx? +Dx’+Ex! = 0 
& 
iſt nicht möglich, wenn nicht vorher der Begriff der Ya erwei⸗ 
tert und verallgemeinert wird. 
Wir verfichen aber unter der allgemeinen vierten Wur⸗ 


’ x 
zel aus a, d. h. unter Ya, jeden Ausbruck z, der die Eigenfchaft 


bat, bag z* =a oder zt—a=0 wird. — Iſt daher « ein fol: 


"cher Ausdruck, fo daß mar at —a hat, fo geht die Gleichung 


2 —a=0 in t—ot=0 85h. in(z?—a?)(2?+a?)—=0 
oder in (@—a)(z-+-a)(a—a-Y—1)e@+a-Y—1)=0 über 
und läge num fehen, daß vier und nicht mehr als vier einan⸗ 
der nicht gleiche Ausdrücke exiſtiren, welche mit dem erfieen « 
dieſelbe Eigenfchaft gemein haben; nämlich die vier Ausdrücke 
(+1); a:(—1); a-HVT) und «-(- Vi) 


head Hi; —; +1 m —Y- 


& - 
bie vier Werthe von YI find. — Es if alfo bie Ya allemal 
vierbeutig ober befier vierförmig; und dieſe vier Formen 
find im Allgemeinen ausgedrückt durch 

4 4 a 
+-Va, —Ya, +Ya-Y—1 und —Ya-y—I, 
wenn in den letztern vier Ausdrücken der Zaktor Ya als eindeu⸗ 
tig genommen wird, d. h. als einen und denfelben feiner Werthe 
vorſtellend. | 
‚ , 4 
Iſt a pofitiv, fo kann man ſtatt Ya die abfolute Wurzel 
($. 12. D.) nehmen; dann find alfo zwei Werte der allge 
e 4 
meinen Ya reell (der eine pofitio, der andere negativ), die bei- 
den andern dagegen imaginär und von der Form p-+q-Y—1, 
‚wobei aber dasmal PO und q pofitio oder negativ iſt. 


Iſt a negativ, und = —b, fo kann man ſtatt der Ya b. h. 
| | ſtatt 
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& 4 4 
ſtatt der V(—bJ ſetzen Yb. V—1. — Findet man nun (nad) 
$. 12. D.) die abfolute —E ß, wo ß poſitiv iſt, fo dat man 


ß- — für einen der Werthe von Ya. Den Ausdruck Ya 


kann man aber wieder auf die Form p-+-q-Y— 1 bringen. * 
man nämlich 


ya — w, fo bat man ww —— 1 ode we ie 
d.h w—?=0, oder (vꝰ — i) (wi) =0 
fo dag w=-tfYi 
wird, wenn man nur einen Werth von w haben will. Die 
Formel $. 18. N. 5.) giebt aber nun, wenn daſelbſt p=0 und 
q=1 gefeßt wird, ‘ 
— 4y2-+H1Y2.i. 


Iſt alfo a negativ und — —b, und wird Y= ß berech⸗ 


net, two poſitiv iſt, fo finden ſich die vier Werthe von Ya 
jet fo: | 
48V2-+4BY2-i; — 422 —4PY2:i; 
—4By2-HiBV2-i; +4BY2—4PY2-i; | 
mithin alle vier imaginär aber von der Sorm P--OQ-i. — 
Iſt a0, fo find alle vier Werthe von Yy=0. Iſt a 
reell oder imaginär, aber von der Form p-t+q-1, fo hat Ya 
allemal zwei Werthe, welche beibe reell, ober beide imaginär, 
aber von der Sorm P+OQ-1 find. Weil man aber der Blei: 
Hung 2 —=a, die Form 2* = (Ya)?, oder z* —(Ya)? = 0 
oder —8 ty) = 0 geben kann, fo folgt, daß man 


alle vier Werthe von Va auch findet, wenn man von jedem der 
beiden Werthe der Ya nochmals die allgemeine Duabrat: Wurzel 


4 
nimmt. — Daraus folgt noch, baß die vier Werthe von Ya 
allemal reell oder imaginär, aber von der Form P-+-Q-i find, 
fo oft a felbft reell oder imaginär, aber von der Form pr-q-1 if: 

B. IL. 3 


\ 
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WIN man nun die reducirte biquabratifche Glek- 


un 
ou 24p’ et =0 
allgemein auflöfen, fo zerlegt man ben Ausdruck z*--pz?--gz Hr 
zuerft in bie beiden Faktoren (2?-+az+-P)(2?—az-+y). — 
Multiplicirt man nämlich letztere beiden, fo erhält man 


2 + (By — a’? ->a(y— PBz-+Py; 


| und vergleicht man Diefen Ausdruck mit dem gegebenen, fo 


bat man 
. Ptr—a=p, GM m pr 
Sindet man nun aus den beiden erſtern dieſer drei Gleichungen 


?=a+p—L und y=or+p+4, 


und ſubſtituirt man dieſe Werthe von B und » in bie dritte 
Gleichung 4By =Ar, fo erhält man zur Beſtimmung von « 
‚die Gleichung 


@-+4p) = Ar od. (@*)’+2pla)’-Hp?—Ar)a’—g’— 


Diefe Gleichung iſt, wenn man a? als den Unbekannten anficht, 
eine kubiſche; fie giebt für a? drei, alfo für « felbft 6 Werthe, 
während zu jedem Werth von « ein Werth von B und ein 
Werth von » ſich ergiebt. Dabei find dieſe Werthe von co, B, 
y allemal reell oder imaginär, aber von ber Form p+g-i (den 
früheren Paragraphen zu Folge). — Nimmt man nun für & einen 
feiner Werthe und für B und „ die jugehörigen, fo findet man 
bie Werthe von z, welche ber Gleichung 2*-pz?+gz24r = 0 
angehören, wenn man die Werthe von z fucht, welche jeden der 
beiden Faktoren dieſes Ausdruckes zu Null machen, d. h. welche 
aus der Auflöſung der Gleichungen 
280 und 22 -0 | 
fir z herborgehen. . Man erhält demnach vier Werthe von z, 
| welche jedoch alle Hier nothwendig von der Form p-Fq-i wer 
den, wo p und q reell find, wo auch q der Rull gleich werden 
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fann, fo daß biefe Werthe von z zum Theil oder alle auch reell 
ſeyn können *). 
Soll aber die allgemeine Gleichung on vierten Grade 
a+-bx--cx?-+dx?’ ext = | 
aufgelöft werden, ſo ſetzt man 


d 
=og 1% 
ſubſtituirt dieſe Form flatt x in bie gegebene Gleichung, ordnet 
die neue Bleichung nad) z und erhält eine reducirte Gleichung 


vom vierten Grade, deren Auflöfung fo eben geseigt worden 
iſt. ) — Es finden fih alfo vier Werthe für z, und dann, 


wenn zu jedem derſelben + [ addirt wird, auch vier Mers 


the von x, welche letztere ber gegebenen allgemeinen biquabra⸗ 
tifchen Gleichung genügen. 

Auch dieſe letztern vier Werthe find alle reell oder imagi« 
när, aber von ber Form p-+-q-i, fobald nur a, b, c, d, e reell 
oder imaginär, aber von berfelben Form find. 


$. 22. 
‚ Eine allgemeine Auflöfung der algebraifchen Gleichungen 
vom fünften und höhern Grade in gefchlofiener endlicher Form 


” Der Grund, warum fechs Werthe von a, B, ſich ergeben, kann 
nur darin gefucht werben, daß 
z*+p2?-+gz+r 
in vier einfache Zaktoren von der Form 

— 

ſich zerlegt. Je zwei derſelben mit einander multiplieirt, geben einen dop⸗ 
pelten Faktor von der Form 2?--az+B. Alſo kann 22 42 8 jedes 
der ſechs Produkte (242) (2 46), Ca-ta)let+ce), Cata)letd) 
( b) (24), (2 6) td), (zte)(z-+d) vorſtellen, und des⸗ 
halb hat auch & die ſechs verſchiedenen Werthe a-+-b; a4, a-+d, b+o, - 
b-+-d und c-+-d. Irgend einer der Werthe genligt aber. 

**) Figentlih muß man x — u-+-z feren, die neue Gleihung nad z 
orönen, Dann aber über u dergeſtalt disponiren, daß der Koefficient von 


2°, nämlich Aeu+-d, der Null gleich mird. Dies giebt Tann o=-45 _ 
3 x 
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$. 32. 
Nimmt man n Elemente a,, a2, 25, Ay, ... Au, ſo if: 
L Die Anzahl aller Berbindungen zu zweien, die man 
aus diefen n Elementen. bilden kann, 
1) bei den Variationen mit Wiederholgn. ... = n); 
2) bei den s ohne ⸗ . 0; 
n 


3) bei den Eombinationen mit Wieder. ... — ar 
| | ga- 
Ybidn = ob + ir 


U. Dagegen ift bie Anzahl der Verbindungen gu dreien, 
welche aus denfelben m Elementen gemacht werben, in denfelben 
vier Fällen bezüglich 

nu 291 
n’; n?1; FT und rn | 

IM. Allgemein: Die Anzahl der Verbindungen ju je m Din- 
gen, welche fich aus den gegebenen n Elementen a,, a,, As, ..- An 
bilden laſſen, find 

4) bei den Variationen mit MWiederholgn. ... = n"; 
9) bei den »s ohne .. .. nl, 





{ mil _ 
3) bei den Eombinationen mit Wiederh. ... — 5 
| " —* 
4) bei ben 04 ohne Fu — _. 
ms 


Folgendes find die Gründe für diefe Sormeln. Die Variationen mit 
Wiederholungen erhält man, wenn man jedem Elemente, jedes Element 
vorſetzt (dies giebt die zweite Klaſſe); dann wieder jeder diefer Verbin⸗ 
ungen zu zweien jedes Element vorfest (dann hat man die dritte Klaffe); 
ferner wieber jeder biefer Verbindungen zu dreien, aufs Neue jedes Ele⸗ 
ment vorfent Cum die vierte Klaffe zu bekommen) u. ſe w. f. — Daraus 
folgt die Formel 1) ohne Weiteres. 

WIN man aber Wiederholungen vermeiden, fo muß man jedem Ele⸗ 

mente nur die m—1 übrigen Elemente vorfegen: daher erhält die zweite 
Klaffe dann nicht mehr m-m oder m?, fondern wur mim — 1) oder m?T-i 
Verbindungen. Jeder biefer Verbindungen zu sweien Dürfen dann wiederum 
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nur die m— 23 übrigen Elemente vorgeſetzt werben, die fie nicht ſchon hat 
(menn man Wiederholungen vermeiden will); daher bat bie dritte Klaſſe 
jest nur m—2 mal fo viel Verbindungen als die zweite Klaffe deren hatte, 
namlich mm —1)(m—2) oder ml i(m—9) b. 5. m’I-1 Verbindun⸗ 
sen. Eben fo dürfen jeder diefer Verbindungen zu dreien nur die m—3 
übrigen Elemente, die fie nicht ſchon hat, vorgefegt werden; u. f. w. f. 
— &o finder fih ohne Weiteres die Formel 2.). 

Da bie mte Klaffe der Bariationen ohne Wiederholungen nichts 
weiter ik, als alle Verbindungen ber mien Klaffe der Combinationen ohne 
Wiederholungen zugleich mit allen Verfegungen ber einzelnen Verbindun⸗ 
gen, und da jede der legtern Verbindungen m und zwar lauter vers 
ſchiedene Elemente enthält, fo giebt jede Verbindung in der mten Com⸗ 
binationss Klaffe genau m! Werbindungen in der mten Variations⸗Klaſſe 
(nach 6. 29.); folglich erhält man die Anzahl aller Verbindungen der min 
Eombinations-Klaffe, wenn man bie in der mien Variations⸗Klaſſe noch 
durch m! dividirt. — Dadurch ik aber bie Formel 4. ) außer Zweifel gefent. 

Die mte Klaffe der Eombinationen mit Wiederholungen hat dagegen 
noch mehr Verbindungen Erſtlich bat fie alle die eben beſtimmten, und 
dann noch alle diejenigen, in welchen Wiederholungen vorkommen. Wir 
wollen zuſehen, wie fie gebildet werden. 

"Ans den n Elementen wird die zweite Klaffe gebildet, wenn man 
allen Elementen a, vorfegt, — bahn allen von a, ab, a, vorfegt, — dann 
allen von a, ab, a, vorfegt, u. f. w. f. — Daher hat die zweite Klaffe 
aus den n Elementen offenbar 

a+n—1)+a-9+...+3+2+1 
Verbindungen. — Bejeichnen wir diefe Summe ber erfien n natürlichen 
Zahlen durch S;, fo drückt 8771 die Summen der erſten n—1 natür⸗ 
lichen zahlen aus, während auch die Bebeutung son. se? Ss ... 
g : 


S,; s feſiſteht 
Aus der zweiten Klaffe wird num bie dritte Klaſſe gebildet, wenn man 


allen 8, Verbindungen der zweiten Klaſſe das erſte Element a, vorſetzt; 
dann allen gi Berbindungen der zweiten Klaſſe, welche nicht a. ent 


halten, das zweite Element a, vorſetzt; daun allen 5: " Werbindengen, 
welche weder a, noch a, haben, das dritte Element a, vorfegt, u. f. m. f. 
Daher ik die Anzahl aller Verbindungen im der britten Klaſſe 


EHLERS; 
und biefe Summe wollen wir durch S, bezeichnen. 


Ganz auf diefelbe Weiſe zeigt fich die Aniapl der Verbindungen in 
der vierten Shuffle 


48 Algebra u. Analufis des Endlichen Kap. II. $. 33. 


=45 48 4..+8,483+8}; 
und biefe Summe wollen wir durch S, bezeichnen. 
Sahren wir fo fort die Sunmen 
+8, 48, +. +5; +5; durch 5%, 


+ +5 +..+5+5 bad 5: 
u. {. m. f. iu berichnen, fo wir die Amahl der Verbindungen in der 


mien Zlafie durch S' _, bexeichaet feyu, und es bleibt jegt nur nach 


übrig die Ausdrũcke zu finden, welche durch die Zeichen S., S,, S',... 
S, vorgefkellt find. — Dies Ichrt aber der nächke Paragraph. — Nimmt 
man dat Refultat defſelben zu Hülfe, fo Findet ch bie Gormel 3.) ohne 


Dritte Abtheilung. 
Ben den figuristen Zahlen» Keihen. 


4 33. 
So wie bier, fo Eommen in anderen Unterfuchungen noch 
oft die sahen: reiben 
1,. 2 3, 4, 5, 6, ... 
I 1, 3 610, 15 Ur. 
1. 1, 4 10, 90, 355 56... 
IV. 41, 5 15, 35, 70 186,.. 
V. 4,6, 2%, 56, 126; 254, . 
u. ſ. w. f. 


vor, von denen die erſtere die Reihe der natürlichen Zahlen iſt, 
von denen aber jede folgende aus der ihr zunächſt vorhergehen⸗ 
den dadurch gebildet wird, daß man gu jedem, z. B. zum rten 
Gliede die Summe der r erfin Glieder der nächft vorhergehen⸗ 
den Reihe nimmt. Diefe Zahlen: Reihen, nennt man figurirte 
Reihen, oder Reiben der figurirten Zahlen und zwar 
bezüglich von der Iten, Dim, IIIten, IVten, Vin etc. etc. 
Drdnung. 

De: 


$. 3. Bon den figurirten Zahlen. 409 


Bezeichnen wir die Summen der n erſten Zahlen in diefen 
verfchicdenen Reihen bezüglich durch 8S7, 83, SS, 83, Si,etc. | 








etc., fo findet fich . 
sn 1 
y an, 
a 2! 
sm 
2) Fe = 
. | “ 
_ 3) S, =m 
X 
4) 5 = 5; 
® 6ll 
3 5 —— 
und allgemein 
nei 
- ORL r m—i —— m! 0) 





Don der erkern Reihe, welche zu gleicher Seit eine gemeine arithme⸗ 
tifche Reihe if, findet man, wie aus den Elementen befannt if, die Summe 
der n erften Glieder, wenn man das erfie und letzte derſelben addirt, und 
die halbe Summe mit der Anzahl aller Glieder multiplieirt. Dies giebt 


ſogleich S = er. 


Diefes Brefuea giebt aber die muthmaßliche Form für die übrigen 
Summen; nimmt man daher Die folgenden Gleichungen (2.— ©.) als Lehr⸗ 
füge an, fo kommt alles nur'noch darauf an, fio zu beweifen. Dam läßt 
fih aber der „Weg der volltommenen Induktion” mit augenblicklichem 
Erfolge anwenden. Diefer beſteht darin, daß man nachweiſt, wie das bes 
hauptete Reſultat, fo oft es für einen einzigen Werth von n zutrifft, alle- 
mal auch für den nächſtfolgenden Werth von n zutreffen müſſe. Iſt ſol⸗ 
ches nachgewiefen, fo verfucht man, ob bie Formel ein, mit bem zu Ans 
fange des Yaragraphen ſtehenden Schema übereinkiminenbes Reſultat giebt, 
wenn n==2 gefegt wird. Im bejahenden Salle gilt diefelbe dann allemal 
für jede folgende pofitive oder vielmehr abfolute ganze Zahl, welche fatt 
n gefegt werden mag. — Wir wollen dies Verfahren für die Gleichung 2.) 
hier noch durchführen. 

Es fey nämlich h eine a ganze Zahl, welche in bie Formel 2.) 


 flatt'n geſetzt, den Ausdrud B — sieht, der wirllich bie Summe der h 
3.1. Ä 4 | 


aber dieſes h-F-ite Glieh der Ilten Orbuung Die Eumme SPt? der erfien 
R-}-1 Glieder der nächkivorherschenden (erfen) Drbuuns, alte befannt uub 
au 
=EFD 6, fo indet Rh Vena 
Fu ® . 
art at _b arnTt3 Ar 


21 — 
_&+1.@+3) _ +17 
— 3! EL r-7 
Beil jedech die Formel 2.), wenn man h-1-1 fiatt.m fegt, daſſelbe Refal- 


tat liefert, fo iß dieſe Formel 2.) richtig flür jede nächlifelgende same Zahl 
k-}-1 (hatt m), fo oft fie für m—h richtig gefunden werben if. Zür 
dieſelbe Formel 





$. 34 
Hat man eine der Gleichungen ' 
e+5=n; a+5--=n; a-+b-+c-+d=n; etc ete. 
aufgulöfen, mo die deutichen Buchſtaben die Unbekannten vor: 
fiellen, während n Null ober eine pofitive ganze Zahl if, unter 
der Bedingung, daß a, b, c, d, etc. etc. ſelbſt Feine anderen 


§. 34. Die, beiden Discerptions⸗Probl. 51 


Werthe annehmen follen, ald Null oder pofitive ganze Zahlen, — 
und will man alle Auflöfungen haben, welche bie Gleichung 
zuläßt, fo bilden die zufammengehörigen Werthe der Unbekannten 
das was man bezüglich die zweite, dritte, vierte etc. etc. 
. Klaffe der Variationen zur beſtimmten Summe n nennt. 


Dieſe Auflöfungen bilden fich übrigens z. ©. für n—5 auf nachfies 
hende Weife: | 


0 14 Die rechts oben abgetremmten ſechs 
0123 Verbindungen zu zweien enthalten alle 
i i Auflöfungen der Gleichung. a+b=5; 
108 die nachgehends abgetrennten einundzwan⸗ 
122 sig Verbindungen gu dreien enthalten alle 
140 Auflöfungen der Bleihung +4 =5; 
2 12 endlich enthalten alle Verbindungen zu 
239 vieren die Auflöfungen der Gleichung 
311 a+b+c+d=5. 

101 Verm ehrte man alle Elemente um 1, 
13.00 fo würden die erſtern ſechs Verbindungen 


zu zweien bie Auflsfungen der Gleichung 
a-+5=7; bie einundzwanzig Verbindun⸗ 
gen au dreien die Auflöfungen der Gleis 
dung a+b-Fe=8; und alle Verbin- 
dungen zu vieren bie Auflöfungen ber 
Gleichung a+b+e+d==9 unter ber 
Vorausſetzung vorfellen, daß Feine Null⸗ 
Werthe sugelaffen werden. 

Will man daher die mte Klaffe der 
Variationen zur befimmten Summe n 
mit Ausfchließfung der Null⸗Werthe ent- 
wickeln, fo darf man nur nach, dem ne- 
benſtehenden Vorbilde die mie Klaſſe der 

Variationen jur Summen — m entmwideln, 
indem man den Null-Werthen freien 
Zutritt geflattet, — dann aber jedes ein- 
zelne Element um eine Einheit erhöhen. 


4* 
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$ m 
Beristisuen „er Eummme nm, sur Die mehlgenrducten Ber | 
biefnungen, ie erhalt mem Die mit Kaffe Ber Cambinurionen 
sur Summe m 
2.3 ie n—3 mein dieſe Tombiustisnuen ze beiimmmen : 


me 3 frigente 
“> me men bie ;weite Made uud Bir 
113 renb Dad game Exhems Die wizte Haie 
ıt1z belßer. 


Bai ei u Drictienen nn Den Bei 2 


Anmerfung Deie beiben Probleme "eb aber in der 
Geichichte Der BBachenentif auch umser dem Namen ber beiten 
DVDiscerpriont-Brobleme bekaunt. — Beau kann fe nach 
uerallgemeinern web cine Zahl nm aus zuei, drei, vier, etc. ete. 
Der Zahlen a. ad. a—-2d. a+-Jd. aid. eit. ete uf 
alle möglichen Arten ufsummenicen, und zwar iowehl mar mel 
georiuete Berbiubungen “Eombimatisnen) ober letztere zugleich mit 
allen Verfetzungen (Variatienen) bilden, das game erfahren 
aber auf bad in ben SS. 34. und 35.) entwickeite rũclfũbren 
(Autführlicyeres hierũber findet man im „ofen d. Machern. ' 
Th. U. Ze Aufl. Kap. XVL). 





Der binomiſche Lehrſatz für Differenss Potensen und für 
ganze Faktoriellen. j 


1. Der binemiſche Echefap für Peteuzen mit yoftiven ganzen Erponenten. 
$. 36. 


Multiplicirt man x-+h mit x-+-h, was heraustonmi wie⸗ 
der mit xPh, und fo weiter fort, fo erhält man nachſtehende 


Rechnung 
;X 





—— 
xh-+-h? - 
(<+h s— 2? üchth? ih 
edes Glied 
xz’+ ıh mit ei je —5* 
-F2x? 2xh® , multipliciet. Beide Glieder 
3—y3 I > he vente efhcenten bes 
| ars =’r% x | —— — ieirt 
x’ x’h 
3 x?h? 
Fetten 





, 4 >3h2 
———— 
2h> « 
Then 
(+) =3°För°b-FiOx chef 102° Hoch Fh° 


Man braucht die Multiplikation nicht weiter fortgufeßen, 
um einzufehen, daß jedes neue Refultat in jedem rim Gliede zum | 
- Korfficienten bat bie Summe des rin und des (r— Nen Gliedes 
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des nächſt vorhergehenden Reſultates. — Daraus folgt, dag man 
durch fortgefegted Multiplicieen, für (a-+-b)” erhalten werde eine 
Summe von der Form | 
x"-}m, x" !h-Em, x" "h®-tm,.x"h’+... 
m.x”"h+...4+-h”, 

in welcher die unbekannten, aber offenbar von der Zahl m ab: 
hängigen Koefficienten einfitweilen Durch m,, m,, m,, M,,..- 
m,, ete. etc. bezeichnet find, dergeſtalt, daß die Koefficienten 
der nächſt vorhergehenden (m— 1)! Potenz von x-+-h, eben 
weil fie aus den Iegtern hervorgehen müffen, wenn man m—1 
ftatt ın fegt, durch (m—1),, (m+-1),, (m—1),,...(m—1). 
bezeichnet, aber deshalb noch nicht bekannt ſeyn werden. 

Man kann nun Verfuchsweife Ausdrücken (angezeigten 
Operationen) nachfpüren, die der oben beim Multipliciren bes 

merkten Eigenfchaft genügen, nach welher 

| m —=(m—1, Hm—1) 
ſeyn muß, — und unter den mehreren, bie man vielleicht für 


jedes diefer Zeichen m. auffindet*), diejenigen herausſuchen, 


welche wenigfteng in einem Falle (d. h. für einen Werth von 
m) mit den Reſultaten der direkten Multiplikation übereinſtim⸗ 
men, Dann hat man bie Bermuthung für fich, daß dieſe Koef⸗ 
ficienten die tichtigen ſeyn möchten. | 





) Nimmt man ı. B. 
ri—1 ‚ 
Pr “ * ſo bekommt man 


ud 
—f lm 
3 —“ ſtatt (mi); 
und in der That findet ich, daß, menn man diefe Iegtern beiden Aus: 
drücke nach den Regeln der Buchſtaben⸗Rechenkunſt abdirt, der erſere 
wieder herautkommt, während p jeden Werth haben Tann. 


6. 37. Der binom. Lehrſ. für Potenz. u. Faktor. 55- 
Auf dieſem Wege findet man | 


1 3-1 

0 5 Vak ale ann auge 1 aa ee TE ZT 

ri—1 ni—1 | 

oh. 

Diefer Sat beißt der binomifche Lehrfag für pofitive 

ganze Erponenten. — So mie er bier aufgefunden worden 

ift, iſt er noch nicht hinreichend begründet; man kann ihn aber 

nun als einen Lehrfaß Binftellen und (auf dem „Xege der voll 

fommenen Induktion!) noch volftändig beweiſen *). — Die 

Koefficienten dieſer Entwicklung zur Rechten heißen bie Bino—⸗ 
mial⸗ Koefficienten. 














$. 37. 
Der im vorfiehenden Paragraphen betretene Weg ift der 
geichichtliche; der nachfiehende combinatorifche der einfachere. 
Da nämlich das Multipliciren mit x-4-h nichts weiter als 
ein abwechſelndes Vorſetzen des x und bes h ift, vor jedes zu 
multiplicirende Glied, fo iſt (x-H-h)” nichts anders als die 
mit Klaſſe ber Variationen mit Wiederholungen aus. ben beiden 


_gı-1 
*) In der Chat: addirt man bie beiden Koefficienten m 1) 


11-1 
und —— 5— (nämlich den x!" und den (—1 yien) der nächfl- 


veresgehenben (m—I)tn Poten;, fo ergiebt ſich wirflich als Endrefultat 
rI-1 
der Ausdruck —. und ſetzt man 2, 3, 4 ober 5 ſtatt m, fo kommen 


in der That bie ur direktes Multiplieiren erhaltenen Reſultato wieder. 
*#) Gefegt nämlich es wäre für einen einigen Werth u von m wirklich 


CH +t HT re, 
fo würde man diefe Gleichung nah mit * unftigieieen, und erhielte 
fogleich @+b/"t! in eine Reihe verwandelt, deren jeder Koefficient 
die Summe jmeier Koefficienten der vorfichenden Reihe if, fo daß, wegen 


des Reſultats in vorfichender Note, diefelben Koefflcienten des Lehrſatzes 
wiederkehren, für m = uF1. 
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Eienrsien x sub b anwüdde, febeib men fir cmyrkamm Ber 
küstungen ei} Yartufır enficht un zu eimanbır at: ich beuifE. 
Mel cher ee Verkehr mm cch Eu, wii ud em 
fiben, wm weriherteuefih angrertanen Sıfzcra rücken, mb 
mal eich Kir Saricired: Kiıffe afakın wit, won un 
fir m® Genbimuieed:Kiıfe sim, unh jrhe Bırkintung zu 
ah mit aim He Geriumens, fo mat mu ı—k” on 
falıım, mom men and x mu I fir m” Genfuurires: Piuflr 
eumwüdck uk jife omyier Bartintung eis Feeiuft angcuhen 
ie ek nimmt, ad Fe ſich werichiberich auurken De — 
Run # ea kr m" Klffe ker Eeutmuiserm efraber ie: 
“urn. -"T,-- MD 
Kuhn wi kanen te Bakbung x”, wech, ie machten 
91,2% -— sie m fit r arirgt aueh, alle bir übrhone Der 
kulungen reprüßutizt, uni Tuchen wir bir Achehi der Serious 
gm, tie fr ;uizht, fe Mumie mir Cuach $. SA) te Zubl 
-— ehe, mom mom Zihler un Siuuer mir a —ı?? 
wegkirirt, mub fir bicibeshen Zalteros im Zibler vudfinien? 
R— 2 
Bi, —, 2 Beh ENT dir Cm um Oi 





fee gleich, Huren jebed eimgehee kur — 


flit if, unk weiche alle and kiriem Allgemeinen Gliche be 
vergehen, wenn mm mach uud nach Or 1, 2, 5 uud alle fel 
genben ganten Zahlen flntt r jest. Dies gicht uber genan mie 
Ser den Satz OD des $. 0). 

Derſeibe bdinemiſche Scheint: Kipt ſich auch fe fihreiben: 


mit 
u «+b”"—=S | or tn], 


indem wir ben Elcinen dentſchen Bachſtaben allein 
das Nechr vorbehalten nach unk nach O und alle gan 
zen Zahlen-Werthe angunchmen um durch das nergeiekte 





— merge⸗ 





6.38. Der binom Lehrſ. file Potenz. u. Faktor. 57 


S bie Summe aller dadurch hervorgehenden Glieder andenten J. 
Auch kann man denſelben Satz nun noch ſo ſchreiben: 
bI⸗1 
I. 628 er x] =S$ Ge 
a«+b=m «-+Hs=m | 

in fo fern die deutfchen Buchflaben O und alle ganzen (pofitiven) 
Zahlen: Merthe annehmen, die untergefegte Sleihung a4-b = m 
dagegen alle diejenigen Verbindungen ausichließt, deren Summe ' 
nicht — m ifl. Dies giebt für a und b die Werthe, welche bie 
zweite Klafie der Variationen zur beftinmten Summe m liefert; 
und daraus geben wieder ale Glieder der Entwichlung von 


(x-h)” hervor. 
$. 38. 


Set man 1 ſtatt x, und b flatt h, fo nimmt biefer bino⸗ 
mifche Lehrfag noch bie Form an: 
m m?-1 2 met-i R 
I. Heil Tbt gr br + 2 
oder u 
1 A4b"—S — R | 
während es nicht einmal nöthig iſt die Anzahl ber Glieder näher 


m"i-1 








anzugeben, weil, fo wie ber mf Binomial- Koefficient — 
erfcheint, welcher — 1 iſt, jeder folgende dann die Null im Zäp- 
ler erhält, folglich felbft der Null gleich wird. 

Segt man aber In dieſer Gleichung, a Rott b, und mul: 
tiplicirt man noch links und rechte mit x”, fo erhält man for 
gleich wieder hieraus auch Die Nefultate I. und IL der G. 36. 
und 37.), nämlich die Entwicklungen von (x--h)”. 

Anmerkung Wenn man-bie Schlüffe des $. 37.) wie. 
derholt, fo findet man auch uoch 


*) Weber diefe Bezeichnungs⸗Weiſe findet man ſehr ausführliches im 
„Sen der Math.” TH. IL Zweite Kufl. Kap. XVII. 
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1 
1) (a ae], 
ers + =m 
' 
wo ſtatt * auch mtei⸗ ſo wie noch m—b—c ſtatt a, ge: 
ſchrieben werden kann, in welchen Falle die uutergefeßte Glei⸗ 
hung ag-5--c= m überflüffig wird; ferner 
! 
) Hr], 
“br. +$=m 
wo man flat ar auch mt und ſtatt a auch mc —d 
fchreiben kann, in welchem Falle die Gleichung a+b-H---5 = m 
ganz überflüffig wird, wenn man nur flatt der deutſchen Buch⸗ 
fiaben O und alle ganzen Zahlen fegt. U. f. w. f. 
Wollte man danach (a-H-b-Fe)* entwickeln, fo würde man nach 1.) 


zuerſt der Gleichung a--b-4+c— 4 genügen dadurch, daß mau bie dritte 
Klaffe der Bariationen zur befimmten Summe 4 entwidelte, sämlich 


a, b, e a, b, e a, b, e 
O O 4 103 211 
013 112 220 
02% 121 301 
031 130 310 
040 2032 400 


Dan befommt dann, wenn man diefe Werthe son a, b, e in das allge- 

meine Glied Cin 1.) nach und nach fubkituirt, die 15 Glieder, deren 

Summe — (a+b-+c)* if, nämlih, wenn man alle Glieder in unge: 

Schrter Ordnung fehreibt 

(a+b-Fe)* = a*-I4a b-Häasc-4622b2-}1322bo-}-6a°c°-Fab>}1Yab?c 
Habe? +4ac?+b*-+4b’e-H6b?c*-Hibe’}c*. 

Als eine Probe, ob man richtig gerechnet habe, ſetze man in biefer Gleis 

dus a=h=ce=1, fo kommt links 3* oder St; alfo muß rechts die 

- Summe aller 15 Koefficienten gerade 3* oder 81 betragen, — Und biefes - 

trifft in der That zu, 

Den Sat 1.) nennt man den trinomifchen, den Satz 2.) 
Dagegen den quabrinomifchen Eehrfag. — Man begreift wie 
augenblicklich ein polynomifcher Lehrſatz auf demſelben Wege - 

entwickelt wird, wenn man fich nämlich die Aufgabe fielle 
(b-+-c+d-re-+f-+--.--)” 
zu entwickeln und dazu den Weg ber Eombinationen wählt. 








$. 39. . Der binom. Lehrſ. für Potenz. u. Faktor. 69 
Der dinomiſce Sehriap für ganze hakteeielen. 
$ 3. . 

Statt lauter gleiche Baktoren x-+h, x-+h, x-+-h etc. 
etc, wollen wir nun einmal die äquibdifferenten Faktoren x-+-h, 
x-+h+d, x-+h+24, x-H+h-+3d, u. ſ. w. f. mit einander 
multipliciren, übrigens den ganz analogen Weg betreten, wie im 
$. 36.); Bam erhält man nachftehende Rechnung: 


EL graz 


R) 


Pe 
+% 


FEUER 


1] u u 


ee a 
— 


—2 





*) Man jerlegt x+b+34 in GAM)»Pꝑ. oder in ( ꝓa) 
oder in (xtd)HCh4-24), oder it <Hh43d), je nachdem das erke, 
weite, dritte oder vierte Glied des Multiplitanden an die Reihe kommt 

**) Dan zerlegt x-+h-+-Ad bald in ( 440) 4Fh, Halb in («-43d) 





4 


» 
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erfien Glieder in der Ilten Ordnung ber figurirten Reihen ausdrüdt, in 
fo fen nämlich das Refultat mit dem Schenna ſelbſt geſimmt hat. Es 
it alfo für diefe einzige bekimmte Zahl h, nach diefer Aunahme, wirflädh 
. p5lt 
| = 

gefunden worden. Um nun daraus Sh+? zu finden, muß man in SE 
noch das h-Fite Glied derfelben Reihe der Ilten Ordnung addiren. Weil 
aber biefes h-F-ite Glied der Uten Ordnung bie Summe St! der erfien 
h-F1 lieder der nächſtvorhergehenden (erfien) Ordnung, alfo befannt unb 
-e+R 7 u, fo findet fich demnach 


11 3. Ai 
ar rat b-6+1) #2 b+1) 
art. +3) _ Ve 
*3 


Weil jedoch die Sormel 2 ,, wenn man h-H1 fatt n fegt, daſſelbe Reſul⸗ 
tat liefert, fo if dieſe Formel 2.) richtig für jede nächſtfolgende game Zahl 
h-+-1 (fatt n), fo oft fie für n=h richtig gefunden worden if. Für 

n—2 giebt aber diefelbe Formel 


und dad Schema IL) giebt für die Summe der beiden erſten Glieder (1 
und 3) ebenfalls A; folglich gilt die Formel 2.) für n—2; aber nun auch 
für n=3, 4, 5, 6, und für jede folgende ganze Zahl, eben weil fie im- 
mer für die nächkuorhergehende ganze Zahl wahr if. 

Geber Anfänger wird nun den Beweis der nächſten Formel 3.) ohne 
meiteres liefern Tonnen. Wer. jedoch noch nähere Trachhülfe relinfchen 
Wa: der findet folche im „Syhem d. Mathem.“ Th. IL 2ie Aufl. Kap. XV. 

thlg. *. 


Vierte Abtheilung. 
Die beiden Discerptions⸗Probleme. 
| 5.34 
Hat man eine der Gleichungen 
a+b=n; a+b-H=n; a+b-+c+d=n; etc. etc. 
aufzulöfen, wo die deutſchen Buchftaben die Unbekannten vor: 
ſtellen, während n Null oder eine pofitive ganze Zahl if, unter 
der Bedingung, daß a, b, c, d, etc. etc. felbft Eeine anderen 


5.3. 


Die, beiden Discerptions⸗Probl. 51 


Werthe annehmen follen, ald Null oder pofitive ganze Zahlen, — 
und will man alle Auflöfungen haben, welche bie Gleichung 
zuläßt, fo bilden bie zufammengehörigen Werthe ber Unbekannten 
das was man begüglich bie zweite, Dritte, vierte etc. etc. 
. Kloffe der Variationen zur beſtimmten Summe n nennt. 


Dieſe Auflöfungen bilden fich übrigens ;. ©. =5 
hende Weife: ‚a fien ur nachte- 
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Die rechts oben abgetrennten ſechs 
Verbindungen zu zweien enthalten alle 
Auflöfungen der Gleichung a-+-b=5; 
die nachaehends abgetrennten einundzwan⸗ 
sig Verbindungen zu dreien euthalten alle 
Auflöfungen der Bleihung a4 =5; 
endlich enthalten alle Verbindungen zu 
vieren die Auflöfungen der Gleichung 
a+b+c+d=5. 

Verm ehrte man alle Elemente um 1, 
fo würden die erftern ſechs Verbindungen 
zu zweien bie Auflöfungen ber Gleichung 
a-+5=7; die einundswanzig Verbindun⸗ 
gen zu dreien die Auflöfungen der Glei⸗ 
hung a-+b+e==8; und alle Verbin⸗ 
dungen zu vieren bie Auflöfungen der 
Bleihung a-Fb-+ce+d=9 unter ber 


Vorausſetzung vorfiellen, daß feine Null⸗ 


Werthe sugelaffen werden. 

Will man daher die mie Klaffe der 
Variationen zur bekimmten Gunme n 
mit Ausfchließung der Null⸗Werthe ent- 
wickeln, fo darf man nur nach. bem nes 
benſtehenden Vorbilde die mie Kaffe der 


"Variationen sur Summen — m entwideln, 


indem man den Null⸗Werthen freien 
Zutritt geftattet, — dann aber jedes ein- 
seine Element um eine Einheit erhöhen. 


! A * 
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$. 35. 

Nimmt man von den Verbindungen der mie Klaſſe ber 
Variationen zur Summen, nur die wohlgeorbneten Ders 
bindungen, fo erhält man die mie Klaffe der Eombinationdn 
zur Summen. 


3.83. fürn=5 werden dieſe Eombinationen ur bekimmten 
Summe 5 folgende | Ä 


0014 wo man bie sweite Klaſſe und bie 
01012 3 dritte Klaffe abgetrennt erblickt, wäh- 
0113 rend das ganze Schema die vierte Klaffe 
1113 bildet. 


Was bei den Variationen für den Fall gefagt worden if ($. 34.), 
daß die Null⸗Werthe ausgefchloffen werden follen, gilt auch für die Com⸗ 
binationen. 

Anmerkung. Diefe beiden Probleme find aber in der 
Sefchichte der Mathematif auch unter dem Namen der beiden 
Discerptiond>Probleme bekannt. — Man kann fie noch 
veralfgemeinern und eine Zahl m aus zwei, drei, vier, etc. etc. 
der Zahlen a, a4-d,.a+-2d, a-4-Id, a-H-Ad, etc. etc. auf 
alle möglichen Arten zufammenfegen, und zwar ſowohl nur wohl- 
geordnete Verbindungen (Combinationen) oder letztere zugleich mit 
allen Berfegungen (Variationen) bilden, das ganze „Verfahren 
aber auf das in den $$. 34. und 35.) entivickelte surückführen. 
(Ausführlicheres hierüber findet man im „, Syſtem d. Mathem.“ 
2. II. 2 Huf, Kap. XVL.). 





Drittes Kapitel, a 





Der ainonilhe Lehrſatz für Differeng- Potenzen und für 


ganze Faktoriellen. ur 
I, Der binomifche Lehrſaß für Potenzen mit pofitiven ganzen Erponenten. 
/ | $. 36. 


Multiplicirt man x-+-h mit x-I-h, was herauslonmt wie⸗ 
der mit xh, und fo weiter fort, fo erhält man nachſtehende 


Rechnung 


Es ik jedes Glied guerft 


rN'=eTadTh 
x-th 
Mit x, dann fogleich mit h 


x’ zh 
Tax’h2x” multiplieiet.. Beide Glieder 
xh’--h in jeder Linie haben daher 


x+-h)’=x’-+-3x?h-+-3xh2-H-h’ ‚ allemal den Koefficienten des 

» i Ar Bliebes, welches maltiplieirt, 
x* urde. 

ix 


———— 
—E 


x’ 4 


Ä Dan braucht die Multiplikation nicht weiter fortzuſchen, 
um einzufehen, daß jedes neue Refultat in jebem rien Gliede zum | 
Koefficienten hat Die Summe des rien und des (r — Nen Gliedes 
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des nãchſt vorhergehenden Nefultated. — Daraus folgt, bag man 
durch fortgefegtes Maltipliciren, für (BPY crpaltın werde eine 
Eumme von ber Form 

2"-n,-x” b-Im,-x” h2-Im,.x” b’+... 

42,2" +...", 

in welcher die unbekannten, aber offenbar von der Zahl ın ab- 
bängigen Koefficienten eiufiweilen durch ım,, ım,, ım,, m,,-. 
m,, etc. etc. bezeichnet find, dergeſtalt, baf bie Rodficiensen 
der möcht vorhergehenden (m— 1m Potenz von x-I-h, chem 
weil fie aus dem Ichtern hervorgehen miflen, wenn mau m—1 
ſtatt m fett, durch (m—1),, (m--1).. (m—1),....(m— 1}. 
bezeichnet, aber deshalb noch nicht befannt ſeyn werben. 

Man Tann num Berfuchöweile Ausdrüden (angeristen 
Operatiowen) nachſpũren, die ber oben beim Multipliciten be: 
merkten Eigeufchaft genügen, nach welcher 

m. —(m—1),--(m— 1). 

ſeyn muß, — und unter ben mehreren, bie mau vielleicht für 
jedes biefer Zeichen m, auffindet*), diejeniges Beransfuchen, 
welche wenigſtens in einem Falle (d. 5. für einen Wertch vom 
m) mit den Nefultaten der direkten Multiplifation übereinfine 
men. Dann hat man die Vermutung für ih, daß biefe Korf- 
firienten Die richtigen feyn möchten. 


I Rinmt man ı ©. 
mi- 








_ni- 
——— ſatt (m—1), 


—_ yo1l-1 
ne Bett (m—1)_;; 


6. 37. Der binom. Lehrf. für Potenz. u. Saktor. 55 
Auf dieſem Wege findet man 

11 3-1 
U Vet air au TE a NEE Da 2 


ri—1 nit 

Ma — N Rage „2 zo 
Diefer Sag heißt der binomifche Lehrfag für pofitive 
ganze Erponenten. — So wie er bier aufgefunden worden 
ift, iſt er noch nicht hinreichend begründet; man kann ihn aber 
nun als einen Lehrfag Binftellen und (auf dem „Wege der voll 
fommenen Induktion“) noch volftändig beweiſen *). — Die 
Kocfficienten diefer Entwicklung zur Rechten heißen die Bino⸗ 
mial⸗ Koefficienten. 








$. 37. 
Der im vorfichenden Paragraphen betretene Weg ift ber 
geſchichtliche; der nachſtehende combinatorifche der einfachere. 
Da nämlich dag Multipliciren mit x-h nichts weiter ale 
ein abwechſelndes Vorſetzen des x und des h ift, vor jedes zu 
multiplicirende Glied, fo iſt (x-4H-h)" nichts anders als die 
. me Klafie der Variationen mit Wiederholungen aus den beiben 


— ii 
H In ber That: abdirt man die beiden Kueffisienten TI) 


und ——— (nämlich den rien und den (r— 1)!®) der nächk 


vorhergehenden (m — Nien Poteni, fo ergiebt ſich wirklich als Endreſultat 
der Ausdruck — . Und fegt man 2, 3, A oder 5 ſtatt m, fo kommen 


in der That bie durch direktes Multiplieiren erhaltenen Reſultate wieder. 
**) Gefegt nämlich es wäre für einen einigen Werth von m wirklich 


++ + er L..., 
fo würde man diefe Gleichung nF nit I euuktipkiiten, und erhielte 
fogleich (x +by ti in eine Reihe verwandelt, deren jeder Koefficient 
die Summe zweier Koefficienten der gorfichenden Reihe iſt, fo daß, wegen 


des Refultats in vorfiehender Note, diefelben Koeffieienten des Lehrſatzes 
wiederkehren, für m = u+1. 





⸗ 
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Elementen x und h entwidet, fobalb man bie einzelnen Ver⸗ 
bindungen als Produkte anficht und zu einander abdirt fich denkt. 
Weil aber alle Produkte einander gleich find, welche aus den⸗ 
felben, nur werfchiebentlich angeordneten Faktoren befichen, und 
weil zugleich die Variations⸗Klaſſe erhalten wird, wenn man 


die mie Eombinationd-Klaffe nimmt, und jede Berbindung zus 


gleich mit allen ihren Berfegungen, fo wird man (x-H-h)” ers 
halten, wenn man aus x und h die mi: Combinations⸗Klaſſe 
entwickelt und jede einzelne Verbindung ale Produkt angefehen 
fo oft nimmt, alsı fie fich verfchiedentlich anordnen läßt. — 
Nun ift aber die mir Klaſſe der Eombinationen offenbar fo: 
x", "ph, x" bh, , bh" 

Nehmen wir davon die Verbindung x"""h}, welche, je nachdem 
0, 1, 2, dr ... oder m ſtatt r geſetzt wird, alle die übrigen Der: 
bindungen repräfentirt, und fuchen wir bie Anzahl der Verſetzun⸗ 
gen, Die fie zuläßt, fo finden wir (nach $. 30.) die Zahl 
warme oder, wenn man Zähler und Nenner mit (m—r)! 


wegdividirt, und die bleibenden Faktoren im Zähler rückwärts 


ri—1 
lieſt, a — Folglich if (x HY einer Summe von Glie⸗ 


1-1 


dern gleich, Deren jedes einzelne durch — x vorge⸗ 


ſtellt ift, und welche alle aus dieſem allgemeinen Gliede ber- 
vorgehen, wenn man nach und nach 0, 1, 2, 3, und alle fol 
genden ganzen Zahlen flaft r ſetzt. Dies giebt aber genau wie⸗ 
der den Satz © des $. 36.), 

Derfelbe binomifche vr Tape fich auch fo fhreiben: 


IL (<-+-h)" =S$ a], 


indem wir den Eleinen Deutfären Buchſtaben allein 
das Recht vorbehalten nach und nach O und alle gan 
sen Zahlen: Wertpe auzunehmen und durch das vorgeſetzte 
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S bie Summe aller dadurch hervorgehenden Glieder andeuten*). 
Auch kann man denfelben Sag num noch fo fchreiben: 

- ’ 13) Bu | 

a«+b=m a«+b=m , 
in fo fern die beutfchen Buchflaben O und alle ganzen (pofitiven) 
Zahlen: Merthe annehmen, die untergefegte Sleihung a$+-b—= m 
dagegen alle diejenigen Verbindungen ausfchließt, deren Summe ' 
nicht — m iſt. Dies giebt für a und b die Werthe, welche die 
siveite Klaffe der Variationen zur beftimmten Summe m liefert; 
und daraus gehen wieder alle Glieder der Entwiclung von 
(x-+h)” hervor. 
$. 38. 


Setzt man 1 ſtatt x, und P flatt h, fo nimmt biefer bino⸗ 
mifche Lehrfag noch die Som « an: 
I. (1-+-b)” — — ar TE. 31 +. .. 
: oder 
IL db —S ge |, | 
während es nicht einmal nöthig iſt die Anzahl der Glieder er 


wii 





anzugeben ‚, weil, fo wie der mie Binomial: Koefficient — 


erfcheint, welcher —= 1 ift, jeber folgende dann die Null im Bi 
ler erhält, folglich felbft der Null gleich wen. 


Setzt man aber in biefer Gleichung, a ſtatt b, und mul: 
tiplicirt man noch links und rechts mit x”, fo erhält man for 
‚gleich wieder hieraus auch die Mefultate I. und IL der 9%. 36. 
und 37.), nämlich die Entwicklungen von (x--h)”. 

Anmerkung Wenn man-die Schlüffe des 8. 37.) wie. 
derholt, fo findet man auch uoch 


*) Ueber diefe Bezeichnungs⸗Weiſe findet man fehe ausführliches im 
„Soßem der Math.“ Ch. IL Zweite Aufl. Kap. XVII. 


— 
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1) (ab-+Q)"=S 21 Er 1 —8R 
arb + = 


| 
wo ſtatt * auch more fo wie noch m—b—c flatt a, ge: 


fchrieben werben kaun, in welchen Falle bie uutergefeßte Glei- 
hung agrb--c—= m überflüffig wird; ferner 


! 
) Hr, 
a+b- + +d=m 
' 
wo man flatt Tr auch a und ſtatt a auch m—b—c—d 


ſchreiben kann, in welchem Falle die Gleichung a m 
ganz überflüſſig wirb, wenn man nur ſtatt der deutſchen Buch- 
ſtaben O und alle ganzen Zahlen ſetzt. U. ſ. w. f. 

Wollte man danach (a--b-+c)* entwickeln, fo würde man nach 1.) 
zuerſt der Gleihung a--b--e — 4 genügen dadurch, daß man bie dritte 
Klaffe der Variationen zur heſtimmten Summe 4 entwidelte, wänlich 


a, b, e a, b, e a,b,c 
004 103 211 
013 112 232230 
02% 131 301 
034 130 310 
040 203 400 


Man bekommt daun, wenn man biefe Werthe von a, b, e in das allge: 

meine Glied Cin 1.) nah und nach fubkituirt, bie 15 Glieder, deren 

Summe = (a--b-+c)* if, nämlid, wenn man alle Glieder in umge⸗ 

kehrter Ordnung fehreibt 

(a+b-Fe)* = at-4a’b-Fia’c-+H6a°b?-H122?bo-F 6a?2c?-}-4ab >149ab?c 2, 
+1 %abe?-F4ac?-Fb*-+4b’c-+6b?c?-+Abe’-+-c*. 

Als eine Probe, ob man richtig gerechnet habe, fege man in diefer Glei⸗ 

chung a=h=c1, fo konmt Hals 3* oder 81; alfo muß rechts die 

“ Summe aller 15 Koeffieienten gerade 30 ober 81 betrogen, — Und diefes - 

trifft in der That zu, 

Den Sab 1.) nennt man den trinomifchen, den Sat 2.) 
Dagegen den quadrinomifchen Eehrfag. — Man begreift wie 
augenblicklich ein polynomifcher Eehrfag auf demſelben Wege - 

entwickelt wird, wenn man fich nämlich die Aufgabe ſtellt 
—A—— 
zu entwickeln und dazu den Weg der Combinationen wählt. 


6.39. - Der binom. Lehrſ. für Potenz. u. Faktor. 69 
Der binomiſche Sehriap für ganze dakterielen. 
6 39. 

Statt lauter gleiche Faktoren x-Fh, x-+h, x-+h etc. 
etc, wollen wir nun einmal die äquidifferenten Faktoren x-+-h, 
x+h-+d, x+h-+2d, x-+h-+3d, u. ſ. w. f. mit einander 
multipliciren, übrigens den ganz analogen Weg betreten, wie im 
$ 36.); dann erhält man nachfiehende Rechnung: 

u 3 









+ | 
E | 5% E 
P PR 33 
a EL 5 
Ir Fest 5 ke 4” 
a Ebin, 5: |; 
\ Ei #8 
Pa % 
3 Kat" 
PFi M 67 
Wi 65* 
it Er 
ja f e Dani 
ae | 
I ” |% - 
Te Se a 
in [2-3 
Re; 3 7— 





Wan gerlegt in a+3d)-+h, ober in — 
oder in Cx<+a)-HCh-424), oder it , je nachdem das erde, 
imeite, dritte ober vierte @lied des ARultiplifanden an die Reihe kommt. " 

**) Man zerlegt x-H-h-4Ad bild in (x-HAd) 4*4, Hald in («-4-3d) 


/ 
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Diefed Schema mit dem des $. 36.) verglichen läßt aber 
überzeugend erkennen, daß man genau dieſelben Koefficienten be- 
Eommen wird, wie bei ben Potenzen von x-I-h, daß man alfo 
allgemein finden wird 


mid mid , M m-—1ld , 11d min m=21d ı 214 
Il. «+h)""=x +7% -h 157% ht. 


a area ala 
+7"* ch + -+-h ; 


und diefer Sag heißt der „binomifche Lehrſatz für ganze 
Saktoriellen®. 
Auch dieſer Sat läßt fih dann noch fo fchreißen: 


m’! 
. («+ E 


7 | 
und auch noch fo | | 


m. 6 J 8 fe. ʒel⸗ ni], 
+5 =m 
während, unter der Bedingung dag a-b= m iſt, allemal auch 


f 1-1 
en ftaft er _ gefchrieben werden Tann. 


$. 40. 


Die nächfte Anwendung, welche man von bdiefem binomi- 
ſchen Lehrſatze für ganze daltoriellen macht, berin, Augbrüde 


ſelber, 


weil ſolche im Zähler Faktoriellen mit der Diffnen, —1 at 

halten, — jedoch diefe Ausdrücke hier für jedes unbeftimmte m ge 
nommen. — Setzt man nämlich in I. des 8. 30.) —1 flaft d, 
und, wenn man will, auch noch z flatt h, ‘und dividirt man - 





von der Form der Binomial: ‚Koefficienten E 


-HO4-8), dann in (-+28)-Hb-428), Dernach in Hd-Hh430), I 
letzt aber in x4-Ch4-Ad), je nachdem das erſte, zweite, brikte, vierte aber. 
fünfte Glied des Multiplilanden an die Reihe kommt. 
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noch die Gleichung durch J erhält man Ran wenn 


man nicht überficht, daß — — ichts anders als — 1 iſt, 
(x — I * a zit „di rt 
u (mi) T! 15 wart 
yurl-1 „Art ni—1 


2 
ta r! —rrtrTr 
oder, bequemer gefchrieben, 
—— _ - 1] 


a+=m \ 
Diefe Formel IV.) gilt aber, fo oft m eine pofltive game 
Zahl ift, während x und z gang allgemein gedacht find; und 
nur in dem befondern Falle, wo x und z felbft wieder pofitive 


„ei 1 
ganze Abt find, fielen die Ausdrücke 


2 
b! 
(x—2)" 
m! 


bejüglich den aten, hien und men Binomial⸗Koeffi⸗ 








cienten vor, bezüglich von den Potenzen (a+b)”, (a-+-b)" und. 


(a+b)*t". — Ausführlichere® hierüber findet man im „Spft. 
d. Math. Th. II. zweite Aufl. Kap. XVIII.). 


Beweis des binomifhen Lehrſaßes für Posenzen mit negativen ganzen Erponenten. 


$. 41. 
Iſt x x eine pofitive, alſo —x eine negative ganze 
Zahl, fo iſt 
(A-Hb)" = ———— oder (+-b"XC+b)’ = 1. 


De, 


Wollte man nun unterſuchen, ob Der Binomifche Lehrſatz des 


$. 36.) auch in dem Falle noch wahr iſt, wenn flatt ded Erpo- 
nenten der Potenz eine negative ganze Zahl gefetst wird, fo dürfte 
man nur unferfüchen, ob die beiden Reihen 


und 
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a1 _ _ 
1) * DT —XE 
und 

„u 
2) +7 bb pr bet Fi 


mit einander nel, und wenn man fih bemüht, dad Res 
fultat nach den ganzen Potenzen von b zu ordnen, — lauter 
Null- Glieder giebt, bis auf das allererfie Glied, weiches 1 wird. 
Multiplicirt man aber die beiden Neiben wirklich mit einander, 
fo erhält man zum Koefficienten des mien Gliebes (welches den 
Faktor 6” Hat) offenbar, wie die ausgeführte Rechnung fo 
gleich zeigt, 


ui! gri-1 (xy | gemii-i —S —* 
m! "mit! —- xx — a +" 
m—1l—1 et 








il ya xu-i x 


re +97 "mt am m? 
und dieſer Koefficient it (nach $. 40. IV.) 


«je _ 
= bb. 0, 


fo fange m irgend eine poftive ganze Zahl iſt. Alfo ‘geben bie 
beiden Reiben 1.) und 2.) mit einander multiplicirt, wirklich - 
genau die Einheit, während die Reihe 2.) nichts anders als 
a: . 1 

14-b)* if. Folglich ift die Reihe 1.) offenbar = —— 

(i+b Re 1) KRny 
— (1Y ; und fo ficht fich alfo der binomifche Lehr- 

ſatz für Potenzen, auch erwieſen, fo oft der Erponent eine nega- 
tive ganze Zahl if, und zwar ganz allgemein, ba man in der 
Gleichung, welche (I4-b)”" enttwickelt darſtellt, bloß a ſtatt 
b ſetzen, und dann die ganze Gleichung mit x" multipliren 
darf, um ſogleich auch die Entwicklung von (x+-h)" fo zu 


N 
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haben, wie fie der Satz $. 36. 1) oder $. 37. IL) liefern 
würde, wenn man —ım flatt m fette (Bel. $. 38.). 
Anmerkung. Es iſt nur. gu bemerken, daß während bie 
Reihe 2.) eine endliche Anzahl (x-4-1) von Gliedern hat, fo 
oft x eine pofitive ganze Zahl if, die Reihe 1.) allemal eine 
unendliche Anzahl von Gliedern enthält, da Eeiner der folgen: 
den Koefficienten der Null gleich wird. Soll daher das in dem 
vorliegenden $: 41.) Gefagte gehörig gründlich feyn, fo muß 
man vorher von den unendlichen Reihen überhaupt gefprochen 
haben. — Das nächfte Kapitel mag num ſolches nachholen. 


Viertes Kapitel. 


— 





Von den unendlichen Reihen im Allgemeinen. Beweis des 
binomiſchen Lehrſatzes für Potenzen mit gebrochenen 
Exponenten. 
§. 42. 

Wird ein Ausdruck von der Form 
aora,x-+2; X2-ha,x® -a,x0... 

in. welchem a,,.A,, Aa, Ag, a4, etc. etc. beliebig gegebene Kock: 

ficienten vorſtellen, ohne Ende fortgehend gedacht, fo heißt er 

eine „nach ganzen Potenzen von x fortlaufende un- 
endliche Reihe", oder, in fo fern wir andere als nach ganzen 

Potenzen von x fortlaufende unendliche Reihen zunächft gar nicht 

- betrachten, eine „unendliche Reihe nach x“ fchlechtiüeg. — 

Geht aber derfelbe Ausdruck nur big zu einem beftimmten Gliede 

2.2" fort, fo beißt er eine endbliche Reihe oder auch eine 

ganze Funktion von x vom ni Grade. 


Diefe unendliche Neihe heißt eine allgemeine, fo lange _- 


x noch einen beflimmten Werth angenommen bat, mern auch 
die Koefficienten a,, ar; a, etc. etc. bereits beftimmte (Ziffern-) 
Merthe haben. Sie wird dagegen eine numerif che Reihe ge: - 
nannt, wenn nicht bloß bie Koefficienten, fondern x felbft einen 
beftimmten (Ziffern:) Werth angenommen haben. 

Eine numerifche Reihe mit reellen Gliedern heißt con- 
vergent, wenn bie Summe ihrer n erften Glieder, für n = 
(d. 5. wenn n unendlich groß gedacht wird) nicht ſelbſt unend⸗ 
lich groß und auch nicht unbeftimmt wird, fondern einen beſtimm⸗ 
ten reellen Werth annimmt; oder, mit andern Worten? wenn die 
Cunme aller nad) dem nien Gliede folgenden Glieder, dadurch 

daß 
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daß man n immer größer und größer nimmt, Eleiner wird als 
jede noch fo Elein gedachte beftimmte Zahl*). — Im entgegenge: 
fegten Falle heißt dieſelbe numeriſche Reihe divergent. 


Jeder periodifche Decimalbruch, z. B 
3,04597045970459704597045 ...... 
iR eine convergente numerifche unendliche Reihe, weil die Summe aller 
unendlich vielen Glieder doch Heiner iR als 4. ©. 3,04598, und nament- 
lich auch kleiner als 3,1. 


Eine allgemeine Reihe ift eben deshalb, weil fie allge 
mein ift, weder convergent noch divergent. 

Jede endliche Reihe kann man auch allemal als eine uns 
endliche Reihe anfehen, deren fpätere Koefficienten alk der Null 
gleich geworden find. 
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Da das „Rechnen nichts anders ift als ein Umformen 
der Ausdrücke, die allgemeinen unendlichen Reihen nach x 
aber als folche eine völlig beftimmte Form haben, fo kann man 
mit ihnen ohne Weiteres rechnen, indem man biejenigen Gefege 
der algebraifchen Summen auf fie in Anwendung bringt, welche 
unabhängig von der Anzahl der Glieder derfelben gelten, unb 
alle Nefultate immer wieder nad) x ordnet. Die Refultate, 
welche man dann erhält, find alle notbwendig rich 
tig, ohne daß man fih darum zu befümmern braucht 
oder darum befümmern kann, ob diefe unendlichen 
Reihen convergent ober divergent find**). 


*), €8 giebt auch numerifche Reihen, deren Glieder fo periodiſch wie⸗ 
derfehren, daß die Summe son n Bliedern nie unendlich groß wird, wäh- 
rend- fie ſelbſt doch nie zu den convergenten Neihen gezählt werden kann. 
Dahin gehört die Reihe, welche aus 

1-Hz:cosx-+2?.cos 2x+z°’.cos 3x-Fz*. cos Ax-F2°-cos5x-+t-.... 
hervorgeht, wenn z=1 und x= x 90° gefent wird. Sie wir dann 
1+0-1—0-+14+0—1—0-+1-+ in infinit, 
und fie ik, ber obigen Definition su Zolge, nicht u den convergenten Reis 
ben zu zählen. 
**) Die älteren Analpfen und ſelbſt Enler noch, rechneten mit 
Bd. 1. 5 


U 
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Ganz anders iſt es mit den numerifchen unendlichen 
Reihen. Bei ihnen ik bie Form (die Folge "der angezeigten 
Operationen), welche allein Gegenftand des „Mechnend! ift, in 
der Regel verloren gegangen; — find fie Daher zu gleicher Zeit 
divergent; fo hört alles „Rechnen! mit ihnen auf, und fie 
hören auf Gegenſtand mafhematifcher Unterfuchungen zu ſeyn. 
Sind fie aber convergent, fo giebt es eine reelle (pofitive oder 
negative, ‚ rationale oder irrationale) Zahl, welche einer folchen 
Reihe gleich if, und mit legterer (aber nicht mit der unendlis 
hen Reihe als folder) kann man natürlich wieder rechnen. 


$. AA. 


1. Eine unendliche, und allgemeine Neihe nach x, 
.Dd a0-t2,x42,2”-ta,x?-+a,xt+-... , 
kann (während x ganz unbeſtimmt bleiben fol) nie der Null 
gleich ſeyn, wenn nicht jeder einzelne Koefficient für fich der 
Dur gleich if, d.h. wenn nicht 2,=0; 3,=0; 3,=0; 

‚=0; 3,=0; etc. etc. if. | 

Denn man erfennt bie Nichtigkeit einer Steigung 

1) > aota,xta,x?-ta,xr’+-.- 
daran, daß man alle indirekten Operationen —& alle Diviſionen), 
dann alle Klammern wegſchafft, und wenn dann auf jeder Seite des Gleich⸗ 
heits⸗Zeichens genau eine und dieſelbe Form ſteht. Geſetzt nun, der Ge⸗ 
neral⸗Nenner aller Koeffieienten (da x ſelbſt nur auf Direkte ne 
nämlich durch Multiplikation und Addition verbunden erfcheint) wäre N 
fo würde die Gleichung 1.) die Form annehmen 

2) aoN+a,N-xta,N-x?+a,N. x’... =0, 
wo man fih in den Koefficienten bereits alle Klammern aufgelöft denken 
kann. Iſt nun bie Gleichung 1.) richtig, fo muß in der Gleichung 2.) 
links und rechts des — Zeichens eine und diefelbe Form Reben; alfo müffen 
links alle einzelnen Glieder, d. h. alle einzelnen SKoefficienten der Nun 
gleich ſeyn, weil fonft links nicht Null fände, fondern etwas anders. Mit 
aN=0, aN=0,; 2,N=0, a,N>=0, etc. etc. 


Divergenten Reihen. Die neuefe Schule verfällt oft i in den entgegen 
geſetzten Fehler und getraut ſich nicht mit allgemeinen Reihen zu rech⸗ 
nen, fondern mil, daß fie alle convergent feven. Wäre aber dies nöthig, 
ſo würde oft alles Rechnen aufhören. | 
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ift aber zu gleicher Zeit, wenn nicht N=0 if, auch \ 


2,0, 23,=0, 3,=0, a,=0, etc, etc. 

Man darf nur nicht überfehen, daß die Gleichung 2.) nur direkte 
Dperationen enthält, mittel welcher die einzelden Glieder verbunden And, 
die fich nie gegenfeitig vernichten. 

I. Daraus folgt aber fogleich noch: 

Sind zwei unendliche und allgemeine Reihen nach x, 
nämlich 

1) | a0-+2,xt2,x?-ta,x3-ta xt... 
und . 
2) bo+b,x+b.x’+b,2’+b,x'+-- 
einander gleich (während x völlig unbeſtimmt bleiben fol), fo 
müſſen die Koefficienten einzeln einander glei feyn, nämlich 
mb; a3=b,; ,.=b,; 23,=b,; etc. etc. 

Denn, fubtrahirt man beide Reihen von einander, fo ift die neue 
Meihe der Null gleich. Alſo tritt I.) ein. 

IT. Diefe beiden vorfichenden Säge gelten auch, wenn 
ftatt der unendlichen Reihen endliche Reihen gedacht werden, 
weil man ſtatt legterer immer unendliche fegen kann, deren ſpä⸗ 
tere Koefficienten alle der Null gleich find. 


$. 45. 

Merbden zwei unendliche unb allgemeine Reiben nach x zu 
einander addirt, von einander fubtrahirt, oder mit einander mul 
- tiplicirt, ſo kann man die Nefultate fogleich wieder in eben folche 
Reihen umformen. 

Sol -aber der Quotient zweier ſolcher Reihen, nämlich 

' an,ta,xt+a,x?+2,x°+ -- 
b,+b,x+b,x?-+b,x°-+ 
in. eine eben folche Neihe umgeformt twerden, fo kann man bie 
gemeine Dieifen ser algebraiſchen Summen, b. b. die Formel 


| =1+2 
J ide mclchon Anwendung derſelben zum erſten Summanden 
2 das nimmt, was man jedesmal erhält, wenn man das erſte 


Glied des jedesmaligen Dividenden durch das erſte Glied b, 
5 * 


in Anwendung bringen, indem man bei 
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des Dioiſors bivibirt. Die Ausführung zeigt ich ohne Ende 
fort 46 möglich, wenn nur nit b,.—0 ifl. Die unend- 
uiche Xcihe, weiche als Mefultat gefunden wird, mit dem Diviſor 
butb,atb.x2?-}+. ohne Ende fort multiplicht, giebt Den 
Dieibenden s,ta,x}2,3?-} --- ohne Ende fort. 
Man ann aber daſſelbe Reſultat durch‘ ein Verfahren er- 
weiches man bie „Methode Der unbefimmeten 
—— nennt, und welches wir hier noch näher be 
wollen 


Da man bie Form bes Reſultats, nämlich 
HL Kork stk tKn Kurt. 
(den keunt, fo braucht man nur noch bie Koefficienten Ko, 
K,, Kr, Ks, ee. etc. der Bebingung gemäß zu finden, daß 
das Reſultat 11.) dem Duotienten I.) gleich feyn fol, d. 5. daß 
das Yroduki aus der Reihe II.) und dem Divifor in L) völlig 
einerlei wird mie dein Dioibenden in I). 
Multiplleirt man aber, fo erhält man 
I, b,K,-tb,K,-FboK.)-x-+(b.K.+b.K.+b.K.)-x’+ 
(b,K,+b,K,+b,K,+b.K,)-2’+- + 
Soll nun biefed Reſultat mie dem Dividenden in I.) zuſam⸗ 
manfallen, fo milſſen die gefuchten Koefficienten K,, K,, K. Kz, 
ele, ale, ſo befchaffen ſeyn, daß bie einzelnen Koefficienten der 
Meihe 11.) und des Dividenden in I.) dieſelben werben (nach 
9. 44. 11), Bolglich muß man nehmen 
1) buKy: :0u; 
2) biK.-bb,K, =); 
3) b3Ku4-b,K,-+b,K, = a,; 
4) b,Ka-pb,K,+b,K,-Hb.K, = 8,5 
u fi ws fi Bis ins Unendliche. — Und aus diefen Gleichungen 
taffen ſich dann auf Dem Siege ber gemeinen Algebra nach mub 
nach Die einzelnen Koefficienten K. K,, K,, K,, etc. bis ine 
Unendliche fort ohne Weiteres finden *), 


— — 


"I Gert men 1, die übrigen Keeffiitnten a,, =, <te. eie. Der 
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$. 46. 
Man kann nun auch eine unendliche und allgemeine Reihe 
(R)... a0ta,2-ta,x’ta,x°-t..- 


mit einer ganzen Zahl m potensiren d. h. Die Poten wiederum 
in eine nach x geordnete unendliche Reihe umformen, in ſo fern 
man m Saftoren ſich denkt, die alle mit einander multiplicirt 
werden, oder in fo fern man die Reihe R als ein Binomium 
fich denkt aus a, und der Summe S aller übrigen Blie 
der — dann 


4 
R" = (a,-45)"=a,"-Hma u ng... 
nimmt, und zuletzt flatt S, 82, S?, etc. ete. die nach x ge 
orbneten, bekannten oder durch Multiplikation zu erhaltenden 


Reihen fubftituirt, das ganze Nefultat aber nah x ordnet. 
Auf dem erftern Wege erhält man namentlich 


1) R’=a3-a°a, + Bel >] 22.2,|- 
hi Hoc 


— J z’+ *F —— 
Haoaꝰ EPEPEY 


2u02; 
a2 


xö.·· 

















DB R’= a3-4-3a5a xt 








808,9; 
Pꝛoa 
MHafa, 
3) RT — a" mat ia,.al+ man-i,, rt mania, I-x’te, 
. — 2,2 +2m,a® "2,2, 
+ m, ’a} 








wenn der Kürze wegen unter m,, m,, etc. etc, der 2ie, 3, 
etc. etc. Binominal + Koefficient der mien Potenz von a-+-b 
verfianden wird. 


gegen alle =0; fegt man endlich ſtatt bo, b,, ba, etc. etc. der Neihe 
nach die Koeffieienten der Entwidlung von (ix), fo erhält man auf 


Defem Wege bie Meihe für — * d. h. die Reihe für CI)"; dies 
iſt aber die su Ende bes vorhergehenden Kapitels geführte Unterſuchung. 
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Dan ſindet aber won dem effitute 1.) irgent cinen der Koefficien⸗ 
zen, 4. ©. den son x*, wem man Die z weite Rlafic der Eombinatiumwen 
zur Summe 8 entwidelt, nämlich 08, 17, 26, 35, 44; dann de Elemente 
Diefer Werbinbungen an a als Zeiger unten auhängt, zulegt aber Die Ber⸗ 
Gegumetzahl der Berbiatbung als Bulter veridgreit. Died gicht 

(Baar a + ta arts”. 

Chen fo Aber sun in dem Reſultäte 2) ige einen Ber Kucik- 
eienten 3. B. ben vun <’, wenn man bie dritte Klafle der Combinatie 
ven an Summe 7 entwickelt, nämli 007, D16, 02, 034, 115, 136, 
433, 2233; die Elenrente jeder Derbinbung an a als Zeiger hüngt, uud Dem 
Ganzen die Berfegungs Zahl noch als Falter vorſetzt. Died gieht 

(dedart+ba,a,a, +ba,a,a, +be,a austara,-+6R 7222, 
—Ba,23-43232,) x”. 

In dem Relultate 3.) endlich wird jeder Koefficient gefuuden, z3. B 
der won x’, wenn man die nt: Klaffe ver Eombinatienen zur Gummee 5 
entwickelt, nämlich 

ori, 002, iz, tn, Ai, ru; 
zum wie abe verführt, und die Derfegungs Zahl als Fakter werfegt. 
ies giebt 


ri, tmt1,: m—2, Ba za er a 3. 


Ha 5 ta). > 


Der Grund diefes Verfahrens liegt uber wifber darin, dab man Fatı 
der Variatisnen aus den eimelnen Gliebern der wit einander zu wmmuitipli 
eirenden gleichen Reihen, bich Die Oeubinatienen entwickeln darf, Jebald 
wen um jebe WWerbinbung ber letztern fo oft nimmt, als ſie ſich verſchee⸗ 
dentlich ausrduen Lift. Der Unterfchied zwilchen hier und Dem im 6. 37.) 
Sefihriebenen Verfahren liegt bloß darin, daß man hier die Blicder ſogleih 
nach Potenzen von x ordnet, daher bei der Entwickiung eilles (4. B. Des 
mit x" hehafteten) Bliches alte Pirjenigen Verbiudungen nur nehmen bank, 
welche als Wrodsftte augrſehen, gerade wu Diefe oten; x enthalten. 


$. 47. 

Mittelſt der (m 6. ZB. befdysiebenen) Methode der „unbe⸗ 
finmmeen Koefficicuten Zaun man auch amenbliche Reihen Fin- 
ben, nicht welche gegebenen Ausdrücken gleich, ſoudern welche 
Repräfentanten gewiſſer Eigmfchaften find. 

1. Es hat z. B. 0° die Tigenſchaft, daß wenn man z fintt 
x fetzt, fo daß man =" erhält, dann dieſe beiben wetenzen sui 
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einander multiplicirt, gerade das herauskommt, was auch aus 
a” hervorgeht, wenn x2 flatt x gefett wird (vorausgeſetzt, 
daß a" eine Differenz» Potenz oder eine reelle Potenz ifd. — 
Suchen wir eine nad ganzen Potenzen von x fortlaufende _ 
Reihe R,, welche diefelbe Eigenfchaft hat, welche nämlich fo ift, 
bag wenn man in ihr z ſtatt x, und auch x-+z flaft x ſetzt, — 
wodurch man zwei neue Neihen erhält, welche bezüglich bürch 
R. und-R.+, begeichnet werden Finnen, — dann R,-R, — Rat 
werde. 

Es ſey diefe gefuchte Reihe 
1) R, AMAAA, x⸗ . re 
ſo if nn andere 
2) R, =A,tA,z+A, z’-+-A, .. 
und die dritte 
3) RAAMA A,&tz)+A,@+2)° + 
während in allen dreien die Koefficienten A,, A,, A,, etc.etc. 
diefelben Werthe behalten, die wir gerade ſuchen. Multiplicirt 
man aber die Reihen 1.) und 2.) mit einander, fo erhält man 
eine nach) x fortlaufende Meihe, deren Koefficienten felber wieder 
nach z fortlaufende Reihen find, oder auch eine Reihe, die nach 
2 fortläuft, während ihre Koefficienten wiederum nach x fortlau- 
fende Reiben find. — Eine folche heißt, um es hier nebenbei 
zu fagen, eine Doppel⸗Reihe. — Entwidelt man aber in 
der Reihe 3.) bie einzelnen Potenzen von x-t+z nad) dem bis 
nomifchen Lehrſatze, fo erhält man wiederum eine folche Doppel» 
Reihe. Da nun biefe beiden DoppelsReiben nicht von einan⸗ 
der verfchieben feyn follen, fo müſſen in beiden bie einzelnen 
Koefficienten von z, welche wiederum Reihen find, die nach Pos 
tenzen von x fortlaufen, einander gleich feyn. Nun iſt aber in 
den Produkte R,-R, der Koefficient von z, offenbar A,-R, d. h. 
4) ArAc+AiXtA, A, HAAR HA Art 
während in der Reihe 3.) der Koefficient von z offenbar 
6) A, t2A,x+3A,x?--4A,x’ -5A,xt-h.- 
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wich. Da mum auch biefe beiden Reipen 4.) und 5.) (al bie 
Koefficienten vom x: ie beiben Doppel-Reihen) einander gleich 
fee müffen, fo müflen sicher im Liefen Iegterm bie cimpelmen 
Koefficienten von x eimauher gleich fein (immer mach $- 44.) 
6) A,A,=A,; A,=A; 34,=A,-A,; 
4, —A, A,;5A,=A,-A;u hf 

Diefe Gleichungen laſſen A, gan; wiläfuhrlich, 7* 

A} A} A} 
7) A. =1; ,=.; 4,= gr 2 

ee m f. 


Unb bie gefuchte Neiße R, iß daher, zum mem, ber größere 
Bequemnlichkeit wegen, A fiatt A, ſchreibt 
J— et 


e. u R,=S $r Ka], 
fo def, weil A gang belichig gemsählt werben Tau, mueubiich 
viele felche Reiben gefunden find, ven denen jehe bie werkungke 
Eigeufchaft bat. 


Dies Itere HE jedech nicht cher überzeugen gemil, ik dis mm eb 
unterfacht dat. Geyt mun aber, mir wir je chen gefunden haben, 


Seele nel] 


BB=S Amer] = > Dr 





mERn man € fait e-1-B ſchreibt 
uf der andern ie 5 
Ryh=S (era: |: 
«Ber. nach dem binamiſthen Tehrfage di minberum für jehee beginmten 
Verth um € 
ar =$ are} 
— 


6. 47, Bon den unendlichen Reihen. 73 


alfo iſt auch, wenn man diefe Entwiflung fett (x-+-3)° fubflituirt, 
10) Rı+4ı = = s[ A, 





Weil aber in 9.) und 10.) bie (Doppel⸗) Reihen sur Rechten genau dies 
felben find, fo ift wirklich 


R,-R, = Rı+: 
d. h. die gefundene Reihe 8.) iſt wirklich "biejenige, welche die verlangte 
Eigenfchaft hat, und zwar für jeden Werth, der flatt A nur immer ges 
fegt werden mag. 

1. Es iſt z. B. Aog(1x) = bgl(i+x)’] = 
log(1-+2x-+x?). €8 bat alſo log(l-x) die Eigenſchaft, daß 
wenn man in ihm 2x-1-x? flatt x fett, dann der entfichende 
£ogarithine gerade das Doppelte des erftern iſt. — Suchen wir 
nun eine nach Potenzen von x fortlaufende Reihe 

1) P,=B,+B,x+B,x?+B,x’-+B,x?+---, 
welche biefelbe Eigenfchaft hat, d. h. welche fo ift, daß wenn 
man aus ihr 


2) Pu+2 =B,+B,(2x+x?)+B.@x+x’)’+-- 
bildet, letztere Reihe nach x ordnet, dann das Nefultat genau 
bie doppelte erftere Reihe if, d. h. daß 

2P, *— Pax +2 
ift, während B., B,, B., B, etc. etc. diefelben Werthe, welche 
in unferer Aufgabe gerabe gefucht werben, behalten. 
Um aber die Rechnungen zu vereinfachen können wir bie 
Reihe 2.) auch fo fehreiben: | 

3) Pa4.2 = S[B.-(2x-+-x?) 
während für jeben beftimmten Werth von c wiederum nach d dem 
| binomifchen Lehrſatze 


(ıx+x?) = x2+x)= s[= nn 2] 





a4T6 2 e 
iſt; — ſo daß, wenn man dieſen Werth in 3.) ſubſtituirt 
9 Pe —— ‚P.x +] 


arb=e 
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wird, oder, wenn man ab ken “ und 5 flatt a 4-26 fest, 


5) Pape sh er], 
«+25 =b 

Denkt man ſich bier flatt d nach und nach O, 1, 2, 3, unb 
alle ganzen Zahlen gefegt, und file jeden beftimmten Werth von 
d wiederum flatt a und b alle möglichen Wertbe, welche O und 
pofitive ganze Zahlen ind und für welche 4-26 = if, — 
fo bat man Paxrz2 nach x geordnet, während jeder dieſer Koef⸗ 
ficienten (der einzelnen Potenzen von x) felber wicher aus meh⸗ 
reren, durch bie zu Diefem d gehörigen Werthe von a und b be: 
dingten Gliedern befteht. 

Auf der andern Seite hat man 
: 6) 2P, — S [2B,-xP]. 

Und da mach der Bebingung ber Aufgabe, die beiden Reihen 
rechts nicht von einander verfchieden feyn follen, fo muß der 
Koefficient von x? (für jeden beftimmten Werth von d) in bei- 
den ein und derfelbe ſeyn. Alfo muß feyn für jeden einzelnen 
beftimmten Werth von d, 








7 28, = s[ CM: 9°. B ]- 
+3 = 
Für 0 giebt dies, weil dann auch a —60 ifl, 
8) 2B,=B, d.h. B,=0. 


Für 1 wird a=1, 5=0 (aus +3 = d), und bie 
Gleichung 7.) wird nun 

9, 2B,=%B, d.h. B, bleibt ganz unbeſtimt u. willkührlich. 
Zur d=2 wird a=2, b=0 und noch a=0, b=1. — 
Daher geht jebt die Gleichung 7.) über in 

1) 2B,=4B,4B, bh. B=—iB. 
Für = 3 wird a—8, 6*0, und ud a 1,61. — 
Daher geht jet die Gleichung 7.) über in _ 

1) B,=8B,+B, 65 B=+3B.. 
dür d4 wird a4, 5=0 md a2, b=1 und nad) 
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a=0,6=2%. — Daher wird jegt die Gleichung 7.) bie 
folgende: 
1) 2, =16B,+12B,+B, 6.5. B,=—1B;; 
fm fz fo daß für 6>0, B=(N TB, hervorgeht. 
Die gefuchte Reihe P, iſt daher die nachfichende 
| |  B=B6@-iH4Hir be.) 
13) | 


b. b. B=S|B,--1)- 4 a) 


während B, ganz willkührlich genommen werden Fann. 


Auch bier gewährt das Verfahren nicht hinreichende Heberzeugüng, | 
wenn man nicht qulegt noch nachweiſt, daß wenn für jeden Werth von 


d, der nicht Nul if, HB, ſtatt B, gefent wird, die Gleichung 
7.) wirklich ibentifch werde. Die Gleichung wird aber nach diefer Sub 
flitution, wenn durch B, mwegdividirt wird 


- 1 =S [SER —— 
a 





=» 

und obgleich nachgewiefen werden Kann, daß diefelbe für jeden bekimisten 
Werth von d eine identifche if, fo möchte es dach hier am unrechten Orte 
ſeyn, diefen Beweis zu führen. Daher können wir von ber Reihe 13.) 
nur fo viele Glieder für die richtigen halten, als besen wirklich Caus 7.) 
berechnet werden find. 

II. Es iſt ferner z. 2. 

cos(x-+-z) + cos (X— 2) = 2-008x.c0s7, 

‚wenn man unter cosx, cosz, etc. etc. die aus der Elementar⸗ 
Trigonometrie bekannten Linien im Kreife verſteht, deſſen Ra⸗ 
dins 1 iſt. Man kann nun eine nach x fortlaufende Reihe Q, 
füchen, nämlich 

 &=C,+C,x+0,2?+0,2? +0,22, 
„welche biefelbe Eigenfchaft hat, nämlich welche fo iſt, daß wäh⸗ 
rend C,, C,, C,, etc. etc. diefelben Werthe behalten (welche 


gerade gefucht werden) ’ 
1) Qt Qi = 20,0. 
wird. , 
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San anders iſt es mit den numerifchen ‚unendlichen 
Reihen. Bei ihnen if die Form (die Folge ber angezeigten 
Dperationen), welche allein Gegenſtand des „Nechnens" ift, im 
der Megel verloren gegangen; — find fie daher zu gleicher Zeit 
divergent, fo hört alles „Rechnen“ mit ihnen auf, und fie 
hören auf Gegenſtand mathematifcher Unterfuchungen zu feyn. 
Sind fie aber convergent, fo giebt es eine reelle (pofitive oder 
negative, ‚rationale oder irrationale) Zahl, welche einer folchen 
Reihe gleich iſt, und mit leßterer (aber nicht mit der unendli⸗ 
chen Reihe als folcher) kann man natürlich wieder rechnen. 


$. 44. 


L Eine unendliche. und allgemeine Reihe nach x, 


2. DB _ a0ta,x-Fa5x2?-ta,x®ta,xt-t... 
kann (während x ganz unbefiimme bleiben fol) nie der Null 

gleich ſeyn, wenn nicht jeder einzelne Koefficient für ſich der 
Null gleich if, d.h. wenn nicht a, —=0; ,=0; 3,0; 
2,=0; 2,=0; etc. etc. ifl. 

Denn man erkennt bie Nichtigkeit einer Gleichung 
1) “ a0ta,X-ta.x?-ta,x’+..-—0 

daran, daß man alle inbireften Operationen (namentlich alle Divifionen), 
, dann alle Klammern wegſchafft, und wenn dann auf jeber Seite des Gleich 
heits⸗Zeichens genau eine und diefelbe Form ſteht. Gefest nun, der Ge⸗ 
neral- Nenner aller Koeffieienten (da x felbft nur auf direkte Weife, 
nämlich durch Multiplikation und Addition verbunden erfcheint) wäre N, 

fo würde die Gleichung 1.) die Form annehmen \ 

2) aoN-Fa,N-x-ta,N-.z2-ta,N-z’...—=0, 
wo man fih in den Koefficienten bereits alle Klammern aufgelöf denken 
kann. Iſt num die Gleichung 1.) richtig, fo muß in der Gleichung 2.) 
links und rechte des — Seichens eine und diefelbe Sorm ſtehen; alfo müffen 
links alle einzelnen Glieder, d. h. alle einzelnen Soefficienten der Null 
gleich ſeyn, weil ſonſt links nicht Null ſtände, ſondern etwas anders. Mit 
ac NZO, aN=0, 2,N=0, a,N=0, etc. etc. 


bivergenten Reihen. Die neuefe Schule verfällt oft in den entgegen, 
gefegten Fehler und getraut fich nicht mit allgemeinen Reihen zu rech⸗ 
nen, ſondern will, daß fie alle eonvergent ſeyen. Wäre aber dies möthig, 
ſo würde oft alles Rechnen aufhören. 
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iſt aber zu gleicher Seit, wenn nit N=0 if, auch u 
2.0, ar =0, 23,=0, a,=(0, etc, etc. 

Man darf nur nicht überfehen, daß die Gleichung 2.) nur direkte 
Dperationen enthält, mittel welcher die einzelden Glieder verbunden find, 
die fich nie gegenfeitig vernichten. 

IH. Daraus folgt aber fogleich noch: 

Sind zwei unendliche und allgemeine Neiben nach =, 
nämlich 
1) a0t+3,2}2,x?-+a,x’+a,x!+---- 
und . 

2) b,+b,x+b,x’+b,x°®+b,x:+- 
einander gleich (während x völlig unbeſtimmt bleiben fol), fo 
müſſen die Koefficienten einzeln einander gleich ſeyn, nämlich 
,=b,; a,=b,; ,=b,; 23,=b,; etc. etc. 

Denn, fubtrahirt man beide Reihen von einander, fo if die neue 
Reihe dee Null gleich. Alſo tritt I.) ein. 

II. Diefe beiden vorſtehenden Säge gelten auch, wenn 
ftatt der unendlichen Reihen endliche Reihen gedacht werben, 
weil man flatt Iegterer immer unendliche fegen kann, deren ſpä⸗ 
tere Koefficienten alle der Null gleich find. 


$. 45. 

Werden zwei unenbliche und allgemeine Reiben nach x su 
einander addirt, von einander fubtrahirt, oder mit einander mul 
tiplicirt, fo kann man die Nefultate fogleich wieder in eben folche 
Neihen umformen. 

Soll-aber der Quotient weier ſolcher Reihen, nämlich 
aota,x-+3,x?-+2,x’+ . · 
Ds... 

in. eine eben folche Reihe umgeformt werden, fo kann man bie 
gemeine Divifion der algebraifchen Summen, d. h. die Formel 


12 —Bz 


- jeder uber Antvendung bderfelben zum erfien Summanden 

2 das nimmt, was man jedesmal erhält, wenn man das erſte 

Glied des jedesmaligen Dividenden durch das erfte Glied b, 
9 * 


in Anwendung bringen, indem man bei 





’ 
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des Divifors dividirt. Die Ausführung zeigt fih ohne Ende 
fort als möglich, wenn nur nicht b,—=0 ifl. Die unend- 
liche Reihe, welche ald Nefultat gefunden wird, mit dem Divifor 

botb,z+b,x?+-- ohne Ende fort multiplicrt, giebt dem 
Dividenden aota,x+a.2?-+ +» ohne Ende fort. 

Man Eannn aber baffelbe Nefultat durch ein Verfahren er: 
halten, welches man die „Methode der unbeflimmten 
Koefficienten‘! nennt, und welches wir bier noch näher bes 
fehreiben wollen. 

Da man die Form des Nefultats, nämlich 
IL KotK,x+K,x’+K,x’+K,xt+ 
ſchon kennt, fo braucht man nur noch Die Koefficienten K,, 
K,, K., K;, etc. etc. der Bedingung gemäß zu finden, daß 
das Nefultat II.) dem Duotienten I.) gleich feyn fol, d. 5. daß 
das Produkt aus der Reihe II.) und dem Divifor in L) völlig 
einerlei wird mit dem Dividenden in J.). 

Multiplicirt man aber, fo erhält man 

IM. b oK.-Hb,K ot+boK.)-x+b.K.+b,Kı +b.K,)-x?+ 
(b,K.+b,K,+b,K,-+b,K,)-x’+--- 
Sol nun dieſes Nefultat mit dem Dividenden in I.) zuſam⸗ 
menfallen, fo müſſen die gefuchten Koefficinten K., K,, K. K,, 
etc. etc. fo befchaffen feyn, daß die einzelnen Koefficienten der 
Reihe II.) und des Dividenden in I.) Diefelben werben (nach 
$. 44. IL). Folglich muß man nehmen 
1) bA. oma; 
2) b,K,+b,K, =a,; 
3) b,K,-+b,K,-tb.K, —a,; 
4) b,Ko-+b,K,-+b,K,+b,K, =a,; 
u. ſ. w. f. bis in's Unendliche. — Und aus dieſen Gleichungen 
laſſen ſich dann auf dem Wege der gemeinen Algebra nach und 
nach die einzelnen Koefficienten Ko, K., Ka, K,, etc. bis in's 
Unendliche fort ohne Weiteres finden *). 





Setzzt man = 1, die Übrigen Koeflisienten a,, a,, ete, etc. der 


nn 





Ro 


1) R?=a3-F2a’a, x+j2a02:|- x 
ei 


\ 
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$. 46. 
Man kann nun auch eine unendliche und allgemeine Reihe 
(R)... a,+2,X72, x’+a,x°4.. 


mit einer ganzen Zahl m potenziren d. h. die Potenz wiederum 
in eine nach x geordnete unendliche Reihe umformen, in ſo fern 


man m Saftoren ſich denkt, die alle mit einander multiplicirt 


werden, ober in fo fern man bie Reihe R als ein Binomium 
fih denkt aus a, und ber Summe S aller übrigen Glie 
Der, — dann 


Re (HS sh 


nimmt, und zuletzt flatt S, S?, S?, etc. ete. die nach x ge 
ordneten, bekannten oder durch Multiplifation zu erhaltenden 
Meihen fubftituirt, das ganze Nefultat aber nach x ordnet. 

Auf dem erſtern Wege erhält man namentlich 


x’+ 22,2, 
PER 


z’-+| 3a9a, tr 


x· · 


RX 




















9) R’=a:-tJaa, x+ et Sala, 














Haoaꝰ 62028; 08,8, 
ai -F3a,a? 
afa, 
yRT= tm Er met, Ste, 
” 222 -+2m.a5 , 292 
+ m,an tz} 








wenn der Fre wegen unter m,, ın,, etc. etc. der Ze, Zee, 
etc. etc. Binominal » Koefficient der m Potenz von a--b 
verftanden wird. 


gegen alle =0; ſetzt man endlich ſtatt ba, b,, ba, ete. etc. ber Reihe 


nach die Koefficienten der Entwiclung von (14x), fo erhält man auf 

dieſen Wege die Meipe für —— d. h. bie Reithe für CI-E2)”"; dier 
x 

ik aber die u Ende des vorhergehenden Kapitels geführte Unterſuchung. 
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Man findet aber von dem Reſultate 1.) irgend einen der Koefficien⸗ 
ten, 4. B. ben von x*, wenn man die weite Klaffe der Combinationen 
zur Summe 8 entwidelt, nämlich 08, 17, 26, 35, 44; dann die Elemente 
diefer Verbindungen an a als Zeiger unten anhängt, zulegt aber die Ver⸗ 
ſetzungtzahl der Verbindung als Faktor verfchreibt. Dies giebt 

(2noas-t+2a,2,+2n,a,-+2a,a,-+a2)x?. 

Eben fo findet man in dem Refultate 2.) irgend einen der Koeffi- 
eienten 3. DB. ben von x’, wenn man die dritte Klafle der ECombinatie- 
nen zur Summe 7 entwidelt, nämlich 007, 016, 025, 035, 115, 124, 
133, 2233; die Elemente jeder Verbindung an a als Zeiger hängt, und dem 
Banzen die Verſetzungs⸗Zahl noch als Faktor vorſetzt. Died giebt 

(daga,t+ba0ua,ast+baraza;+baoa,ashdazastbRra,a, 
-+3a,2?-4J3a2a,).z?. 

In dem Reſultate 3.) endlich wird jeder Koefficient gefunden, 1. B. 
der von x’, wenn man die mte Klaſſe der Combinationen zur Summe 5 
entwickelt, nämlich 

or—i5, 00-244, 0m233, 0@-3443, gu2199, 0m 21412; 
dann wie oben verfährt, und die Verſetzungs⸗Zahl als Faktor vorſett. 


Dies giebt 
m-1 





(ma 1, „mi, n— 2, a,}-m a1, m— 2, 28 ms ada, 
M— 1 mil 1 
+- 3 EHER ada,) · «x?, 


Der Grund diefes Verfahrens liegt aber wieder darin, dag man flatt 
der Variationen aus den einzelnen Gliedern der mit einander zu multiplis 
eirenden gleichen Reihen, bloß die Eombinationen entwickeln darf, fobald 
man nur jede Verbindung der Iegtern fo oft nimmt, als fie fich verſchie⸗ 


dentlid) anordnen läßt. Der Unterfchied swifchen.hier und dem im $. 37.) - 


‚ befchriebenen Verfahren liegt bloß darin, daß man hier die Glieder ſogleich 

nach Potensen von x ordnet, daher bei der Entwicklung eilles (4. DB. des 
mit x" behafteten) Gliedes alle diejenigen Verbindungen nur nehmen darf, 
melche als Produkte angefchen, gerade nur biefe Potenz x" enthalten. 


$, 47. 


_ Mittelf ber (im $. 45. befchriebenen) Methode der „unbe | 


ſtimmten Koefficienten“ Eann man auch unendliche Reihen fin 
den, nicht welche gegebenen Ausdrücken gleich, fondern welche 
Repräfentanten gewiſſer Eigenfchaften find. 


1. Es hat z. B. a? die Eigenfchaft, daß wenn man z flatt - 
x feßt, fo dag man a" erhält, dann dieſe beiden Potenzen mit - 


— — — — — — — 
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einander multiplicirt, gerade Das herauskommt, was auch aus 
a” hervorgeht, wenn x2 ſtatt x geſetzt wird (vorausgeſetzt, 
daß a“ eine Differeng-Poteng oder eine reelle Potenz iM. — 
Suchen wir eine nad) ganzen Potenzen von x fortlaufende _ 
Reihe R,, welche dieſelbe Eigenfchaft Hat, welche nämlich fo iſt, 
daß wenn man in ihr 2 ſtatt x, und auch x-+-z flatt x ſetzt, — 
wodurch man zwei neue Neihen erhält, welche bezüglich durch 
R, und-R,+. beeichnet werben konnen, — dann R,-R,=R;+: 
werde. 

Es ſey dieſe geſuchte Reihe 
1) R, Aa Ar 
fo ift die andere 
2) R, ———— — 
und die dritte 
Ro. -A--A α, hehe) + 
während in allen dreien die Koefficienten A,, A,, A,, etc. etc. 
biefelben Werthe behalten, die wir gerade ſuchen. Multiplicirt 
man aber die Reihen 1.) und 2.) mit einander, fo erhält man 
eine nach x fortlaufende Reihe, deren Koefficienten felber wieder 
nach z fortlaufende Reihen find, oder auch eine Reihe, die nach 
z fortläuft, während ihre Koefficienten wiederum nach x fortlau⸗ 
fende Reihen find. — Eine folche heißt, um es bier nebenbei 
zu fagen, eine Doppel⸗Reihe. — Entwidelt man aber in 
der Reihe 3.) die einzelnen Potenzgen von <-+-z nad) dem bis 
nomifchen Lehrfaße, fo erhält man mwieberum eine folche Doppel» 
Reihe. Da nun dieſe beiden Doppel⸗Reihen nicht von einan 
der verfchieden feyn follen, fo müſſen in beiden Die einzelnen 
Koefficienten von z, welche wiederum Reihen find, bie nach Pos 
tenzen von x fortlaufen, einander gleich feyn. Nun iſt aber in. 
dem Produkte R,-R, der Koefficient von z, offenbar A, -R, d. 5. 
M A.AbFAX-A, AR HAAR HA Äurthe, 
während in der Reihe 3.) der Koefficient von z offenbar 
5) A, t+2A,x+-3A,x?--4A,x? -5A,xt 
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wird. Da nun auch biefe beiden Reihen 4.) und 5.) (ale bie 
Koefficienten von z* in beiben Doppel:Reihen) einander gleich 
ſeyn müſſen, fo müſſen wieber in dieſen letztern bie einzelnen 
Koefficienten von x einander gleich fein (immer nach $. 44.). 
Died giebt die Gleichungen 

6) A AA; A,= A,; 3A, =A,.A,; 

4, —A,A,5 5A, mA, A,zuff. 
Diefe Gleichungen laſſen A, ganz wilfführlich, geben aber 


A: A. A* A: 
n A,=1; A, A,= A,= 7 A.I3 
u. ſ. m f. 


31° 
Und bie gefuchte Reife R, ift daher, wenn man, ber größern 
Bequemlichkeit wegen, A faft 4, Nord 


R,=1-+A: +, x "+4, .x + Le 


d. b. R=S *. æ*i 
fo daß, weil A gang beliebig gewählt werden Fan, unendlich 
viele folche Reihen gefunden find, von denen jebe die verlangte 
Eigenfchaft hat. 
Dies letztere iſt jedoch nicht eher überzeugend gensiß, als bis man es 
unterfucht bat. Best man aber, wie wir fo eben gefunden haben, 


B,= s[&.r |, alſo R,— s[4-r], 


9 


ſo iß 
9) 0 WER EEE | = S un“ »|, 





wenn man c fiatt a-4-b fchreibt. 
Auf der andern Geite ik . 
RrımS Kt |; 
aber nach dem binomifchen Lehrſatze if wiederum für jeben beſtimmten 
Werth von ce 


tz} =S[Hr ; ir .z. »]; 
4 
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alfo if auch, wenn man diefe Entwicklung ſtatt (<-}2)° fubfitnirt, 





10) Rs] An «x9.z 
at+b=e 


Weil aber in 9.) und 10.) die (Doppel⸗) Reihen zur Rechten genau dies 
felben find, fo ift wirklich 

R,-R, = R,+:3 
d. h. die gefundene Reihe 8.) iſt wirklich biejenige, welche die verlangte 
Eigenfchaft hat, und zwar für jeden Werth, der flatt A nur immer ge 
fegt werden mag. 

1 Es iſt z. B. Aog(1x) = bgl(i+x)?] = 
log(1--2x+x?). Es bat alſo Zog(l+x) die Eigenſchaft, daß 
wenn man in ihm 25 flatt x ſetzt, dann ber entſtehende 
Logarithme gerade das Doppelte des erſtern ifl. — Suchen wir 
nun eine nach Potenzen von x fortlaufende Reihe 

1) P,=B,+B,x+B,x?+B,x’-+B,x’+--;, 
welche biefelbe Eigenfchaft hat, d. h. welche fo if, dag wenn 
man aus ihr | 

2) Pa42=Bo+B,@x+x?)+B,(2x+x°)’+-- 
bildet, letztere Reiihe nach x ordnet, dann das Nefultat genau 
bie doppelte erfiere Reihe it, d. h. daß 

2P,=P 2+r? 
ift, während B,, B,, B., B, etc. etc. biefelben Werthe, welche 
in unferer Aufgabe gerade gefucht werben, behalten. 

Um aber die Rechnungen zu vereinfachen können wir bie 
Reihe 2.) auch fo fchreiben: 

3) P2.4+.2 = S [B.-(2x+-x?)‘) 
während für jeden befiimmten Werth von c wieberum nach d dem 
binomiſchen Lehrſatze 


(,2542 =r2+=5|x. 7 2 2. x" ] 


Br = 
ift; — fo daß, wenn man biefen Werth in 3.) ſubſtituirt 


4) Pan Jen ‚P.x *.] 
arb=ec 





74 Algebra u. Analufis des Endlichen Kap. IV. 9. 47. 


wird, oder, wenn man a+-5 flatt und d flatt a2b fett, 


5) Py43=S CB 446 2]. 


“+26 = 

Denkt man fich Hier flatt d nach und nach O, 1, 2, 3, und 
alle ganzen Zahlen geſetzt, und für jeden beftimmten Werth son 
d wiederum ſtatt a und b alle möglichen Werthe, welche O und 
pofitive ganze Zahlen find und für welche a26* d if, — 
fo hat man Pyur2 nad x geordnet, während jeder dieſer Koef⸗ 
ficienten (der einzelnen Potenzen von x) felber wieder aus meh⸗ 
reren, durch die zu diefem d gehörigen Werthe von a und b be; 
dingten Gliedern befteht. 

Auf der andern Seite hat man 
6) 2P, = S [2B,:x?]. 

Und da nach der Bedingung ber Aufgabe, Die beiden Reihen 
recht nicht von einander verfchieden ſeyn follen, fo muß der 
Koefficient von x? (für jeden beftimmten Werth von d) in bei: 
ben ein und derfelbe ſeyn. Alſo muß feyn für jeden einzelnen 
beftimmten Werth von d, 





7 25 9°.B ]. 
+ = 
Für 0 giebt dies, weil dann auch a—b—0 if, 
8) B.,=B 55 B=0. 


Für 1 wird a—=1, 5=0 fand a 26 b), und bie 
Gleichung 7.) wird nun 

9 2B,—=2%B, d.h. B, bleibt ganz unbeſtimt u. willkührlich. 
Sr d—=2 wird a=2, 5=0 und noch a=0, b=1. — 
Daher geht jet bie Gleichung 7.) fiber in 

1) B,=4B,4B, 55 B=—iB. 
Für = 3 wird a8, b=0, und auch 1,5 —1. — 
Daher geht jegt die Gleichung 7.) Über in _ . 

1) 2B,=8B,+4B, b5 B=-+4B.. 
Tür d = 4 wird a4, b=0 und a2, b=1 und noch 


ih 
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a —O, 6b2. — Daher wird jegt die Gleichung 7.) die 
folgende: 
1) WB, =16B,-H2B,+B, b. h. B=—iB,; 


fm fs fo daß für 5>0, = TB, hervorgeht 


Die gefuchte Reihe P, iſt daher die nachfichenbe 
| B=B,(x— 48H et et.) 
13) _ at il | 
6. P,=S[B,-(-1) — 3 ] 
während B, ganz willkührlich genommen werden kann. 


Auch bier gewährt das Verfahren nicht hinreichende Ueberzeugung, | 
wenn man nicht zuletzt noch nachweiſt, daß wenn für jeden Werth von 


d, der nicht Du iR, (— 1) —1. .B, Ratt.B, gefept wird, die Bleichung 


7.) wirklich identiſch werde. Die Gleichung wird aber nach diefer Sub⸗ 
fiitution, wenn durch B, mwegdividirt wird 


Aal _cefltH! 4 
zen Ma 





*2b 
und obgleich nachgewieſen werden kann, daß dieſelbe für jeden beſtimmten 
Werth von d eine identiſche if, fo möchte es doch hier am unrechten Orte 
fenn, diefen Beweis zu führen. Daher Eönnen wir von ber Reihe 13.) 


nur fo viele Glieder für die richtigen halten, als deren wirklich Caus 7.) 


berechnet worden find. 
II. Es iſt ferner 5. 2. 


c0s(< 4-2) + cos (X —z) = 2-008x-c0sz, 


wenn man unter cosx, cosz, etc. etc. die aus der Elementar: 


Trigonometrie bekannten Linien im Kreiſe verſteht, deſſen Ra- 
dius 1 HE. Man kann num eine nach x fortlaufende Reihe Q, 
ſuchen, nämlich 

. 9 =C,+C,x+0,x?+C,x? -C. xS 


‚welche biefelbe Eigenfchaft hat, nämlich welche fo iſt, daß wäh⸗ 
rend C,, C,, C., etc. ete. dieſelben Werthe behalten (welche 


gerade gefscht werben) ’ 


1) Qt di = 20,0. 
wird. 
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Man kann fich dasmal bie Nechnung durch nachftehende 
Betrachtung fehr erleichtern. Gebt man nämlih —z flatt z, 
fo ändert fich der Ausdruck links in der Gleichung 1.) nicht; 
alfo darf fi auch ber Ausdruck rechts nicht ändern; folglich 
kann O, bloß gerade Potenzen von z enthalten; alfo find alle 
Koefficientn C,, C,, C,, C, etc. etc. der ungeraben Poten⸗ 
zen von z (oder von x in Q,) der Null gleich. Mithin bat 
man C,=C,=0C,= etc. etc. =0; und es bleiben nur 
noch die Koefficienten C,, C,, C,, C, etc. etc. in 

2) Q,=C,+C,2?-+C,x+C,x°+-- 
zu beftimmen übrig. — Nun ift aber in O,+, und in Q,_. der 
Koefficient von 22 *), 
6 


4.3 6. 8 
=0,4 420.4 „ te; 


alfo ift in der Summe Q,4.+-0,-, der Korfficient von z* 
das doppelte hiervon nämlich 

3) 2-1-0,+4-3-C,.2?+6-5-C,.2x?-+8-7.C,.2°+--- 
Auf der andern Seite (der Gleichung 1.) erhält man dagegen 
als Koefficint von 2°, das Produkt 2C,-Q, d. h. 

4) 2C,C,4+2C,:x?-+20,C,-3*+-20,C,.2°-+:« 
Da nun wegen der Gleichung 1.) diefe beiden Koefficienten von 
z? diefelben feyn müffen, fo müflen wiederum die Koefficienten 
von x?, x*, x® etc. etc. (in 3. und 4.) einzeln einander gleich 
ſeyn. Dies giebt die Gleichungen 
2. 1.. C. =2C,.C,; alſo CG=1; 


4.3.0, =2C,, alſo CG= 











. 3 
6.5.0, =20,-C,, alſo m. 
. ° y 4 
8:7.0,= 20,0, alſo 0,=--; 


an 
af w. f.; fo daß C.= an wird. 
) an fieht Dies fogleich, wenn man die Potenzen (x-tz)*, 
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Begeichnet man daher 2C, durch C, fo daß C völlig will⸗ 
kührlich bleibt, ſo iſt die geſuchte Reihe 


En erruu 


a x” 
5. = 


fo daß nach den verfchiedenen — von C wiederum unend⸗ 
lich viele Reihen exiſtiren, welche die verlangte Eigenſchaft mit 
einander gemein haben. 

Man muß aber wieder, ehe man dieſe letztere Behauptung für völlig 
gegründet halten darf, vorher zuſehen, ob dieſe gefundene Reihe, der 
Gleichung 1.) wirklich genügt. Verfährt man aber mit dieſer Probe ge⸗ 
nau, wie bie Probe in I.) ſehen läßt, indem man (<-+ 2)” nach dem bir 
nomiſchen Lehrſatz entwidelt, fo daß man S[L7"2. .2°4z)‘] dafür 

+e=2% 
fchreibt, fo fieht man die 1.) als eine ibentifche Gleichung nachgewieſen. 


IV. Sucht man zu dieſer fo eben gefundenen Reihe Q,, 

noch eine andere Neihe S,, welche die Eigenfchaft Hat, daß 
1) N. — Ir = 25, 8. 

wird, fo fieht man ſogleich, daß bie Reihe S, nur ungerade Po⸗ 
tenzen von z enthalten kann, weil in 1.) der Ausdruck zur Lin 
£en, in benfelben, aber mit dem (—) Zeichen verfehenen über 
seht, wenn —z fatt z geſetzt wird, dies alfo auch mit S, zur 
echten fo ſeyn muß. — Berner ift in Q,_. der Koefficient 
von z, 





20 402, 60? , 8C* 

Pe Tu 61° s 
Der Koefficint von z in Our, ift derfelbe, aber mit lauter 
(+) Zeichen; folglich ift der Koefficient von z in Q,.— Orts 
offenbar das Doppelte des in 2.) Bingeftellten. Auf der andern 
Seite der Sleihung 1.) ift dagegen der Koefficient von z, 
wenn man 





(x+z)*, (x+z)°, (x+2)’, ete. ete, nah dem binomiſchen Lehrfage 
entwickelt, und bei dem mit x? affieirten Gliede einhält. 
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) S=D,-x+D,.x’+D,-s°+D,-x’+... 
nimmt, offenbar das Doppelte von D,-S, d. 5. dad Dop⸗ 
pelte von 

4) Di-x+D,D,-x®+D,D,-x:-+D,D,-x’-+.. 

Aus der Vergleihung von 2.) und 4.) gehen aber hervor die 
Gleichungen 

| D’—=—C; alfo D, = Y-O=-e, 
wenn man der Klirze tvegen 

V-O=c db —C=c und Cm me 
ſetzt; ferner 


(3 ec? 
D,'D, =-7n alſo D, Mn 
0 —_ 
| D,-D, mon alſo = + 5! > 
| C* 7 
D,D,=—- 7; alſo D, „N 


u. f. w. f.; fo daß man 
= —* c7x7 
S. cx - — "ZI TIT rt" 





5) — ee] 


1* SE 
d. h. usa: HT 
erhält, für die gefuchte Reihe, wo c von C in O, mittelft der 
Gleichung ce? = —C abhängt. — Setzt man dagegen in der 
Keihe II. 5.) für Q,, lieber —c? flatt C, fo nimmt Ießtere 
ebenfalls noch eine analoge sm an, nämlich 


ctzt cexe 
1 * a 4! irrt 


a ey 
6 el] 
mo nun e in S, und Q, ganz unbeſtimmt und willkührlich 
bleibt, dagegen immer einen und benfelben Werth haben muß, 
term der hiefigen Eigenfchaft ' 
Qı-ı -Q. = 285, ‘5, 
ein Genüge geleiſtet werden ſoll. | 
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In dem Kalle aber (d. b. für denjenigen Werth von c), wo die hier 
fige Reihe 6.) für Qx, den Werth cosx annehmen follte, würde die Reihe 
6.) für Sx, (bei bemfelben Werthe von c) höchſt wahrfcheinlich den Werth 
sin x ausdrüden, weil in der That nach jenen Elementar« Wegriffen von 
cosx und siax allemal 

cos (<—r) cos (2) = 2sinx-sin z 
ik, welche Gleichung für z==x in 1—cos2%x = 2sinx? Übergeht. 

Wir begnügen ung mit dieſen vier Beifpielen, welche hin. 
Tänglich zeigen, wie man verfahren müffe, um mittelft der Me 
thode der unbeftimmten Koefficienten, Reihen zu finden, welche 
mit gegebenen Eigenfchaften begabt find. 


Bewels des binomlſchen Lehrſates für verlle Potenzen mit gebrochenen Exponenten. 
$. 48. | 
Multiplicirt man die beiden Reihen nach b, nämlich 
x x gi 
1) 1457· 7 .b* +. 
und 
. a1 1-1 1-1 
Z Z zZ Z 
2) 17 br 5 -b?+ Zi 7 
in denen x und 2 ganz allgemein gedacht ſind, mit einander und 
ordnet man das Produkt wiederum nach b, fo erhält man zum 


Koefficienten von b” eine Summe von Produkten zweier 
Koefficienten der gegebenen Reihen, twelche nach -$. 40. IV.) 


et ift, wie auch x und z gedacht feyn mögen.. 


Folglich wird das Produkt der beiden vorliegenden Reiben 1.) 
und 2.) das nachfichende 


3) +38 —E Be Ce b’-L... 


Diefe Wahrheit kann man fo fchreiben: 
4) R,- R, = — Rır. 
wenn der Kürze wegen RB, bie Reihe 1.), folglih R, und R,+, 
die Reiben 2.) und 3.) vorſtellen. 














3 b" 
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Daraus folgt aber fogleih, menn man nach und nach x, 
9, 3x, Ax,...(v—1)x flatt z fchreibt 
(R,)? —=R,„; (R,)® =R,; und R,’=R,,, 
wie auch x gedacht feyn mag, wenn nur » eine pofltive ganze 
Zahl iſt. It nun <= gedacht, und m poſitiv oder negativ 
gang, aber » poſitiv ganz, fo geht dieſe letztere Gleichung über in 


5) “ R: — N d. h. R,.,=VR,. 

Nun ift aber bie 8 R,, keine andere als die Reihe 1), 
wenn ge flat x geſetzt wird; alſo (nach $. 38. und $. 41.) 
nichts anders als (1-H-b)". — Folglich hat man (nach 5.) 


, e 
6) Ru» = Y(1+b =(1+-b)” 


Fk 
fo lange 1-4-b pofitiv if, fo daß (L-+-b)” (nach $. 12. E.) 
eine Bedeutung bat und auch nur eindeutig ift, während R,. „ 


die Reihe 1) vorftelt, wenn daſelbſt — ftatt x geſetzt wird. 
Die Gleichung 6.), nämlich Die etc 


by” = 
Iehrt ung alfo, daß der binomiſche ze ($. 38. und daher 
auch 86. 36. und 37.) felbft dann noch gilt, wenn der. Expo⸗ 
nent eine (pofitive ober negative) gebrochene Zahl if, wenn 
nur die Potenz felbft zu denjenigen gehört, welche bis jegt eine 
Bedeutung haben, weshalb für jegt der Dignand 1--b pofitio 
gebacht werden muß. | 


$. 49. 


Wir Finnen dieſes Kapitel nicht fchließen, ohne noch aus: 

drücklich auf folgende Punkte aufmerkfam gemacht zu haben: 
1) Aus einigen erflern Gliedern einer Reihe kann man das 
Geſetz, 





49. Von den unendlichen Reihen. 81 


Geſetz, nach welchem die folgenden Glieder fortgehen werben, 
nie mit Eicherheit entnehmen, höchfteng vermüthen. Soll daher 
eine Reihe wirklich gegeben feyn, fo muß man das Gefeg haben, 
nach welchem die Glieder der Reihe ohne Ende fort fich richten. 

2) Dieles Eeſetz kann aber bei einer jeden Neihe in dop⸗ 
pelter Sorm ausgefprochen feyn. Einmal kann man wiſſen, wie 
jedes" folgende Glied aus einem, einigen oder allen nächft vor 
bergehenden Gliedern gebildet wird; dies nennt man ein recurs 
rentes Geſetz der Reihe; — dann aber kann man angeben, 
wie dag nte Glied felbft, unabhängig von den fibrigen Sliedern 
ausfieht, fo daß man einen Ausdruck angiebt, der n enthält, und 
welcher außer der Ordnung jedes beftimmte (z. B. das 13e) 
Glied fogleich Liefert, wenn flatt n die Zahl der Stelle (13) des 
Gliedes geſetzt wird; dies wird das independente Geſetz ber 
Reihe genannt. 


So ;. 3. hatten wir in jeder der vier Aufgaben des $. 47.) anfängs 
lich allemal das recurrente Geſetz für die Koeffisienten der gefuchten Reihe, 
und wir haben uns jedesmal nachgehends erfi zu dem independenten Ges 
fege erhoben. Daß das letztere das richtige ſey, ik bei den Aufgaben I. 
II. und IV.) erwiefen worden; in der Aufgabe IL.) dagegen (des 5. 47.) 
haben wir zwar auch das independente Gefeg angegeben, aber ausdrücklich 
bemerkt, daß wir in dieſem Galle die Probe, ob folches auch wirklich das 
richtige fen, nicht füglich anflelen Eönnen, ohne vorher andere Unterſu⸗ 
dungen angeftellt su haben. 


3) Hat man dag independente Gefeß einer Neihe, alfo 
einen Ausdruck f.,, welcher für n=1, 2%, 3 4... den erften, 
zweiten, dritten, vierten, etc. etc. Koefficienten der Reihe liefert, 
und enthält £, noch unbeftimmte Buchftaben a, b, ete. ete., fo 
fann man | 

(9)... h=K, h-ı=Kı-, fa-2 = Ko, ete etc. 
fegen, we Kn, KR, Ka; etc. etc. bloße Buchftaben vor: 
fielen, — dann aus dieſen Gleichungen a, b, etc. etc. elimini- 
ren, und man wird eine Gleichung zwiſchen K., Ku, ete. etc. 
haben, weiche K, in die vorhergehenden Koefficienten ausgedrückt 
liefert, welche daher als ein recurrentes Gefeg angefehen wer: 

Bd. 1. oo. 6 
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den kann. Aber auch wenn 5, nicht weiter unbeſtimmte Buch⸗ 
ſtaben a, b, ete. etc. enthält, fo kann man doch die Gleichun⸗ 
gen (©) noch beliebig mit einander verbinden, etwa einen und 
denfelben zufanmengefehten Ausdrud aus ihnen eliminiren u. 
5. gl. mehr, fo dag man eine Gleichung zwiſchen K., Kn_ı1, 
etc. etc. erhält, und jede foldye Gleichung wird ein recurrentes 
Geſetz der Reihe ausfprechen. — Schwieriger iſt es, ans einem 
recurrenten’ Geſetze das indbependente zu finden. 

4) Iſt eine unendliche Keihe aus der Entwiddung eines 
endlichen Ausdruckes (d. 5. aus feiner Umformung in diefe Form 
der Reihe) hervorgegangen, jo kann man umgekehrt aus ber 
Reihe jenen endlichen Ausdruck wieder finden wollen. — Dies 
Geſchãft nennt man die Summation einer Reihe. — Solche 
ift natürlich in wenigen Fällen und dann nur dadurch möglich, 
daß es gelingt, Die gegebene Neihe in andere zu zerlegen, ober 
zu verwandeln, Deren Summe ſd. 5. die ihnen (im Sinne des 
6. 9.) gleichen endlichen Ausdrücke] man kennt. — Auch eine 
endliche Reihe von einer unbeftiimmten Anzahl n von Glicdern 
kann man zuweilen finmmiren. 

1—_x"t 
3. 8. 1+x- x? +... x" >” 

5) Set man in einer nach ganzen Potengen von x fort⸗ 

laufenden Reihe 

a--bx-+cx?-+ds?-Lext--fx° 4. 
ſtatt x etwa 25, fo erhält man 

atbz? Led 1d2 Lea 2° Le. 
und Dies ift eine „nach fieigenden gebrochenen Potenzen 
fortlaufende Reihe". — Umgekehrt: Iſt die letztere Reihe 
gegeben, fo iſt es nicht ſchwer zu erfennen, daß wenn 2° — y 
gefeßt wird, folche in 

a--by?-Hcy?-dy°-Fey° yo. 
und biefe wiederum, wenn y?—x gefeßt wird, in 


a+bx+cx?-+dx? ex +fi’—+ 
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8. 5. jedesmal in eine nach ganzen Potenzen von x fortlau: 
fende Reihe übergeht. 
j 6) Fängt eine Reihe mit x" an z. B. 
A,x"-tA, ur A KL A RTL 
fo kann man dafür fegen Das Produft 
x" (A,tA,x+A,x?-+A,x’ + . 
und zwar, es mag m pofifiv oder negativ feyn. em letztern 
Falle aber, wo m negativ iſt, würde die erſtere Reihe negative 
Potenzen von x mit enthalten. — Danach iſt es leicht, eine 
ſteigende Reihe nach x, die mit einer negativen oder poſitiven 
Potenz von x beginnt, fo umzuformen, daß man in den Rech⸗ 
nungen es nur mit Reihen der urfprünglichen Form 
at-bx--ex?+., 
in welcher a nicht Null ift, zu thun bat. 
7) Setzt man in einer nach pofitiven Potengen von x 
fortlaufenden Neihe 
a--bx-+-cx? Pdxs Pex .-, 
— ſtatt x, fo erhält man 
a+bz"'-ez "+dz "+ez"+ 
d. h. man erhält eine „nach negativen Potenzen von z 
fortlaufende (d. 5. eine fallende) Reihe. — Umgekehrt, 


bat man eine Neihe, twie die letztere, ſo darf man nur z =. 


nehmen, um die erftere urfprüngliche Form wieder zu haben. 
9 8) Man erſieht aber aus dieſen Beiſpielen hinlänglich, wie 
jede Reihe z. B. 
axt-bxtexd--dtex” a hr IL... 
behandelt werden miüffe, um fie auf die urfprüngliche Form der 
nach ganzen pofitiven Potenzen von x fortlaufenden Reihen zu 
bringen. — In der vorliegenden nämlich Fönnte man damit be⸗ 


ginnen, daß man * als Sektor herausrũckte. Dann erhielte man 


x⸗. (a-xx 6 ———— —X 6 Br IL. .). 
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Hernach würde man n —z feßen, und man erhielte flatt ber 
gegebenen Meihe dieſes Mefultat: 
4 4 19 28 3 21 

z ".(a+bz?+-c2-+d2e’ +? +1"? +57 +27? +...) 

Hierauf Fönnte man zit — y fegen, fo daß y—= Tr wird, 

und die gegebene Reihe gienge nun in den Ausdruck 

y'(a+-by*-+ey"?-dy?°-pey'°-Hfy?°-4gy?°-+hy?'+---) 

über, wo Die noch vorhandene unendliche Reihe nach ganzen po- 

fitiven und fleigenden. Potengen von x fortläuft, während die mit 

y, y?, y*, y“, JO... yt!, yis, etc. etc. behafteten Glieder Null⸗ 
Koefficienten haben, und deshalb herausgefallen find, nach Be⸗ 


lieben "aber mit ihren Nulf- Koefficienten wieder in ihre Stellen 
ingeſcht werden können. 








Füuftes Kapitel, 





Dom Unendlich⸗Großen und Uuendlih- Kleinen. Bon der 
Eonvergens ber Reihen. 


Vom Unendlich: Großen und Unendlich: Kleinen, 
$. 50 
1) Bezeichnen wie durch o jebe abfolute (ganze oder ge 
brachene Zahl, welche immer größer noch ift, als jede beſtimmte 
übrigend noch fo groß gedachte abfolute Zahl, fo. nennen wir 
diefe Zahl 7 tele nie im Seyn, fondern immer nur im 


Werden iſt, eine unendlichegroße Zahl. — Der Duotient En 


ik dann bie ebenfalls. nie im Seyn, fondern nur immer im 
Werden fich befindende unendlich-Fleine Zahl, von welcher ° 
wir auch fagen, „fie liege ber Null nächſtan“ *). 

Die abfoluten (pofitiven) Zahlen wachſen alfo von O an 
bis zu oo hin fletig, durch ale gebrochenen und irrationalen 
Zahlen, welche zwiſchen je zwei anf einander folgenden gauzen 
Zahlen liegen, hindurch. 

2) Wie fehr Ilein eine (gebrochene oder irrationale) Zahl z 
auch immer gedacht ſeyn mag, fo liegen zwifchen ihr und ber 
Null doch immer noch unendlich viele andere Zahlen, der Größe 
nach alle von einander verfchieden, aber alle größer als Null 
und Eleiner hoch als dieſe voch fü Xleine aber beßimmge 
Zahl z. — 


| *) Das ſtetige Wachſen der Zeit, fü wie das ſtetige Wachſen einer 
Linie, fegen die Exiſtenz folcher unendlich: Heinen Uuterfchiede außer Zweis 
fel, wenn uns auch der Ausdruck fehlt, ſolche darzuſtellen. 
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Denn, wie groß auch die ganze Zahl u gedacht ſeyn ınag, fo werden 

z % 3 — 1)2 
doch die .— 1 gebrochenen Zahlen mn Ta — der 
Reihe nach immer größer und größer, während fie dabei ale kleiner als 
d. h. Meiner als z, aber größer als Null find. Die Zahl 2, fo Hein 


fie auch gedacht gewefen ſeyn mag, liegt alfo doch um biefe beliebig große 
Anzahl von Gliedern von der Null ab. 

3) Iſt 2 unendlich⸗klein, fo iſt auch pz unendlich-Elein, 
auch qz*, auch iz?, etc. etc., wenn nur p, q, r, etc. etc. nicht 
Null, fondern beliebig große, aber völlig beffimmte Zahlen find. 

Denn wäre pz nicht unendlich Flein, fondern eine, wenn auch fehr 
Meine aber befimmte Zahl k, fo würde aus pa—k folgen = 8. b. 
z ſelbſt wäre dann eine zwar ſehr Heine aber beſtimmte Zebl⸗ folglich nicht 
unendlich⸗klein. — Und da q2 Eqꝛ if, fo iſt auch qz? mit qz zugleich 
unendlich⸗klein. U. ſ. w. f. 

4) Von zweien Zahlen a und b, die endlich oder unend⸗ 
lich -Elein Teyn mögen, nennen wir die zweite b „unendblich- 
Flein gegen die erftere” a, und die erfiere a dann „unend⸗ 


lich-groß gegen die zweite! b, wenn der Quotient . eine 


(in 1. definirte) unendlich-Eleine Zahl ift. 

5) Sind k, p, q, r, s, etc. etc, irgend welche, ganz belies 
bige, aber beftimmte Zahlen und nicht Null, fo if, wenn z uns: 
endlich» Elein gedacht wird, 
pz unendlichsElein gegen k; alfo k unendlich-groß gegen pz; 
qz? < * :s Ppz; alſo pz + ⸗ ⸗ q2”; 
rze⸗ ⸗ ⸗422; alfogqa? +» 10: 12°, . 
u. ſ. w. f.; und allgemein. ift 
sz’ +? unendlich⸗klein gegen rz"; alfo rz" ımendl.:groß gegen sarti 
alles der in A.) gegebenen Definition zu Folge. 

Man theilt daher die Unendlich Kleinen in Ordnungen und 
zählt folhe Unendlich-Kleine zu einer und derfelben 
Drdnung, deren Duotienten (Verhältniſſe) irgend endliche (bes 
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ſtimmte) Werthe haben, fo daß Eeine derfelben gegen Die andere 
unendlich-groß oder unendlich-Elein ift. 

So gehören z, pz, qz, rz, etc. etc. zu den Unendlich 
Kleinen der erfien Ordnung; find aber z, z4, 2 etc. etc. folche 
Unendlich» Kleine der erſten Ordnung, fo gehören 22, zz!, pz?, 
pzz’, qz'?, etc. etc. zu den Unendlich Kleinen ber zweiten 
Ordnung, u . f. w.· f.; und 2", p-z', gez", rez', peztzme, 


zT, ete. etc. zu den Unendlich- Kleinen ber nen 


Drdnung, wo man fich n (pofitiv) ganz oder gebrochen denken Eann, 
während Diefe nie Ordnung des Unendlich Kleinen Höher oder 
niedriger heißt, je nachdem n größer ober Eleiner ift. 

6) Iſt z beliebig und fegt man die Summe der erfien 
n Glieder der unendlichen Meihe 
Mo Atzt2 42 tt 
— $, fo daß 

S=1+4z+z2?+2’+ Lg 

it; und multiplicirt man dieſe Gleichung mit 1—z, fo er 
halt man 


1-2).5=1—-7, ale 8 2 


=, 1- 

Iſt nun z>1, fo wird 2° mit n zugleich unendlich groß; folg- 
lich iſt (nad) $. 42.) die unendliche Reihe RR für z>>1 diver- 
gent. Für z=1 ift die Summe der n erflen Glieder der 





Neihe R, — nm, alfo mit nm zugleich unendlich:groß; folglich iſt 


die unendliche Reihe R für z=1 ebenfalls divergent. — 
Iſt aber z<1 fo ift 2" unenblich-Elein, ſo oft n unendlich:groß 
gedacht wird; folglich ift nun die unendliche Reihe R conver: 


= um unendlich wenig, d. 5. 





gent, und ihr Merth von 1 


in der Rechnung gar nicht verfchieben. 
Iſt näulich z>1, alfo J wo y.noch poſitiv iſt, fo if 
—1 
P=Gd4WPity+ Ge yp+ 
folglich mit n zugleich unendlich⸗ groß. 





— 
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SR aber 2<1, al I mo y noch poſttis iR, fo ik 


1 n 
m dp folglich if 2", eben weil der Nenner mit n sugleich unend⸗ 


lichsgrog wirb, unendlich⸗klein, fo sft man a— ao nimmt. 


7) Aus demfelben Grunde convergirt auch die unend⸗ 
liche Reihe 


(V- p-+pz-+pz=*+-pz°’ Fetten _ 
für z<1, und ihr Werth ifl dann —=p- I; fie divergirt 
aber für z=1 und für z>1. ’ 


gür a = 3 HR alfo der Werth ber Reihe Q, * p · 


—2p. — Iſt daher 22, und iſt p ber groͤßeſte der Koeffi⸗ 
cienten der Reihe 


(P)--- atbz-tez2 der t.., 


fo ift der Werth dieſer Iehtern convergenten Reihe, eben weil . 


fie kleiner als 
p+pz+-pz’+pz’---- 
iſt, allemal <2p; d. h. der Doppelt genpmmene groͤßeſte Koeffi- 
cient der Reihe P, ift allemal größer als der Werth der gamgen 
unendlichen Reihe P, fo oft in ihr z<4 gedacht ifl. 
Iſt daher A der gröfiefte der Koefficienten der Reihe 
MN -p2’-+g- tr krz Bil... 


. fo iſt Der Werth ber ganzen Reihe N, fo oft 2< . gedacht iſt, 


allemal <IA.2". 

5) Der Werth einer nach fleigenden Potenzen vom un⸗ 
endlich»Elein gedachten z, fortlaufenden unendlichen Reihe, in 
welcher =" Die niedrigfte der in ihr vorfommenden Potenzen von 
⁊ iſt, iſt daher, obgleich aus unendlich vielen Gliedern beftchend, 
doch ein Unendlich Kleines der a" Ordnung (nah N. 5.). 
Diefer Werth Ift Daher gar nicht unendblich-Elein, fondern endlich, 
wenn n=0 feyn, d. h. wenn die Reihe wit einem Gliede k 
ohne : z anfangen follte, 
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9) Iſt eine nach fteigenden Potenzen des unendlich: ‚Beinen 

z fortlaufende Reihe 
pe +g 2 "rat. 

der Null gleich, eo iR der Koefficient p ihres erſten liches 
ſelbſt unendlich-⸗klein, weil außerdem das Glied p ˖ von 
dem Unendlich: Kleinen g-z + r- —.. der (n1)Yktn 
Drbnung nicht vernichtet werden könnte. — Und da das Um 
endlich: Kleine der Null nächft anliegt, fo ift es der Wahrheit 
nächft anliegend, wenn man In den Rechnungen, two ftatt p 
ein beſtuͤnmter Ausdruck gefegt werben muß, p=0 nimmt; 
und jeder andere, wenn auch noch fo Eleine aber beftimmte Werth, 
den man flatt p feßen wollte, würde Dagegen vom wahren (un⸗ 
enblich-Eleinen) Werthe von p, unendlich weit ablicgen. 


Don der Eonvergenz der numeriſchen Reiben, 
$. 51. 


1. Eine numerifche Reihe iſt eonvergent, wenn ihre Glieder 
- „von irgend einem derfelben ab (wie auch die Anzahl der vorher⸗ 
gehenden Glieder, und wie groß auch die letztern ſeyn mögen) 
eben fo ſchnell oder fchneller noch abnimmt als die Glieder ir: 
gend einer als convergent bereits anerkannten Reihe, z. B. der 
geometriſchen Reihe 

| p+px + px’ -rpr’ te, 

wenn folche in dem Falle gedacht wird, wo x<L if. 

1. Dividirt man daher in einer mumerifchen Reihe dag 
(14 17% Stich durch das nt, iſt der Quotient <A, und wird 
derfelbe für Eeinen größern Werth von n größer, als er für ir⸗ 
gend einen übrigens noch fo großen aber beſtimmten Werth von 
n bereit geworden ift, fo ift die Neihe gewiß conmergent, eben 
weil ihre Glieder num eben fo fchnell oder fchnelfer noch abnehmen, 


als bie Glieder der geometrifchen Reihe p+px-Fpx®-Ipx..- 
es thun, wenn in ihr x<1 ifl. 
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unterſucht man band) die Eonvergen; der Reihen 
A? 2 A: 3 
1+ rar _r + * + 


14 9! + 7TTF — FIS +“ 
ce’x? e’x’ ex’ 
‚atatatat 
fo findet man, daß ſolche für jeden reellen Werth von x conbergent 
- find, welchen reellen Werth c nur immer haben mag. In der Iegtern 
Keihe z. B. iſt das nte und n+-1te Glied fo ausgedrückt, nämlich 


en—1 ni —R —8 


a MO rn 


der Qustiens aus dem n+-iien Gliede durch das nte if Daher 
c’x? 
m -(2n-+1) 

Wie grog nun auch ce und x, alfo c?x? fan mögen, fo wird der Nenner 
2n(2n+1), da n fortwährend wächſt, sulest doch größer, fo dag dieſer 
Quotient endlich doch <1 und dann immer noch Heiner wird. Don dier 
fem Gliede ab eonvergirt die Reihe alfo fehneller als die eben gedachte 
genmetrifche Neihe für x<1 es thut. — Die- Summe aller erfiern Glie⸗ 
der der Keihe bis dahin, wie groß fie auch immer feyn mag, if doch nie 
unendlich-groß. Alfo hat auch diefe ganze unendliche Reihe für jeden 
Werth von x einen beflimmten endlichen Werth, welcher in manchen Fäl⸗ 
len zwar ſehr groß, aber Doch nie unendlich⸗groß werden kann; man müßte 
denn x ſelbſt unendlich-grog nehmen. 

Unterſucht man aber auf demfelben Wege die Eonvergenz der Reihe 

— 

fo zeigt ſich der Quotient aus dem n-F-iten Zuiede durch das ne, 
=, und für x—1 if felbiger = * .Odbgleich nun der 


letztere <1 ik, fo wächſt er doch mit nm zugleich; alfo nimmt biefe Reihe 
für <—=1, nicht fo ſchnell ab, als die oben gedachte geometrifche Reihe, 
und deshalb ik die Convergenz der Reihe 
+++ ++ 

hieraus. noch zweifelhaft. Und in der That iſt dieſe Reihe nicht conver- 
gent, wie fi) fpäter zeigen lägt. — Diefes Beifpiel läßt zugleich fehen, 
dag die Glieder einer Reihe immerfort abnehmen Eönnen, ohne daß bie 
Reihe deshalb ennvergent if. 

II. Eine Reihe dagegen, deren Glieder fortwährend ab⸗ 
nehmen, ift allemal convergent, fo oft ihre Glieder abmwechfelnde 

r und - — Zeichen haben; z. B. 


1—14+3— 413 — st" 











\ 
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& fenen vom nien @liede ab, die übrigen ander € ‚einer ſeido⸗ Reihe 
(PD · +u.—-u ts —u. +, —u+-- 
fo iu r ch dieſelbe einmal fo ſchreiben: 

+, u) tw —u) tg —u)+r 
un dann auch fo: _ 
2) + —(,—u,)—(uv—u)— . 

Aus der Form 1.) geht hervor, dag die Summe ber ganzen Reihe J.), 
>u, —u; if, weil alle übrigen Glieder der Vorausſetzung zu Folge por 
fitiv find. Aus der Form 2.) geht indeffen hervor, dag diefelbe <u, feyn 
müſſe. Alfo biegt bie Summe der ganzen Neihe vom nten Gliede ab, zwi⸗ 
fchen den Grenzen u, und u,—u.. — Mithin if die Keihe convergent. 

IV. Sind 

U, U, U U, U, 

die Glieder einer Reihe vom ntr Gliebe ab gerechnet, und feßt 
man voraus, daß alle diefe Glieder pofitiv und addirt find, und 
daß auch jedes folgende Glied Eleiner ifl, als das vorhergehende, 


jo ift 


u,=u, u,—Uu, 

2u, =2u, 2u, >uw,-+4tu, 

4u,<2u,t2u, 4u,>u,tfu, tu, tu, 

Su, <2u,t2u,t2u,t2u, | 8, >w,tu,+ Pu⸗ 
uf m f. u. ſ. m f. 


Addirt man links und rechts, fo findet man, dag Die Reihe 
1) u +2, iu, +81, +++ uanyt 
Eleiner ift ale die doppelte Summe ber Reihe 
2) vr, +, ru +++) 
aber größer ift als die einfache Summe dieſer Ießtern. — Con⸗ 
vergirt alfo die Reihe 2.), fo ift auch die Reihe 1.) convergent; 
und umgekehrt, weil die Reihe 2.) auch größer ift als die halbe 
Summe ber, Reihe 1.), dagegen Eleiner als die ganze Summe 
der Reihe 1.) (mie ebenfalls aus der Addition der obigen Un⸗ 
gleichungen hervorgeht), fo find die Neihen 1.) und 2.) allemal 
beide zugleich convergent, ober beide zugleich divergent. 

endet man dies uf die Jeihe 


— 
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an, welche ſtatt ber 2.) genommen werden mag, fo wird Ne 1.) jest 


1424 A BT... 

d. h. Le Te 
d. h. wenn 21" geſetzt wird, 

1+x+r1’+r’ rt. 
Da nun biefe ketztere Reihe convergent ik, fo oft z<t, alſo fo oft 
, d. h. 1— negativ, folglich .1 if, und da dieſelbe allemal 
divergent iſt, fo oft Si d.h, sta, d.h. vi eder ut iR, 
fo folgt, daß die Reihe ” 

1 —_ _ 

+—- * 24 4 at 
allemal eonvergent ift, fo oft >15 dagegen allemal bivergent ik, fo oft 
ez1. — Für a1 wird fie aber die in IL.) befprochene Neibe 

i+i+5+4+3+ 

deren Divergen; alfo jegt außer Zweifel geſtellt ik. — Diefe letztere Reihe 
beſtimmt in der Muſtk die Tonleiter, und wird deshalb bie ‚gemeine 


barmonifhe Reihe genannt. 

V. Eonvergiven zwei nach x fortlaufende Reihen. für ir- 
gend einen Werth von .x, fo convergisen auch Die Reiben, welche 
aus der Addition und Subtraftion derfelben als allgemein ge: 
dachte Reihen hervorgehen, für denfelben Werth von x. 
VE Das Produkt derfelben Reihen convergirt aber nur 
dann gewiß für Denfelben Werth von x, wenn für ihn alle Glie⸗ 
ber der beiden, mit einander multipkicirten Reihen pofitio werden. 

Denn es iſt bie Summe ber erfien n Glieder des Produkts dann of⸗ 
fenbar Heiner ald das Produkt der Werthe der beiden gegebenen conver⸗ 
genten Reiben; folglich für nz= © nicht unendlich- groß. 

VH. Iſt eine nach) x fortlaufende Reihe für einen gewiſſen 
Werth von x convergent, und wird diefelbe mit einer endlichen 
Reihe nach x multiplicirt, fo ift Die neue für das Produkt her: 
vorgehende nach x geordnete Reihe für denſelben wu von x 
ebenfalls eonvergent. 


Denn es find die aus der Multiplikation mit den einzelnen Gliedern 
der endlichen Reihe hervorgehenden unendlichen Reihen einzeln convergent, 
daher it auch ihre Summe convergent. 
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6. 52 

Wir haben in ben Sägen des vorhergehenden $. 51 1) burch⸗ 
ans Reihen vorausgeſetzt, deren Glieder alle reell ſind. Weil 
aber die Glieder einer numeriſchen Reihe von Ber Form p-+-q-i 
feyn Eönnen, fo Fann man ben Begriff ber Convergenz einer 
folchen Reihe dahin ausdehnen, baß man bie Summe ihrer n 
'erſten Glieder auf die Zorm P. -0,i bringt, und nun die 
Meihe für convergent erklärt, wenn weder P. noch Q, unend: 
lich :groß werben, fobald n — geſetzt wird. — Wird dagegen 
für n= © entweder P, oder O,, oder werden beide dann un; 
endlich groß, fo tft die Meihe Divergent, und dann ift Fein mei- 
tered „Rechnen! mit ihr möglich. — Mit Dem Werthe P+-Q:i 
der convergenten numerifchen Reihe dagegen kann man noch 
soeiter rechnen, wenn auch nicht mit der Reihe als folcher. 

Anmerkung Faſt alle diefe Säge Über die Eonvergenz . 
ber Reihen ftehen vereinzelt und Einnen nur in befonderen Fällen 
in Anwendung gebracht werben. An allgemeinen SKeunzeichen 
der Convergenz, wenn man nicht $. 51. N. I.) dafür will gel- 
ten Saffen, gebricht es gänzlich. — Man Eönnte aber noch meh: 
tere Säge hinftelen, ähnlich der N. IV. des $. 51.), woraus 
die Convergenz neuer Klafien von Reihen bervorgienge. Dies - 
letztere jedoch müflen wir, der und Hier geſteckten Kürge wegen, 
unterlaffen. | 


Sechſtes Kapitel. 





Der allgemeinere binomifche Lehrfag, oder der Taylor'ſche 
Sag für endlihe oder unendliche, nach ganzen Potenzen 
von x fortlaufende Meihen. 

- $. 53. 
Bezeichnet man 
A.” durch f,,. 

fo kann man A-(x+h)* buch . fr 

ausdrücken. Dan ift nach dem binomifchen Lehrſatze ($. 30.), 

wenn man die Dipiforen unter bie Potenzen von h fegf, 

= Ax" 4 Ax-, 7 4m’! Axt m?! Au. 
m! Ant -m’l- An. t , 

Fragt man fich aber nach der praftifchen Regel, nad) welcher 

in Diefer Form des binomifchen Lehrfages die Koefficienten von 

h h"”® hW® MM . . . 

T’ 37 37 AP $r etc. etc. ſich mechanifch binfchreiben 

laffen, fo findet man bald 
„daß jeder dieſer Koefficienten aus dem nächft vorhergehenden 
gebildet wird, wenn man den legtern mit feinem Erponen: 
„sen von x multiplicirt und nachgehends den Erponenten 

- felöft um eine Einheit vermindert, während das allererfte 
„Blied (Cd. 5. der Koefficient von h0) der Ausdruck 5 


aſelbſt iſt.“ 
$. 54. 


Diefe Wahrheit dehnt fich fogleich auf den zufammenge- 
fetsteren Fall ang, mo die endliche oder unendliche Reihe 

Ax" BC durch FB, 
alſo Alx+-b)"--Blx-H-hi’-Ckx bi te duch Farm 


! 
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bezeichnet wird; und zwar deshalb, weil man die Theile A(x--h)”, 

B(x-+-h)", C(x-+-h)P etc. etc. einzeln nach dem Vorſtehenden 
in Neihen, die nach Potenzen von h fortlaufen, entwickeln, und 
zuletzt alle Diefe Reihen addiren kann, um das jeßige Gym zu 
bekommen. — Man findet aber auf diefem Wege, Daß dag aller: 
erfte Glied dieſer Entwicklung des jeßigen fern allemal dag 
jeßige fx felber wieder wird, und daß, wenn man Die gefun— 
dene Reihe ſelbſt ſo bezeichnen: 


h? h? .. 
o-- a ne 


+97 HR 177 AL. 
njeder dieſer durch Of, 0°, 9% elc. "te bezeichneten Koef⸗ 
„ficienten aus feinem nächft vorhergehenden dadurch gefunden 
„wird, dag man jedes Glied des Iegtern mit feinem Erponenten 


„von x multiplicirt, nachgehends aber den Erponenten felbft um 
„eine unbe vermindert. 


ARD [, = A+Bx+ Cx+ Dx’+ Ex*%; 

fo ift fN)= DB -+2Cx -H3Dx’-+ 4Ex’; 
0, = 2C +6Dx +12Ex?; 

4, = 6D -+24Ex ; 

N 24E ; 

== etc. etc. =05 


und die Gleichung (O) Tehrt und nun, daß 
A+B(x+h)-+C&a+b)’”F DPix+i)’+ Ecxt+h)* 
| —=A+Bx-+ Cx?+ Dı’+ Ei 


+ (B+ 20x + 3Dx’+ AEX’). t 
20 + 6Dx -H2EX?). 7 
" 46D -HM4Ex Jr 
if. RE: N. 


*) Sn allen den Gliedern, welche Fein x enthalten, Tann man fi) 
nämlich den Faktor x° noch hinzudenken. Daher fällt das erſte Mal A, 
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Diefen Sat (©) kann man den allgemeineren bino- 
mifchen Lehrfas nennen, in fo fern er die Entwidlung einer 
Summe von der Form Alx-+-b)"+-Bix--h?-Cx-H-bP 
etc. etc. (nach ganzen Potenzen von h) giebt, und daraus 
dann der gemeine binomifche Lehrfaß heruorgeht, wenn A— 1, 
B=C=ete.=0 gefegt wird. — Derielbe Sag ift auch ein 
befonderer Fall des in der Differential: Rechnung unter dem Na⸗ 
men des Taylor’fchen mitzutheilenden Satzes, weshalb er auch 
bier der „Zaylor’fhe Sag für endliche und unendliche 
Reihen" genannt werden Eann. | 

Das durch das vorgefeßte (runde) d bezeichnete mechani- 
fche Geſchäft, durch welches die Koefficienten der Reihe ©.) aus 
einander abgeleitet werden, kann man das Ableiten nad x,— 
Die einzelnen Koefficienten OK, 0°&, 0°% etc. etc. aber Die 
erfte, zweite, dritte etc. etc. Ableitung von f nach x nensen. 


$. 55. 

Um denfelben Sag auch auf diejenige nach x fortlaufende 
Reihe f, Leicht anwenden zu Eönnen, welche man noch gar nicht 
bat, fondern welche aus zweien andern nach x fortlaufenden 
Meihen p und %, 1) durch Addition oder Subtraftion, 
2) durch Multiplikation und 3) dur Divifion hervorge 
ben würden, — ſtellt man die leicht zu erweifenden Säge hin: 

I. Iſt % = =at%, fo iſt of, = dp, + Abr5 
I. Iſt = pr, fo iſt = Ye dp Pr 5 
m. It b iſt ——— 

Beweis des Satzes I. Da die Reihe für f,,, ber Vorausſetzung 

gemäß aus den Neihen für p,,, und ap...) durch Adbition oder Gub- 


traktion erhalten wird, fo erhält man auch bie einzelnen Koefficienten von 


h bh? > 
re Ir’ 37 ete. etc. in der Entwicklung von f rn, wenn man die ent= 


ſprechen⸗ 


das nächſte Mal B, das darauf folgende Mal 20 und zuletzt 6D gang 


heraus, wenn man das durch 9 angezeigte Verfahren immer aufs Neue 
noch einmal anwendet. 








v 
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ſprechenden Koeffieienten der Entwicklungen von Pur und p,yn beligs 
lich addirt oder fubtrahirt. 
Beweis des Sages IL Da nad der Vorausſetzung 


+ Par Poh 
. h bh? 'p . 
it, fo erhält man bie Koefficienten von T, dr zr etc etc. in der 


Eutwicklung von Sn» wem man “ Seiten Reihen 
9,r99, h ar3° art (für Ps+h) 


Fa, 2 +02, art (für P. Phu) 
und mit einander multiplieirt. Dies giebt aber im Produkte sum Koefficien- 
sen von — R fogleid 9-99, +p-p,. 


Seweis des Sages II. Diefen Sat Tann man aus dem vorher⸗ 
sehenden folgern, in fo fern aus 


fol hr 
alfo (nah II.) _ 
== ap, + of, —+E ·dp, 

heworgeht. Setzt man aber hier herein ſtatt £, , % 
findet fi aus dieſer Gleichung, OL, ohne Weiteres fo, wie M "m 
es lehrt. 

Zu dieſen Sägen kann man den ohnedies in die Augen 
fallenden Sag noch hinzufügen, nach welchem, wenn 

IV. f. ⸗A.ꝙ, iſt, ſogleich df. A dꝙp. 

ſeyn muß, weil der Vorausſetzung zufolge Firm A · p, Ah iſt, 
d. h. weil ſ.nn gefunden wird, wenn man alle Glieder von 
rn Noch mit A multiplicirt. 

Anmerfung Aus II.) folgt noch: Iſt 


= U Ve We, 





- iſt auch | 
9, =v-w-2.9, tu ws. dv Lu: v:z-dw.-+u-vw-o2,. 
Achnliches, wenn L ein Produkt von 3 oder 5 und noch mehr 


Faktoren ſeyn ſollte. 
Bd. L | 7 
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$. 56. 

Um ferner denfelben allgemeinern binomiſchen Lehrſatz auch 
auf die nach x fortlaufende Neihe ſ. leicht anwenden zu kön⸗ 
nen, welche man ebenfalls gar nicht hat ‚, fondern welche aus 
einer nach z fortlaufenden Reihe 

fs, ode Az-B CZ +. 
hervorgehen würde, wenn man im letzterer überall flatt = 
die Reihe 
2. oder ax®--bx’-ext4-... 
fubftituiren, Die mie, nf, pf® etc. etc. Potenz diefer Reihe (mit 
telft des $. 46.) in Reihen nach x entwickeln, und das fo ent 
/ ftehende 5 nach Potenzen von x ordnen wollte, — Dazu ber 
\ bient man fich des Satzes | 
u V. fr) = of, O2, *), 
welcher ebenfalls auf nachſtehende Weiſe erwieſen wird. 
Es if nämlich 
4) zu =2,49,-— a 9°2,- * Hr. „—ız4k, 
wenn bie Summe ber übrigen Ole, namlich 
2) On, 2492,27 37 +..-= 
gefent wird, und wenn wir z Ratt z, fehreiben. Damm ik, nach der Vor⸗ 
ausſetzung, 
3) my hr hr kr9* te 


Setzt man aber bier herein ſtatt k feinen Werth Caus 2.), fo wie das 
Zeichen f.,, ſtatt ,, fo erhält man (aus 3.) fogleich 


‚a2. RB die übrigen Glieder, welche die hö⸗ 
fur = — [tr oz, 1 + | bern Potenzen von h enthalten. 


*) Da dem Borangegangenen analog, £ das beieichnen würde, was 
ans f, wird, wenn man bloß x fiatt z ſetzt, fo fehreiben wir Bier abſicht⸗ 
lich 5. um das auszudrücken, mas dem f, gleich if, und mas aus f, 
hervorgeht, " wenn bloß x, fondern wenn die ganze Reihe 

oder ax" -+-bx” ta+--- 
Ratt x gefent —* 
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Alſo hat ſich der durch Af,,, bezeichnete Koefficient von T in der Ent 
wicklung von I... = 8%, 92, gefunden. 
In dem befonderen Sale, wo =z" ift, wird alfo 


biernach | 
VI. 9(z”), = mz".9z,. 


$. 57. 


Mittelft dieſer Säge kann man aber, wenn f, irgend eine, 
Direkt oder auf eine der in ben 8. 55. 56.) vorausgefehten Wei⸗ 
fen gegebene, nach x fortlaufende, endliche oder unendfiche Meihe 
vorftelt, — allemal das fyn, was entfteht, wenn in f, der 
neue Werth x-+-h ftaft x gefegt wird, fogleich und unmittelbar 
in eine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Neihe verwan 
dein. Died mag durch nachfiehende Beifpiele noch näher erör⸗ 
tert werden, in welchen wir ung jedoch jedesmal mit den 3 
oder 2 erften Gliedern des Nefultats begnügen. 

Beifpieli. Wir wollen das, mas ans dem Produkte 
(2—3x-+x?) (3x*— 4x’) wird, wenn man <—+-h ſtatt x fegt, in eine nach 
ganzen Potenzen von h fortlaufende Reihe entwickeln, ohne aber biefes 
Produkt ſelbſt vorher nach x gu ordnen. 
Bezeichnen wir das gegebene Produkt durch F,, fo wie bie beiden Fak⸗ 
toren beffelben durch p, und ., fo hat man 
) 9,=9-%ı+z”, alſo 7 DI, = —I+2x; 
3) p—it—At, - ao 4) Ip, 12x? — 20x*. 
Dann wird (nach IL), weil f, = (2—3x-+x?) (3x*— 4x?) if, 
5) 36 = (dx —4x°) (342) -+(2— 3x x?)(12x’ — 20x°); 
oder, wenn man multiplieirt und abdirt, d. h. nach x ordnet, 


. 6) 9 = Mx?’— 85x* 90x — 282°. 
Hätte man aber & ſelbſt hergeſtellt (nach x geordnet), fo hätte 
man gehabt 
7) f, = 6x* — 17x” + 15x° — 4x’; 


und findet man hieraus OK, direkt dadurch, dag man jedes Glied mit fei 
nem Erponenten von x multiplieirt und 1 vom Erponenten ſubtrahirt, 
fo ergiebt ſich für Of, daſſelbe Reſultat, welches wir kurs vorher (in 6.) 


mittelſt Anwendung der IT.) ebenfalls gefunden hatten. 
u 5 2 





100 Algebra u. Analyſis des Endlichen. Kap. VL. $. 57.- 


Da nun (nad $. 54. O) 
h h? 
(O-- \ >= Hk ad) Ale ad ul ic Madre -b... 
ik, fo Fennen wir von der Entwidlung von f,,.. d. h. von der Entwick 


lung des Produkts [> —3(x-+h)—+-(x-+b)?]-[3(x +h)*—4x-Fh)’], bes 
reits die zwei erfien Glieder, nämlich das allererfie f,, welches gegeben if, 


und das erfe a, welches fo eben, dadurch dag man of, abgeleitet 


bat, gefunden worden if. — Hm num Das zweite Glied 2 *) neh 


iu haben, mag aus'af, in 5.) noch 9°F, gefunden werden. 

Man hat aber in 5.) zur Rechten die Summe zweier Produkte. 
Nimmt man damit Das Durch 9 angezeigte. Gefchäft des Ableitens vor, fo 
mug man (nach I.) die Ableitungen der beiden Summanden der Summe 
ſuchen und addiren, während die Ableitung eines jeden der beiden Sum: 
manden, in fo fern er ein Produkt ik, gefunden mwitd (nach IL), wenn 
man die Ableitung eines jeden der beiden Zaktoren mit dem anderen Fal⸗ 
tor multiplieirt und die Produkte addirt. Dies giebt 

8) 9%, = (—3-+2%x) (12x? —20x*)-+2(3x*—4x°) 
+(122?—20x*)(—3-42xJ-}(2—-3x-4+-x°)(36x°—-80x°); 
oder, wenn man Dies nad) x ordnet, 
9) 92f, — 722? —340x° -+450x* — 168x°. 

Daffelbe Hätte man aber auch erhalten, wenn man of, aus 6.) ges 
nommen, und daraus 92L, direkt dadurch gefunden hätte, daß jedes Glied 
mit feinem Erponenten von x multiplieirt, der Exponent felbft aber dann 
um 1 vermindert worden wäre. 


Man hätte auch 0°, wie folgt finden können. Aus 
= pr folge zuerft 


a) of = %y- opt: od,» 
Die Sormel I.) angewandt, giebt nun 
RIM 
Die Formel II) giebt dagegen 
e) IE OPx)z — Ipr* od, Ur 0 20. 
d) gr: Oz )x — Ody- alul Pd dr. 


*) Dies if eigentlich das dritte Glied der Entwicklung von &.,,. — 
Es iſt aber in mancher Beilebund Peauem, die Glieder nach dem Expo⸗ 
nenten von h zu benennen, und f, felbft für das nullte, oder wenn 
man lieber mi für das al lererſte She aniufehen. 


.*' 
*5 —23 
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Diefe Werthe aus e) und d) in die b) fubtitdirt, geben aber 
e) oh, = Pr’ 2 dtp 92Ur. 
Weil aber in unferem Beifpiele 


9, =23—3xı-+x? und a), = dx*— Axr° 
it, fo erhält man hieraus zunächſt 
%9,=—3+% und dp, = 12x’ -20x; 
dann aber noch | 
99,= 2 und 92p, = 36x? — 80x?. 


Diefe Werthe in die obige e) fubfituirt, geben nun 
92, = 2(dx* 4x7) +2(— 34%) (122° —20x*) 
-4+(2— 3x +x?)(36x?—80x°), 
welches genau die Gleichung 8.) ift, aus der dann die 9.) ohne Weite: 
res hervorgeht. 
Sat man aber af, und 92F, gefunden, fo kennt man drei Glieder 
der Entwiclung von 6 ,, Cnach @ oder nach S. 54. ©). 
Buiſpiel 2. Es fen gegeben 
$, = 71? - 2? 
und „ . 2, =1—%x+ör”, 
fo dag alſo Ä 
3) 00 = 7(1—22-+52?)?— (t - 22-4-5x2°)? 
iſt; und man fol das, was aus f,, wird, wenn man x-F-h faft x ſetzt, 
alfo den Ausdruck 
fg oder 7U— Axt) +5c+h)?]? — 1—Xx-+h)-+5(<-+b)?]> 
in eine nach ganzen Potenzen von h fortlaufende Neihe verwandeln, und 
zunächſt wenigſtens Die zwei erfien Glieder diefer Meihe herflellen. 
Man findet aber bier aus vJ | 
of, ,, = Al, - 92,» 
‚ während | 
of, = 147 — 37? und 02, = —2-+-10x 
gefunden wird. Alfo if 
of, = (142z—32?)(—2-+10x) 
| — [141 —%x +5x?) —3(1—2%x 4+5x2)2](—2-+ 10x); 
‚oder, wenn man dieſes nach x ordnet, 
= —22-+142z — 216x? + 1602’ -+750x* —750x°. 
Stellt man f,, nad) x geordnet her, fo erhält man 
| f,, = 6—22%x-+71x?”— 722?-440x* +150x°—125x° 
und daraus würde Of,,, direkt Cindem man jedes Glied mit dem Expo⸗ 
nenten von x .multiplieirt und dann ben Erponenten um & vermindert) 
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gerade fo gefunden werben, wie wir folches mitteli unferer Sermel ge 
funden haben. 
$. 58. 

Um von biefem allgemeineren binomifchen Lehrfage auch 
eine Anwendung zu geben, ſeyen <—h, x und x--h drei 
nächſt auf einander folgende Werthe von x, und wir wollen 
bie drei zugehörigen Werthe von f., nämlih 

,, f, und f+n 
mit einander vergleichen, unter ber Boraugfegung, daß fie mit 
x gleich reell find. 

Es ift aber nach dem allgemeineren binomiichen Eehrfage 

($. 54. ©) 
h h? h> 
. Ga—k= 1) Peer tn X: ar a ll Sara mia 


und, wenn man bier überall —_ ſtatt h fegt: 
h> 
La . α -. 
Iſt nun O5, für den in Rede Gehenben Werth von x nicht 
der Null gleich, fo haben (nach $. 50. NR. 7.), weil bier h 
unmdlich-Elein gedacht ift, die beiden Differengen I) u. IL) vers 
ſchiedene (+ oder —) Vorzeichen. Deshalb 
mwachfen alle drei Werthe von f, mit denen von x zugleich, 
fo lange Of, po ſitiv ift; dagegen nehmen alle drei Werthe 
von f, fortwährend ab, während die Werthe von x wachfen, 
fo lange Of, negativ ift. 
Iſt aber für den in Rede fichenden Werth von x, der Koeffi: 
dat 9, —=0, und nicht 9°5, der Null gleich, fo find beide 
Differengen I.) und IT.) zugleich pofitio, wenn 9°f, poſitiv wird, 
dagegen zugleich negativ, wenn I*E, negativ wird. Alſo 
findet gerade ein Uebergang vom Abnehmen der Werthe von 
£, zum Wachſen fiat, wenn Of. — O und def, poſitiv if; 
dagegen findet ein Uebergang vom Wachien zum Abnehmen 
der Werthe von f, flatt, wenn Af. — O und I? negatio 
ſeyn ſollte. Im erſtern Fall heißt der Werth von £, ſelbſt, 
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der Eleiner ift als feine beiden nächften Nachbar Werthe _. 

und Kr, ein Minimum oder ein Kleinfled. Im andern 

Balle dagegen, two der Werth von f, größer ift als feine bei: 

den nächften Nachbar Werthe &— und rn, wird derfelbe 

ein Maximum oder ein Größtes genannt. | 
Sollte der Werth von x nicht blog 9% —= 0 fondern auch noch 
925, —=0 machen, fo würde def, pofitiv oder negatio, ein ſteti⸗ 
ges Wachſen oder ein in diefem Augenblicke fattfindendes ſteti⸗ 
ges Abnehmen der Werthe von F anzeigen. Würde aber der 
felbe Werth von x, welcher 9, — 0 und 9, = 0 macht, aud) 
noch 9°&— N machen, fo würde ein pofltiver Werth von Oh, 
ein Minimum, ein negativer Werth von I, dagegen ein Mari 
mum des Werthed von anzeigen. — U. f. w. f. 

Sucht man 4. DB. die Werthe von x, welche 

7—12ı+-x° 

zu einem Marimum machen, fo bat man 

| =7—1ıx +’; of 9, —=—12-+3x”. 

Die Gleihung af, = 0 d.h. —1243x? = 0, giebt num für x zwei Wer 
tbe, nämlich x= +2 und = — 2. — Man findet ferner 
92, = 0x 

und da diefer Ausdruck 6x pofitio wird für «= -+2, fo bat f, d. h. 
7—12x+x° für x -+2 einen kleinſten Werth d. h. der Werth von- 
£, wird größer, man mag x um unendlich wenig größer oder Heiner ald 
+2 nehmen. — In der Khat wid frx= +2, 5 =—9 dagegen 
wird für x— 2+h, der jugehörige Werth von L, = —9--6h?-+6h?’; 
‚ alfo jedesmal größer als —9, wenn h unendlich Bein gedacht wird. 

Weil aber ferner 9°f, = 6x, für den andern, aus af, = 0 hervors 
gehenden Werth —2 von x, negativ wird, fo hat £, d. b. 7—12x-1-x° 
fir = —2 einen größten Werth. Und in der That ik für = — 2 
der Werth von £, = 3; und für = —2h, wird dann der Werth 
von f,, 23 —6h?+6h?, folglich jedesmal Heiner ald 23, fo lange h 
‚unendlich Hein gedacht wird. | 

Der Werth von £, oder 7—12x+2? if negativ fr = . 
und wächft mit x zugleich fo lange of, d. h. —12-4-3x? pofitiv if, alfo 
bis man zu x —2 keommt. — In diefem Augenblide iſt f, ein Mari 
mum umd hat den pofitiven Werth 23. — Hier if alfo der Nebergang 
vom Wachſen des f, zum Abnehmen. — So wie daher x größer als —2, 
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aber Tleiner ald 2 genommen wird, fo ik f, im Abnehmen begriffen, 
während x wächſt, weil für alle diefe Werthe von x (zwiſchen —2 und 
+2) der Werth von of, negativ wird. — Go wie aber x bit zu +2 
herangewachfen it, fo tritt wiederum der Nebergang vom Abnehmen zum 
Wachfen der Funktion & ein. Der Werth 5 = —9 iſt der Heinfe, den £, 
annimmt Cund zwar für x = +2); son da ab wächſt £ wiederum mit 
x zugleich, und zwar ohne Ende fort, weil für ale Werthe von x, weiche 
>32 find, af, d. h. —12-4-3x? immerfort poſitiv bleibt *). 


$. 59. 

Mir fehen zu gleicher Zeit aus der Form der Differenz I.) 
dag, wenn f eine endliche oder unendliche Neihe nach x vor: 
ſtellt, dann Die zu unmerklich verfchiedenen Werthen von x gehö⸗ 
rigen Werthe von % ebenfalls nur unmerklich von einander vers 
ſchieden find, wenn fie nur wirklich eriftiren, und reell find, 
d. 5. wenn nur, im Falle die Reihe f, eine unendliche feyn 
ſollte, folche für die in Rede flehenden Merthe von x wirklich 
allemal convergent iſt, und einen reellen Werth hat. 

Wird Daher £, für irgend einen reellen Werth a von x 
pofitiv, für irgend einen andern reellen Werth b von x aber 
negativ, fo muß swifchen a und b ein Werth von x liegen (der 
>a und <b, pder der >b und <a iſt) für welchen = 0 


*) Man kann den Gang ber Werthe einer folchen Neihe f, durch 
eine Figur (ſ. Fig. 40.) verfinnlichen. Dan denkt ſich zwei auf einander 
fenkrechte Gerade X’OX und Y’OY; trägt von O aus auf OX’ alle nes 
gativen Werthe von x (nach einem beliebigen Maaßſtabe) ab, fo wie auf 
OX alle pofitiven Werthe son x. In den Endpunften diefer (Abfeiffen-) 
Merthe von x, errichtet man Parallelen mit Y’OY, und trägt von dieſen 
Endpunkten aus auf biefen Parallelen die sugehörigen Werthe von £, ab, 
nach oben, wenn fie pofltiv, nach unten aber, wenn fie negativ find. Diefe 
werden dann Ordinatens Werthe genannt, Die Endpunkte diefer Ordina⸗ 
ten⸗Werthe bilden nun in der Regel eine krumme Cund Ausnahmsweiſe 
eine gerade) Linie: und dieſe verfinnlicht den Gang der Werthe son f » 
wie fie su den von wo an durch 0 hindurch big zu +0 .hin fletig 
wachſend gedachten Werthen von x gehören. — Wo Diefe Kurve der Ab⸗ 
feiffen-Are X’OX begegnet, da fchneibet fie die CAbfeiffen) Werthe 
von x ab, für welche der Werth von & weder poſitiv, noch negativ, fonz 
‚dern der Null gleich wird, 





s 
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wird, wenn nur £ für alle Werthe von x zwiſchen a und b 
wirklich lauter reelle Werthe bat. 
Auf diefen Sa gründet ſich die Auflöfung aller Höheren 
algebraifchen Gleichungen vom beliebigen Grade mit reellen 
Koefficienten, auch der Gleichungen, welche die Form der höhern 
haben, nämlich die Form 
a+-bx+-cx? dx’ text fx’... in infinit. = 0}, 
dabei aber, um fo zu fagen, von unendlichem Grade find (in 
welchem Falle die Gleichungen zu den tranfeendentn gezählt 
- Wwerden), fobald nur die Koefficienten der Gleichung reell und . 
in Zifferns Ausdrücken gegeben find und wenn ein reeller Werth 
des Unbekannten wirklich eriftirt. 
Es fey 5. B. ein Werth von x gu finden, welcher der Gleichung 
xt xt 3,56 5° ne 
A... I-strG90t07 in infinit, = 0 
genügt. j 
» Da biefe Reihe zur Linken (nad) $. 51.) für jeben reellen Werth 
von x eonvergent ift, fo kann man dieſen beflimmten Werth von x wis - 
fhen Fo und a ſuchen. Da ferner diefe Gleichung blog gerade ' 
Potenzen von x enthält, fo genügt ihr «allemal auch der Werth —a flatt 
x, wenn der Werth Po ſtatt x genügt hat. — Schreibt man fewser die 
Gleichung 1.) noch fo 


x? x? x® x? y!o . 

B- 1-Z(1-37)-U1-73 tn er 11-12 =t, 
und wird der Ausdrud zur Linken des —= Zeichens Cin A. oder in B.) 
durch £, bezeichnet, fo überzeugt man fich bald, daß f, negativ wird für 
x 2, dagegen poſitiv wird für x 0; folglich liegt zwiſchen O und 2 

‚ ein Werth von x, welcher £, == 0 macht. — Man berechnet nun f, für 
den dazmwifchen liegenden Werth. 1 von x Auch hier findet man bald, 
daß f, noch pofitiv wird; alfo Liegt zwiſchen 1 und 3 ein Werth von x, 
melcher £ „=0 macht. — Man fegt nun 1,5 (welches zwiſchen 1 und 2 
liegt) ſtatt x, berechnet dazu f, und findet £, noch immer pof itin 9); 
alfo liegt gwifchen 1,5 und 2 ein Werth von x, welcher £,=0 macht. — 





PET DIE TRERSLL T VER 


*) Um £ au berechnen für irgend einen Werth von x, wird man fo 
viele Glieder deſſelben f, berechnen, bis die Nenner der folgenden Glieder 
fo groß werden, daß die folgenden Glieder auf die Anzahl der Decimal⸗ 
fielen, welche man herftellen mil, Beinen Einfluß mehr haben. 
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Man verfucht es nun mit 1,6, umb für biefen Werth von x rechnet ſech 
bald 5, negatin aus. Zolglich liegt zwiſchen 1,5 und 1,6 ein Werth 
son x, welcher £ — 0 macht. — Man fest nun 1,555 1,56; 1,57; 1,58 
nach und nach ſtatt x, berechnet jedesmal f, dazu, und findet den Werth 
von ſ, bie drei erfien Male immer wieder pofitiv, dagegen dad vierte 
Mal negativ; alfo liegt zwiſchen 1,57 und 1,58 ein Werth von x, wel⸗ 
der f, = 0 macht. 

Dan begreift, wie man fo fort fahren Tann, um immer nähere und 
nähere Grenzen su erhalten, zwiſchen denen ber gefuchte reelle Werth 
son x liegt. 

Hat man aber einen Werth 1,57 von x gefunden, welcher 
dem gefuchten fehr nahe Eommt, fo kann man felbigen durch 
x,— dag noch fehlende durch h, alfo den gefuchten Werth 
von x durch x-—-h bezeichnen, und bat nun zur Beflimmung 
von h bie Gleichung j 


fr == 0, d. h. 40% LBS = 
wo 
x? x? x°® 
"el-gtgraet 
alfo (nach $. 54.) 
x3 x: 
= 7 J re 
u. ſ. mw. f. if, während ſtatt x der Näherungs⸗Werth 1,57 ges 
fetst werden muß. Läßt man aber aus biefer Gleichung, welche 


h beftimmen fol, alle höhern Potenzen von h, als fehr Elein, 
weg, fo befommt man bloß 


+a6.h=0, alſo h= — 


für dieſen Näherungs⸗Werth von x (1,57) ausgerechnet. Auf 
diefem Wege bekommt man h pofitiv, wenn 1,57 flatt x gefetze 
wird, dagegen h negativ, wenn etwa 1,58 flatt x gefeßt werden 
follte. Welcher der beiden Grenz Werthe aber bei dieſem letz— 
teen Berfahren genommen werden müffe, wenn x--h wirklich 
dem gefuchten Werthe von x näher liegen fol als der im dies 
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fer Berechnung von bh, zu Grunde gelegte Grenz Werth von 
x,— hat Fourier zuerft gezeigt, während die Auflöſungs⸗Me—⸗ 
thode felbft die Nemwton’fche heißt. Hierauf müſſen wir ſpä⸗ 
ter bei Gelegenheit der Lehre von den höhern Gleichungen noch 
einmal zurückkommen. 


Man findet aber auf diefem Wege, wenn 1,57 ſtatt x gefest wird, 
as h= — * ſogleich h = 0,0008; dagegen wenn 1,58 ſtatt x ſubſti⸗ 


tuirt wird, h=— 0,0092. In beiden Zällen findet fich der mehr ge 
näherte Werth <-H-h, — 1,5708. 


f 
Wird dann diefer Werth 1,5708 ſtatt x geſetzt, in ı=— 
x 


findet fi) h abermals negativ dazu, nämlih h==——0,00000368; und man 
findet nun den gefuchten Werth von x ſchon bis auf 7 Decimalftellen 
genau, näntlich x == 1,5707963. 

Auf diefelbe Weiſe findet man einen zweiten Werth von x imifchen 
4 und ö, welcher abermals £, u Null macht, weil f, für x—=4 nega⸗ 
tiv, für x=5 aber pofitis wird Cusl. die zweite Abthlg. des nächſt⸗ 
folgenden Kapitels). 

Als neues Beifpiel Tann man die Funktion ,—=7—12x+-x?” bes 
trachten, welche wir fchon im Beifpiel gu $. 58.) hinf chtlich des Ganges 
ihrer reellen Werthe näher unterſucht haben. — Weil fie für = — © 
felbft den Werth) — oo annimmt, für z=—2 «ber pofltiv (= 233) 
wird, fo liegt zwiſchen — oo und —2 eig (negativer) Werth von x, der 


fie zu Null macht. — Weil fie ferner für = —2 poſttiv (= +33), für u 


x=+2 aber negativ wird (namlid = —9), fo liegt swifchen —2 und 
+2 abermals ein (pofitiver oder negativer) Werth von x, der folche Funk⸗ 
tion 7—12x+x?’ der Nu gleich macht. 

> And weil endlich diefe Funktion £, d. h. 7—12x-+-x°, für x=-+23 
negativ, für = 60 aber poſitiv Cnämlic ebenfalls +) wird fo liegt 
swifhen +2 uud p0 noch ein Cpofttiver) Werth von x, melcher der 
Gleichung 
| 7—12x+x’=0 
genügt. 


Der Anfänger mag nun verfüchen, Diefe drei reellen Werthe der - 


| lestern Gleihung auf dem fo eben befchriebenen Wege näher zu be- 
Kimmen. Derfelbe Tann noch bemerken, daß für x0, die Funktion 
1,75. h. noch poſitiv wird, fo daß der zweite Werth von x zwi⸗ 
{den 0 und —2 liegt, elf ebenfalls poſitiv fich zeigt. Und ba für 
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x=+1, L=—4 alſo ſchon Negativ wird, fo liest diefer zweite 
Werth von x zwiſchen 0 und 1. — U. f. w. f. 

In der bald folgenden „Lehre der höhern Gleichungen“ ik hierüber 
in der dritten Abtheilung das Weitere zu fuchen. — Hier wollten wir 
nur einfiweilen den Nutzen des allgemeineren binomifchen (d. b. des Tay⸗ 
Ior’fchen) Zehrfages in einem nahe liegenden Salle der Anwendung aus 
ſchaulich machen. | 

$. 60. 
Man kann auc den allgemeinern binomifchen Lehrfag aus⸗ 
dehnen auf den Fall, wo man eine Doppel: Reihe bat z. B. 
Ao.o FAoO.X TA.0 2? -.. 
A. 2 FAı122 FA, X’ 
ana A Ara 
++: +4 
welche durch fr. bezeichnet feyn mag, two nun nicht bloß x-+-h 
ftatt x, fondern auch z-+-k flatt z gefeßt wird, und wo mau 
das Reſultat Fryn. zn abermalß in eine Doppel⸗Reihe entwickeln 
will, welche ſowohl nach Potengen v von h als auch nad) poten. 
zen von k fortlauft. 
Man bat nämlich zunächfl, wenn man bloß x-+-h flatt x 
ſetzt (nach $. 54. ©). 
j ® h2- +3 
a S , · -,. · πα P 
wo bie Koefficienten IE, 92, def, etc. etc. alle noch 
 z enthalten. Setzt man dann in diefer Gleichung links und 


rechts noch z+-k flat z, fo erhält man auf ber rechten Seite 
nach demſelben ($. 54. ©) 


ſtatt 5. jet But dk he, 
Rast 36, jest AH ade det, 


ſtatt d2f. jest def HOF tn 


u. ſ. w. f., fo daß die vorfichende Gleichung, fobald 2+k 
flatt z geſcet wird, übergeht in 
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| gJer he '\ 
et Ha de 


-0f, Ba Hu 


4 09°. 37 - +19: ae * KL. .. 
k> 
If. 37 in 
Und dies iſt die gefuchte Entwicklung von Fuyn.yı in eine Dop 
pel⸗Reihe nach h und k. 
Hätte man in fr. zuerſt z4-k flatt z gefeßt, und dann erft 
noch x--h flaff x, fo hätte man erhalten 


ren = hut ‚h+ 9°, hi + 3%. a Lan 
HI KHOOR, — Fa it” 
+ 396, a7 MEERE 2 St . 


det. ar * 


Vergleicht man aber dieſe beiden Reſultate für Feynsy mit 
einander, fo findet man noch 
= ee 

d. 5. es iſt einerlei, ob man jedes Glied von &., zuerſt mit 
dem Erponenten von x multiplicirt und 1 vom Erponenten ſub⸗ 
trahirt, und dann erſt mit dem Exponenten von z multiplicirt 
und 1 an dieſem Exponenten ſubtrahirt, oder ob man daſſelbe in 
umgekehrter Ordnung thut; — was ſich freilich bei der bloßen 
Anſicht eines ſolchen Gliedes z. B. A, 2’ von ſelbſt ver⸗ 
ſteht. — Deshalb könnte man auch O1, ſtatt (fr), oder 
ſtatt OCof,)s ſchreiben, desgleichen drıf,. ſtatt 22(df.), oder 
ſtatt 9(9°6,),5 ferner 0126. ſtatt Eh oder flatt 20025.),; 
u. ſ. w. f. 
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Sollen nun aber die Werthe von x und z gefunden wer⸗ 
den, welche Sf. größer machen, als alle durch Surpnaroh AUS 
gebrückten, für ein unendlich⸗kleines hund für alle denkbaren 
Werthe von p und q fich ergebenden nächften Nachbar» Werthe 
von &., ſo darf man nur in dem vorfichenden Ausdrud für 
fr. + flatt hjegt ph, und qh flatt k fchreiben, und man 
erhält fogleich Fryrpnargn nach Potenzen von h geordwet, fo 
daß man 
1) Kt pluet+gh Fr 
= fi, H%- pt D-b-Ha®%, -p?+2-9°f, „pgta®, pP) rt ... 
erhält. Dann darf man nur die Schlüfle des $. 58.) wieber- 
holen, und man findet fogleich wieder, daß f,. nicht ein folches 
Marimum werden Tann, wenn nicht der Koefficient von h' für 
alle denkbaren Werthe von p und q der Null gleich wird, alfo 
wenn nicht für alle Werthe von p und q 


=) 9. p-+Ah,-q = 0 
wird, welches nur dann der Fall feyn kann, wenn einzeln 
3) Ä %=0 und 9=0, | 


| iſt, weil außerdem die Gleichung 2.) nicht exiſtiren würde, wenn 
q=0 und p beliebig, und auch nicht, wenn p—O und q bes 
liebig genommen wird. 

Ganz daffelbe muß aber gefagt werden, wenn = Eleiner 
werden fol, als Forphargn für ale denkbaren Werthe von p 
und q und für einen unendlich»Fleinen Werth von bh’ gebasht. 
immer müſſen Die beiden Gleichungen 2.) zu gleicher Zeit . 
ſtatt finden. 

Es machen aber die Werthe von x und z, welche aus den 
- Gleichungen 2.) für x und z fich ergeben, den Werth F. zu einem 
Gröoßten (Marimum), wenn der Koefficient von h? in l.) für 
alle denkdaren reellen Werthe von p und q negativ wird. 
Wird dagegen derfelbe Koefficient unter denfelben Vorausſetzun⸗ 
gen immer fort pofitin, fo hat &. (gegem alle nächften Nachs 
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bar: Werthe Korn ran) einen kleinſten Werth (Minimum). — 
Bezeichnet man aber durch | 

A, B € 
besüglich die Werthe von 
0°f,, gif, 0”f,, 
welche diefe Ausdrücke für diejenigen Werthe von x und z ans - 
nehmen, die den Gleichungen If,—=0 und I,=0 genügen, 
fo iſt der Koefficient von h? dieſer: 


Ap*-+2Bpg-+-Cg*, 
oder, Wenn man rn —r fegt, diefer 


ps (Aka ober Op (r+) HA acc 
Folglich iſt, da die Quadrate allemal poſitiv ſind, — lange 
nur A, B, C fo wie p und q reell gedacht werden, dieſer 
Koefficient von h? offenbar immerfort negativ, wenn C 
negativ ift und AC>B?; dagegen ift berfelbe Koefficient 
allemal und immerfort pofitiv, wenn C pofitiv und 
wiederum AC>B? if. 
Iſt daher nicht AC) Ba, und find auch nicht zugleich 
A, B, C alle drei dee Null gleich, fo machen die Werthe von 
x und z, welche 9, = 0.und 9, —= 0 machen, den Ausdruck 
f,. weder zu einem Marimum noch zu einem Minimum (in 
Bezug auf alle Durch Ferpn..rgn ausgedrückten nächften Nach 
bar: Werthe). — Wird aber AC>B? gefunden (und in bie 
fem Sale find A und C beide zugleich poſitiv, oder beide zu⸗ 
gleich negativ), fo ift f,, ein Marimum, wenn A oder C 
negativ gefunden wird; und ein Minimum, wenn A oder 
O poſitiv if. 
Nehmen wir als Beiſpiel 
— 0—— 


fo findet ſich 
af, - 42 65 4 und 9, =4r— ixr—7. 


Die Gleichungen &,=0 und a, = 0 werden daher jest 


t 
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+6x+4=0 und 4z-42—7=0, 
nan folche nach x und nach z auflöß 
ı=I und 2*Y. 


A. auf =—4=B und def ⸗40. 
2 und A und Cpoſitiv. Demnach nimmt f. für 
’ einen Fleinken Werth an, welcher =— 75 if. 
der z oder beide, um unendlich wenig vergrößern ober 
- immer wirb ber augehörige Werth von f,, größer als 
18 zweites Beiſpiel 
£,=1—-1ı%—97:+2°+2°, 
19-4322; a, =—7-+32; 
; au, =0; 3,62 
ar, =0 md 9,0 geben jest 
ı=+ md ı=+3 

=+3, wird AC>B? und A (oder C) pofitin; folge 
fe Werthe von x und 2 einen kleinſten Werth. — 
=—3 wird AC>B? und A (oder CO) negativ; alfo 
Werthe von x und z, bie Funktion Gr einen größs 
'x=+2 und 2=—3, der =—2 und z=-+3 
<B?; alfo hat dasmal Cin beiden letztern Fällen) 
sBeften noch einen Heinfien Werth. — 











Sie 


Siebentes Kapitel. 





Von den natürlichen Potenzen und Logarithmen. Von den 
künſtlichen Potenzen und Logarithmen. Von den natür⸗— 
lichen Sinus und Koſinus. 


Einleitung. 


§. 62. 


In der geſammten Analyſis ſpielen die Sinus und Kos 
ſinus, d. h. sinx und cosx, eine wichtige Role. Man kann 
aber zu ihnen auf zweifache Weife gelangen. Der eine (ge 
fchichtliche) Weg zeigt die Sinus und Kofinus in ber Geometrie 
zuerft vor, als Linien in dem Kreiſe, deffen Radius 1 ift, und 
welche von dem Bogen x dieſes Kreiſes auf die (geometrifch 
ſichtbare) Weiſe abhängen, daß anfänglich sin x mit x zugleich 
aber nicht proportional mächft, während cos x gleichzeitig ab: 
nimmt. Beobachtet man aber dieſe Abhängigkeit der ( Kreis-) 
Sinus und Kofinus von dem (Kreid-) Bogen, fo muß man 
ſich bald fagen, daß alle diefe Linien nebft den zugehörigen Bo⸗ 
gen beftimmte Ziffern Werthe find oder vorftellen, Daß dagegen 
.ein allgemeiner Ausdruc, der x enthält, eriftiren muß, 
welcher für die verfchiedenen Werthe, die der Bogen x anneh: 
men Eann, die verfchiedenen (Ziffern) Werthe liefert, welche 
sin x hat; und daß ein zweiter allgemeiner Ausdruck eriftiren 
müffe, welcher auf. biefelbe Weife für alle Werthe bed Bogens x 
die zugehörigen Werthe derjenigen andern Linien liefert, welche 
im Kreife unter dem Namen cosx vorkommen. 

Betritt man diefen (gefchichtlichen) Weg, fo fucht und fin 
det man (nach $. 47. III. u. I) die Reihen 

BT 8 
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e’x? e*x*® 
2 4! 


ec x 
al 
und 


3 s.> a? 2a+1_3s+ 
et Fr as 
weiche für jebes c bezüglich eine der Haupt: Eigenichaften Ber 
Kofiuns und Sinus im reife haben. Daum fucht men Een 
Bert) von c, für welchen im einem einzigen Galle, 5 D. wenn 
x umenblich-Eleim gebacht wirb, bie zweite dieſer Neihen wirklich 
den Werth bes sinx im Kreiie liefert. Man findet (weil ssmx 
tem Bogen x deſto müher rückt, je Eleimer x gehucht wird, die 
obige zweite Neibe aber Dem cx deſio mäher rũckt, je Flcimer x 
gedacht wird) c—1. Wan hofft dann, daß für c—=1 Die 
erſtere Nahe 














xt — 
1-47 +" > — 
und Eie andere * 


der Etuns und Koſinus führen. — Dieſe beiten Neiben find 
dann, wenn Die Hoffnung wicht trügt, bie eigentlichen und 
wahren Kofuns und Einns, und was in der Elementar⸗DTi⸗ 
gonometrie unter denfelben Ramen vorfam, das waren nur bie, 
ale Linien fichtbar gemachten, zu den verfchiehenen Werthen des 
Bogens x gehörigen Ziffern⸗Werthe dieſer allgemeinen 
Ausdrücke. 

In fo ſern aber cosx und sıux nun fo allgemein aufge 
faßt werben, fo Bat man aufer ben Ginud: und Kofiund- 
Werthen in der Elementar: Trigonemetrie, auch nech ambere; im 
fo fern man mach den Wertben fragen fan, welche dieſe Rei 
hen anuchmen, nicht bloß wenn man fait x negative Zahlen 
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oder Null fegt, fondern auch, wenn ſtatt x etwa q-i oder 
p-+gq:i gefeßt wird; unter i die y—1 verftanden. Dies giebt 
cos (qi), sin(g), auch cos(p-+-q-i) und sin(p—+-q-i), und 
man findet fogar nach diefer Subftitution, dag cos (qi) einen 
reellen Werth annimmt und sin (qi) die Sorm Q-1 erhält, wäh: 
vend, weil 

sin{p-+qi) =sinp-cosgi-+eosp-singi 
und | | 

"cos(p-Fqi) =cosp-cosg— sinp-sinqi *) 

gefunden wird, ſowohl sin(p-t+-qi) ald auch cos(p-+-qi) Werthe 
von der Form P-+-OQi annehmen. 

So einfach dieſer Gang ift, um fich von ben fpeciellen 
Sinus und Kofinus der Elementar:Trigonometrie zu den all: 
gemeinen Ausdrücken zu erheben, deren Ziffern: Werthe jene 
nur find, und deren Eigenfchaften im Allgemeinen zugleich die 
weſentlichſten Eigenfchaften jener Ziffern Werthe enthalten, — 
fo wird der geneigte Lefer doch fühlen, daß er auch feine ſchwache 
Seite hat. Es iſt namentlich gewagt anzunehmen, daß wenn 
in der Reihe | 





c’x? e’x® 
— — — — 0 0 6 
71 5! 


c für irgend einen Werth von x fo beſtimmt worden ift, daß 
die Reihe felbft flir dieſen Werth von x mit dem elementaren 
sinx zuſammenfällt — daß biefer Werth von c für alle übris 
gen Werthe von x denfelben Werth behalte, — wenn wir auch 
annehmen Eönnen, daß berfelbe Werth von c für eine unendlich 


*) Da dies die Kormeln find 

sin(<+-2) = sinx:cosz-t+cosx-sinz 
und cos -2) = cosx-cosz— sinx-sinz, 
folche aber in den Elementen nur für reelle Ceigentlich nur für pofitive) 
Werthe von x und z erwiefen werden, fo Tann man diefe Formeln eigent- 
lich nicht fo allgemein gelten laſſen, als dies oben gefchehen iſt; und es 
müffen daher diefelben Zormeln eigentlich vorher noch einmal bewiefen 
werden, daß fie nämlich für jedes allgemeine x und z gelten. 

8 * 
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große Anzahl von Werthen von x berfelbe bleibe, bie dem er- 
ſteren näher anliegen. — Auch fragt es fich, ob überhaupt eine 
nach x fortlaufende Reihe eriftirt, welche alle Werthe bed Ele 
mentar⸗ Sinus von x auszudrücken im Stande iſt; denn daraus, 
daß die im $. 47. IIL.)-und IV.) gefundenen Keihen eine Er 
genfchaft der Kofinus und Sinus enthalten, folgt noch nicht 
nothwendig, daß fie nun alle Eigenfchaften von Koſinus und 
Sinus, d. h. daß fie jene Kofinus und Ginus felbft alle ent- 
halten werben. 

In diefer legtern Beziehung iſt der andere Weg vorzuzie⸗ 
ben, der nun näher bezeichnet werben mag. Man braucht näm⸗ 
lich Elementar:Trigonometrie gar nicht vor der Analyfis zu 
betreiben, und mern man fie fchon getrieben hat, fo kann man. 
fie doch ignoriren, und kann bier (in der Analyfis), wo ohne 
dieß von dem unendlichen Reiben gefprochen wird, diefe bei- 
den Reihen . 

2 ya yge 
I-gtarmant 
und. 
8x5 gr 
+7 Suse 
unter irgend einem Namen, wozu man die Namen und Zeichen 
cosz und sinx wählen kann, einer näheren Betrachtung unter- 
sieben, ihre Eigenfchaften näher kennen Iernen, und es ſpäte⸗ 
rem Unterrichte in der Geometrie überlaffen, nachzuweiſen, daß 
die Ziffern Werthe, welche fie für Die pofitiven Werthe von x 
annehmen, allemal die Längen gewiſſer Linien im Kreife aus: 
drücken, wenn x die Länge eines Kreisbogens vorſtellt. 

Diefer Weg, der vom Allgemeinen ausgeht und zu ben ber 
fonderen Fällen erft fpäter gelangt, ift ganz gründlich, läßt nir⸗ 
gends etwas zu münfchen übrig, und kann in. den Augen des 
Anfängers nur dag Unangenehme haben, daß ihm diefe Reihen 
wie vom Himmel gefallen erfcheinen, während fie auf, dem er- 
fiern (gefchichtlichen) Wege aus dem Bebürfuiffe hervorgegangen 
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find, die geometriſch anſchaulichen Geſetze des Fortſchreitens der 
Werthe von sinx und cosx, in allgemeinen (analytifchen) Aus: 


drücken nachzuweiſen. Allein dieſe beiden Reihen 15,4 * 
3 J 
und at erfcheinen ja nicht bloß in der Geometrie 


(im Kreife), fondern in analytiſchen Unterſuchungen ſelbſt, wie 
wir bald zeigen werden. So wie ſie aber erſcheinen, kann man 
ſolche ſogleich einer nähern Betrachtung unterziehen, und zwar 
zeigt die Art der Erſcheinung ſogleich ganz einfach auch die Art 
der Behandlung, der ſie unterworfen werden müſſen, um ihre 
allgemeinen Eigenſchaften auszumitteln. | 

Sp viel vorläufig über Sinus und Kofinus. Wir bemer 
Een hier nur noch daß, nachdem in dem vorſtehenden der ge: 
fhichtliche Sang hinreichend anfchaulich gemacht worden ift, wir 
in dem gegenwärtigen Kapitel abfichtlich den zweiten Gang ein- 
Schlagen, alfo Elementar-Trigonometrie gar nicht vor⸗ 
ausfegen, fondern fpäter erfi die Anwendung unferer 
Reihen auf Geometrie und auf den Kreis ung vor 
behalten. | — 


I §. 63. 

Ganz anders iſt es mit den Potenzen. — Segt man 
b=a—1, fo dag a=1--b ift, fo ift nach dem binomifchen 
Lehrſatze | - | 


"(lH Hr 12 


Multiplicirt man nun hier x«(x—1), x(x—1)(x—2), u. f. f., d. h. 
verwandelt man diefe Produkte begüglich in die algebraifchen Sum⸗ 
men —x-+x?, 2x—3x:+x?, u fi f., fo befommt man.fogleich, 
wenn diefe Werthe in obige Reihe fubftituirt werden, und wenn 
man die Glieder ordnet, eine Doppel: Reihe, welche entweder 
nach Potenzen von b fortlaufend geordnet werden Fann, fo daß 

‚die Koefficienten (Cendliche oder unendliche) Neihen nach x find, — 
welche aber auch nach Potenzen von x geordnet erden kann, 
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fo daß die Koefficienten Reihen nach b find. Hier weiß man 
alfo, daß die Elementar: Potenzen, die man früher Eennen ges 
lernt hat, fich wirklich durch eine, nach ganzen Potenzen von x 
fortlaufende Reihe ausdrücken laffen. Wenn man daher im 
$. 47. I.) alle nad) ganzen Potenzen von x fortlaufende Rei⸗ 
hen gefunden hat, welche mit der Potenz a“ bie Eigenfchaft ge: 
mein haben, nach welcher a'.a' —a't* iſt, und wenn dieſe 
alle in der ainzign 

Aꝛ2nx, Asxs, Atyt 


(R,) ... 14 7177 21 +57” a1 + 4! re" 


ſtecken und aus See einzigen fir Die verfchiedenen Werthe, die 
man flatt A feßen mag, hervorgehen, fo muß die obige, mittelft 
des binomifchen Lehrfages für a“ erhaltene, nach ganzen Poten⸗ 
jen von x fortlaufende Reihe, ebenfalls darunter mit begriffen 
feyn, und man kann fich daher die Srage fiellen: „Welchen 
„Werth muß A annehmen, damit die Reihe R, den Werth 
„der elementaren Potenz a" (mo a beliebig, aber x pofitiv oder 
„negativ gang, oder mo x beliebig reell, aber a poſitiv gang 
„oder gebrochen’ ift) erhalte, welchen der Werthe von x man auch 
nimmer flatt x fegen möge! — Für jedes andere a wird auch 
A anders werben müffen, und nimmt man A zuerſt an, fo wird 
ſich a dazu finden laſſen, und fo, daß der Werth der Reihe R, 
mit dem Werthe Ber elementaren Potenz a“ zufammenfällt, fo 
oft ſtatt x einer der Werthe gefegt wird, für welchen a" einen - 
Werth bat. 

Es geht aber die Gleichung zwiſchen A und a, aus der 
Gleichung 








| A®rxz? _ A®x? A’x* 
y ee He =s[ a 
bervor, wenn man 1 flatt x ſetzt. Sie wird daher dieſe: 


A, Ar Me X 
I astra st 
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Bezeichnen wir nun den zu A=1 hieraus fich ergebenden 
Werth von a durch e, fo geht die Gleichung 1.) über in ' 
_ x, x2,x3 x 
3) e=1+T7tg5t77+">=8S |. 
während e felbft gegeben iſt durch die Gleichung 


1,1,1 1 
| 4) e= IH+Iratzrt ee — s[-;]- 
Berechnet man fich Diefen Werth von e in Form eines Dich. 


malbruches, fo erhält man niberungöiweie 
5) e = 2,7182818 --- 


Hat man aber den Werh A zu einem gegebenen Werthe 
von a dergeſtalt beſtimmt, daß die Reihe R, mit dem Werthe 
der elementaren Potenz a" für alle die Werthe von x zufams 
menfällt, für welche a* in den Elementen eine Bedeutung erhal- 
ten bat, — fo iſt die Reihe R, allgemeiner als aX, weil R, 
der wirkliche Ausdruck, d. h. die wirkliche Folge der anges 
geigten Operationen iſt, welche mit x im Allgemeinen vorgenom- 
men find, — teil daher R, für jeden, alfo auch für jeden 
imaginären Werth von x, feine beftimmte Bedeutung hat, wäh⸗ 
rend dag, was man in den Elementen unter a” verftand, bloß 
einige der Werthe dieſer Reihe find, für einige (nämlich höch⸗ 
ſtens für alle reellen) Werthe von x. Wir erblidden alfo in- 
der Reihe R, in Bezug auf die Potenz das, wonach mir im 
$. 11.) firebten und Fönnen vielleicht Die Reihe R, als bie all: 
gemeine Potenz hinftelen, d. 5. mir Eönnen vielleicht unter 
dem Namen ber allgemeinen Potenz dieſe Reihe R, einer 
nähern Betrachtung unterziehen, mährend alle frühere in den 
Elementen bekannt gewordenen Potenzen in Diefer allgemeinen 
enthalten find. Ä 
| Verfolgt man dieſen Weg, fo fi indet man eine kleine Schwie⸗ 
rigkeit, welche ſich der Ausführung dieſer Idee hemmend entge⸗ 
gen zu ſetzen ſcheint, und welche darin beſteht, dag man nicht 
weiß, ob und mie zu jedem a auch allemal das zugehörige A 
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wirklich gefunden werden könne. Dies ift der Grund, warum 
wir in dem Folgenden die Reihe R, einſtweilen blog in Dem 
Falle einer nähern Betrachtung unterziehen, in welchem A — 1 


ragraphen eingeleiteten Unterſuchungen mögen nun ſelbſt folgen. 


Erſte Abtheilung. 
Von den natürlichen und künſtlichen Potenzen und Logarithmen. 
$. 64. 


Bon ben natürlichen Potenzen. 


- Die obige Neihe R, für den Fall, daß A= 1 ift, alfo 
die Reihe \ 


AH -Haptart ste s[ä] 


mag durch e* bezeichnet und natürliche Potenz genannt wer 
den, während e die Bedeutung des $. 63. N. 4.) het 

Hieraus folgt ſogleich: 

1) Die natürliche Potenz e* fällt mit der in den Ele⸗ 
menten definirten reellen Potenz a’ für a=e zuſammen, iſt 
aber allgemeiner als letztere, weil in der gedachten Reihe das x 
auch einen imaginären Werth haben Eat, oder beſſer, weil eben 
jest erft unter e* ein allgemeiner Ausdruck, d. h. eine Neihe 

- angezeigten Operationen verftanden wird. ' 
2) Da die Reihe R, (nad $. 47. L) für jeden Werth 
von A die Eigenfchaft Hat, def. 
Rr- R,= Rs. | 
iſt, fo dat fie diefelbe auch fr A=1. — Alfo it für jedes 
reelle oder imaginäre, nämlich für jedes allgemeine x und z, 
= 1. Kemer, | 


genommen wird. 
Diefe in dem vorhergehenden und dem gegenwärtigen Pa⸗ 
t 





— 


w 


\ 
1 
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woraus fogleich auch noch folgt | 
II. er:e —⸗ etu. 
Ferner folge noch aus I.): 


. e*. e*. e*. e*. . —_ etztrtir..- 


oder 
I (de, 
wenn nur m, eine pofitive ganze Zahl vorftell. — Zulegt 


iſt aber auch noch 


ut _ 1 _ u. 
(e) Tr = (nad) I)e””; 


alfo gilt die Formel II.) auch noch / wenn m eine negative | 


ganze Zahl vorſtelt. 


$. 69. 


Don den natürlihen Logarithmen im Allgemeinen. 


Ieder reelle oder imaginäre Ausdruck x, welcher die Eigen⸗ 
ſchaft Hat, daß er e*, —a macht, mag hier und in ber Folge 
immer durch Zoga bezeichnet und diefes Zeichen loga der na: 
türliche Logarithme von a genannt werden **). 

1. Da die Gleichung e*=a, aus welcher dieſer, durch 
loga oder x bezeichnete Ausdruck gefunden werden ſoll (nach 
$. 64.), Feine andere als dieſe iſt: 


mr HH tt = 


folglich die, Form einer höhern Gleichung hat, Die gleichlam 


vom unendlichen Grabe fr fo Eönnen (und werben) mehrere, , 


”) Multiplieirt man nämlich ei mit et, ‚r erhält man ach L) 
fogleich er—"tr oder &®., 


**) In andern Schriften fieht man denfelben auch durch Zog.not.a 


oder doch Durch Zogn.a bezeichnet, was natürlich eben fo gut if. Da man 


in der ganzen Analyfis faft nie andere als natürliche Logarichmen gebraucht, 


ſo iſt es am bequemſten gerade dieſe durch das einfachſte Zeichen aus⸗ 


zudrücken. 
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ja unendlich viele Werthe von x erifliren, bie alle einander nicht 
gleich find, welche aber die Eigenfchaft mit einander gemein has 
ben, bag fie e,—a machen. 

I. Gicht man dem x nach und nach alle fietig wachſen⸗ 
den pofitiven Werthe, von O an bis in's Unendliche, fo 
wächſt e* von 1 am ſtetig bis ins Unendliche, und ift und 
bleibt immer poſitiv, weil alle Glieder ber Reihe e" pofitiv- 
find, und für jedes größere x felbft größer werden. — Giebt 
man nachher dem x alle durch —y vorgefiellten negativen 
Werthe ‚von O bis in's (negative) Unendliche, fo erhält man 


(wesen e=e’= 4) für e* abermals lauter pofitive 


Werthe, welche von 1 an bis zu Null hin ohne Ende fort ab- 
nehmen. — Hieraus folgt: 

1) Eine negative Zahl —a hat keinen reellen Werth 
des natürlichen Logarithmen, weil, wenn x berfelbe wäre, dann 
e—=—a feyn mlßte, während e* für jeden reellen Werth von 
x immer pofitiv wird. Jeder natürliche Logarithme einer ner 
gativen Zahl ift alfo immer imaginär. 

2 Eine pofitive Zahl a hat immer einen, aber auch 
nur einen einzigen reellen Werth ihres natürlichen Logarith⸗ 
men, welcher O ift für a=1, welcher pofitiv if für a>1, 
dagegen negativ für a<1. — Hat daher ein natürlicher Lo⸗ 
garithme einer pofitiven Zahl mehr als einen einzigen Werth, 
fo find die übrigen ale imaginär. 


. 66. 
Bon ben reellen ik Logarithmen (dev pofitiven Zahlen). , 
Wird. a poſitiv voransgefegt und bezeichnet man durch Za 
den, allemal exiſtirenden und einzigen reellen Werth des natür- 
lichen Logarithmen von a, fo fällt Za mit dem in den Elemen- 
ten betrachteten reellen Logarithinen, für den Fall zufammen, 
daß. bei Tegterem die Zahl e ($. 69.) zur Bafis genommen wird. 
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Für diefe reellen natürlichen Logarithmen gelten daher Die aus 
den Elementen bekannten Säge der Logarithmen, nämlich 
| D) °  Zaeb)=ZatZb; 


Y). | ı(}) = La—.Lb; 
3) L(a’) =b-La; 
| b La 
und 4) ZL(ya) = 
Sie können hier auch augenblicklich, fo wie dort, ertviefen werden. 
8.67. 


Berechnung der reellen natürlichen Logarithmen. 


Sucht man (nach $. 63.) den Werth von A, damit die 
Reihe 
A?x?2 , Ax3 , Aax⸗ 
En a a a 
der reellen * a" gleich werde (mo a poſitiv gedacht iR), 
fo findet man fr x=1, 
A, A? 
| 1+7- TTt5r ST + 31 + 
oder a b. h. ALa, 
fo daß für jedes poſitive a und reelle x allemal 
L 2®.(La\? 8, L; 3 
| I. & "=14 —— ——— 2 + en Le 
wird. — Subtrahirt man von jeder Seite dieſer Gleichung J.) 
die Einheit, dividirt man dur) > x und wird ui 0 ftatt x 
geſetzt, fo erhält man 


I. L=- 1_ (für x=0). 


Gegt man nun 14+b=a, ao b=a-—1, fo wird noch ng. 
dem binomifchen Lehrfage 


’=(44H=1-Feb+ + BESTEN 7 — 
Dieſe Reihe zur Rechten * alſo der zur Rechten gleich 








1) 
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ſeyn. Zieht man die Einheit von beiden ab, dividirt man beide 
durch x, und fegt man dann in beiden Null flatt x, fo müſſen 
bie Refultate, die aus beiden hervorgehen, noch’ einander gleich 
ſeyn. Dies giebt aber (wenn man noch ftatt b feinen Werth 
, a—1 ſetzt) augenblicklich die Gleichung 

Li= @N— Ka? a1 —Ka-1Nt+--, 
oder, wenn flat a fein Werth 1b gefegt wird, 

I. Za+b)=b—4b’ 4b —ibtte.. 
Segt man hier —b flatt b und fubtrahirt man beide Neful- 
tate, fo findet man noch 


w At + 


Nach diefen Formeln Eönnte man zur Noth den reellen 





natürlichen Logarithmen von 1b und von ——- ir Näherungs⸗ 


Weiſe berechnen, wenn b<<1 iſt. Wollte man 5 von einer 
beliebigen poſitiven Zahl p den reellen natürlichen Logarithmen 


berechnen, und könnte man ſich die abſolute Wurzel Y=w 
verfchaffen, für den Fall, daß bie Zahl m beliebig und ziemlich 
groß genommen wird, fo ift w allemal von der 1 fehr wenig. 
verfchieden. Segt man dann 

1+b=w, fo b=zw—1 


ober 4 
1-+b w— 
Tamm ab be, 


fo wird in Beiden Fällen b fehr Elein, und man bekommt dann 
aus III.) oder IV.) den Werth von Zw jedesmal mittelft einer 
ſehr fchnell convergirenden Neihe. Weil aber 


\ Yp= w iſt, ſo iſt aach p=w", 
alſo (nach $. 66. N. 4.) 

Ip=m-Lw; 
und fo hat man auch Zp gefunden. Dabei Fönnte man m fo 


ebenen, daß man Yp durch auf einander folgendes Quadrat ⸗ 





van 
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Wurzel: Augziehen erhalten kann, z. B. wenn m=4, ober 
m=8, oder m = 16, oder überhaupt m — 2° genommen wird. : 


Segt man 4 ſtatt b in I), fo erhält man links 


Urt) 85 DEE 6.9. Det) —Za Die Gi 
hung felbft wird dann 
1 1 1 1 
V. LEDS Zt mt", 
Diefe Reihe iſt fehr bequem, um, wenn man bereitd bie 
Logarichmen größerer Zahlen z gefunden hat, bie der nächſt grö- 
ßeren Zahlen 244 zu berechnen. Iſt z. 3. 2>10000, fo 
haben die Glieder mit 22, 2° etc. etc. im Nenuer Eeinen Ein 
fluß mehr auf die 70 Deeimalfek, fo dag man dann ur; 
Lety=L+l oder Za+N— Lı=t 
nehmen kann. 
Man kann viele folche Gleichungen conftruiren, durch welche 
“die Logarithmen der folgenden Zahlen in die Logarithmen der 
vorhergehenden ausgedrückt werben. Um nur noch ein Seifpiel 
zu geben, fegen wir in der Gleichung IV.) 
1+b'_n+z __% 
1-b° nn? alſo bear 
Dann erhält man 
ML La+2)= 
Zz ri z 3 1 zZ s vun 
tl) Hg) + } 
Dies iſt eine Formel, durch welche man, wenn n ſchon recht 


groß und Zn fchon berechnet iſt, fogleich den Logarithmen 
L(a-+z) *) einer jeden von n um z entfernten Zahl bequem 











*) Wir brauchen kaum befenders darauf aufmerffam zu machen, daß 
man bloß die Logarithmen der Primzahlen au haben braucht; da ber Lo⸗ 
garithme jeder aufammengefegten Zahl a-b gefunden wird, wenn man Za 
und Zb zu einander abdirt. 
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berechnen kann, wenn nur z viel Eleiner aldn ifl, damit z nr 
fehe Hein werde. 
Da e=(4)" ift, Tegtere Potenz aber, wenn man ihr 


bie Zorm (14-) giebt, wo y=1-1 iſ, nach 


dem binomiſchen Lehrſatze ebenfalls in eine Reihe nah y ver⸗ 
wandelt werden kann, ſo kann man auch 1 von dieſer neuen 
Form für c* ſubtrahiren, durch x dividiren und zuletzt Null 
ſtatt x ſchreiben. Man erhält dann (aus II.) 
_ ef c—1\? c—1\® c—1\* 
me HR H) tr 
wo man wieder ya ſtatt e fchreiben kann, um Liya) d. h. 
Da, alfo La auch in dem Sale, wo a. eiwas groß ſeyn 
ſollte, bequemer zu erhalten, weil dann m immer groß genug 
genommen werden kann, daß Ya—1 fehr Elein wird. 
Anmerkung. In der neueren Zeit hat man zur Berech⸗ 
nung von Logarithmen Tafeln noch viel bequemere Formeln con⸗ 
fteuirt, worüber man La croix Traité du calcul diff. et integr. 


T. II. Chap. L., fo wie noch den Yin Band dieſes gegenwärs 
tigen Werkes Kap. 13. nachlefen kann. 


$. 68. 
Don der Tünflicyen Potenz. 


Da (nach * 67. 1) die Reihe 
2 = 2. ⸗ 
1 ze z Zu zer a) +: u + 





für jedes pofitive a und Pi — reelle x aller 

len Potenz a* (wie ſolche in den Elementen definirt 

gleich ift, fo, wollen wir Fünftighin diefe Reihe für 

oder imaginäre x d. h. für jedes allgemeine x, aber für ein 
pofitives a, durch Ey 
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bezeichnen, und dies nun allgemeiner aufgefaßte Zeichen eine 
künſtliche Pptenz nennen. — Danach ift die reelle Potenz 
in der Fünftlichen, alg ein befonberer Tal enthalten, nämlich 
wenn x reell if. 

Wei „ober die gedachte Reihe (nad) $. 64.) nichts weiter 
ift als e* fo ſieht fich die Eünftliche Potenz fogleich auf 
die arürliche zurückgebracht und zwar mittelſt der Gleichung 


(O)-- ae 
Daraus folgt fogleich 

1) a*. a* at" 

2) aaa" 


3) a*. h* (aby 
4) a’:b"— (a:b)”, 
. wenn nur die Dignanden a, b pofitin find, während x und 
z ganz allgemein gebacht werben und daher auch reell oder ima- 
ginär ſeyn können. 

Die Formel 1.), alſo auch die 2.) folgt auch unmittelbar aus $. 47. 
L). — Die 3) beweiſt fh fe: & iſt Mer, Per; alſo 
at.b° — erlZatZb) _ ox.Zab) _ (ab), — Die 3 folgt dann wieder 
aus der 3.), indem man beide Geiten der Gleichung mit b* multiplieirt. 


$. 69. 
Don dem Fünftlichen Logarithmen. 


Mit der künſtlichen Potenz ift der Eünftliche Logarithme 


logb zugleich gegeben, wenn man darunter jeden reellen oder 
imaginären Ausdruck x verſteht, welcher a’, — b macht, unter 
der Vorausfegung, daß a und b zugleich pofitin 
find, und a nit —=1 iſt. 
Um x zu finden aus a —b, darf man nur flatt a” den 
gleichen Ausdruck e*7* fchreiben. Dann hat man 
e@=_p alſo x-La=lgb, md x= og? 
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Man hat alfo 
a logb 1 
(O)-- logb= Lu." -logb; *® 


d. h. man findet alle Merthe des künſtlichen Logarithinien 
von b für die Bafis a, wenn man alle Werte bed natürs 
lichen Logarithmen von b durch den reellen Werth des natür- 
lichen Logarithmen der Baſis a sinn, oder mit dem Faltor 
Ir multiplicirt. -— Diefer Baftor — —— tird dabei der Mo⸗ 
dul des Fünftlichen Logarichmen genen. 

Aus der Zormel ©.) in Verbindung mit $. 67. N. N. 1.) 
und 2.) geht aber fogleich noch hervor: 

1) Eine negative Zahl —b hat feinen reellen Werth 
des Fünftlichen Logarithmen; alle feine Werthe find daher in 
diefem Falle imaginär. 

2 Eine pofitive Zahl —b hat allemal einen und nur 
einen. einzigen reellen Werth ihres Eünftlichen Logarithmen, und 
diefer ift der in den Elementen unter dem Namen des reellen 
(und in anderen Schriften unter dem Namen des Fünftlichen) 
vorkommende Logarithme. — Hat daher der hier definirte 
künſtliche Logarithme einer pofltiven Zahl mehr als einen Werth, _ 
fo find die übrigen alle imaginär. — Diefen einzigen reellen 
Werth des Fünftlichen Logarithmen einer (poſitiven) Zahl b > für 


bie Baſis a, könnte man. durch, Ib begeichnen. i 

5 3) Für die Fünftlichen reellen Logarithmen gelten biefelben 
Sormeln, welche $. 66. N. N. 1—4.) für die natürlichen reel- 
len Logarithmen gegeben worden find, wenn nur bie Logarith- 
men alle für eine und diefelbe (verſteht ſich allemal pofitive, 
übrigens beliebige) Bafıs genommen find. Außerdem findet man 
auch Teicht noch 


La La 
Lo 2 b. h. — Ib. 
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Alle diefe Formeln find aber auch fchon in den Elementen ($. 12.) 
für diefelben (reellen) Logarithmen entwickelt. _ 


4) Multiplictt man die Reihen rechts in den Gleichungen 
$. 67. IH, IV. und VII.) mit dem Modul —— ——, fo bat man 
Reihen, welche bezüglich die reellen MWerthe Be künſtlichen 
kogarichmen von Ib, IL und e, fkiür bie Baſis 
a, geben. — Die Gleichungen 95 und VI) des $. 67.) gehen 
aber, wenn man fie mit multiplicirt und wenn wir flatt L 


lieber Log fchreiben, für Die reellen Fünftlichen Logarithmen in 
folgende über: 


ıirı 1 1 1 
Log(1-H) = LgıTt7; 2-mt— mt] 
und 
—— 


La et) + (er) + 
fo Haß man mittelft dieſer Reihen auch die reellen Werthe der 
Fünftlichen, durch Log begeichneten Logarithmen, auseinander 
berechnen Fann. 


5) Setzt man in der Formel $. 67. N. III) — ſtatt b, 


und multiplicirt man ſolche noch mit —— ſo erhält man, 





wel 14. ze, | 
oa 
Togat)— Top, 7 te at) 


Nimmt man nun n fo groß, daß . und * fo Elein werden, 
daß für den Zweck der Mechnung die zweiten und höhern Po 
Bd. I. 9 
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tenjen von und ® außer Acht gelaffen werben können, fo 


hat man, aus vorftehender Gleichung, genähert 
1 
Loga+)— Logpn= .- > 
und 
4 
. Log a+1)— Iogn=—[,- ee 
folglich iſt, wenn man dieſe beiden Gleichungen durch einander 
dividirt, (genähert) Ä 
est) u —3; 
8 (a2) —. a 
s. 5. „die Differenzen ber reellen Logarithmen fehr großer aber 
nicht zu viel von einander verfchiedener Zahlen verhalten ſich 
nnu einander, wie bie Differenzen biefer Zahlen felbf." — 
Denkt man fih ==10, und 2=1, 2% 3 4, 5, 6, 7,8 oder % 
fo giebt die Tegtere Gleichung (genähert) 
Logat)=Logn+n LE HIV -Zopr 


Darauf gründet ſich aber die Einrichtung der Dif 
wöhnlichen Logarithmen- Tafeln. Kennt man nänı 
men zweier nächt auf einander folgenden fünfiiffe 
Zahlen 34296 und 34297, fo Fennt man auch, n 
garithmen alfo Brigg'fcje find), die Logarithmi 
gen Zahlen 342960 und 342970, welche letzteren 
ander verfchieden find, fo dag man 

2= 342960 und n+10 
nehmen Tann. Sicht man daher diefe beiden Lo 
ab, und dividirt man den Ueberſchuß des einen üb 
fo bat man den Werth you est ia (+10) — Lo, 


Augenblick unter Log die Brige ſchen —** 
plieitt man diefes Kefultat mach und nach mit 
und 9, fo Hat man den Werth von „. ZECH 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 sber 9, und diefe Kefultate 

die Differenz» Theile ausgerechnet, welche man zu T. 
nad) und nach addiren muß, um nach und nad 1 
gerithmen yon 342961, 342962, 342963, 342965, 3 
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342968 und 342969 ziemlich ſchnell und bis auf 7 Decimalkelien richtig 
su haben, letzteres weil - dasmal höchſtens 3 ur if, bie weggelafft- 
nen 2" und hähern Yotemen dieſes Bruches alfo auf die 7'* Decimal⸗ 
ſtelle noch keinen merklichen Einfluß äußern. 

Anmerkung Es ift nun Zeit, daß wir daran denken, 
alle Werthe des nafürlichen (und Daher auch nach $. 69. ©.) 
die de künſtlichen) Logarithmen jeder reellen und jeder image , 
nären Zahl von der Form p--gq-i zu finden. 

Sollen aber alle Werthe von der Form a-t-ß:i +1 gefunden 
werden; welche ſtatt x gelegt € = p+a: i machen, fe muß 

etriptgi bh pri 
werben. — Nun wird aber (nach $. 64.), wenn man B-ı ſtatt 

i * —-1, i —i, !=+1, ’=-+i, =—1, 

=—i, i =-#+1, 





etc. etc, ift, fogleich 
| 2 4 s 

1 rare 

8 7 . 

+i — ET — _B +") 
Die obere Reihe mit, e* —* muß hair — —=p, bie untere 
mit e* multipliciet muß dagegen — q werden, und aus Biefen 
beiden Skichungen mug man nun bie Wertbe von « und £ 


finden, und bie reellen darunter flatt der geſuchten nehmen. So 
kommen wir zu dieſen beiden neuen Reihen 


eßt 


26* 
125 7 
und | 
3 8 
Pt 


weiche wir zuvor und zunãchſt ausführlicher betrachten wollen. _ 
Die gegenmärtige Aufgabe wird dann im $. 82) ihre eig 


finden. 
9 % 
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Zweite Abtheilung. 
Don den natürlichen Sinus und Kofinus. 


6. 70. 

Die beiden unendlichen Reihen, welche ſich in’ der Potenz 
Reihe e'* dadurch abfondern laſſen, dag man alle Glieder ohne ĩ 
sufammenfaßt, und dann auch alle mit i behafteten Glieder zu⸗ 
fommennimmt, begeichnen wir von nun an bezüglich durch cosx 
und sinx”), und fprechen dieſe Zeichen aus: „Kofinus von x" 
und „Sinus von xl. , 

Nach dieſer Definition hat man alfo 


x? xs x 
L ox=1-tir-grter 


® s ° 

n. inter tar 
und auch 

I. e=cosx-Hi-sinz, 
woraus noch, wenn man —i flat i feßt, 

V. efr=onx—i-sinx 
hervorgeht. — Löſt man aber die II.) und IV.) 
and sinx algebraifch auf, d. h. adbirt oder, ſubtrahi 
um abwechſelnd sinx ober cosx zu eliminiren, u 


man einmal durch 2, das anderemal durch 2i, — 
man noch: 





— er N 
V. = und VL sinn= I —— 


H Wir befolgen bier den zweiten der im $..62.) bejeichneten Mege, 
ignoriren bie Elementar-Trigonometrie gänzlich, verſtehen 
unter cosx und sinx dieſe beiden unendlichen Reihen nad) x, und zei⸗ 
gen dann fpäter (in der Geometrie), wie die Werthe dieſer Reihen jene 
Linien im Kreiſe find, in Zahlen autgedrückt. 
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$. 71. 
' Will man Eigenfchaften dieſer Kofinus: und Sinus⸗Rei⸗ 
. ben anusmitteln, fo darf man nur von ben Ebenſchaſten der 
Potenzen ausgehen, nach welchen 


eri. eR — e? —f 
und 
er tei _ ori, m fo wie ei el. .c“ 


iſt, — und in dieſe Steihungen ſtatt der Potenzen bie ihnen 
(nach IIL und IV.) gleichen Koſinus⸗ und Sinus: Ausdrücke 
fubftituiren. Dann erhält man fogleich 

(O)--- sinx®4-cosx?—=1; ı 

VE . sin(x-+-2z) = sinx-cosz-}cosx- sınz; 

VIEL cös(x--z) =cosx-cosz— sinx-sinz; 

LEX. sin(&—7) = Sin x · cos 2 —- cosx · sin 23 

X. cos(x —- 2) =C0SX- 00824 sinx- sinz. 

Diefe 11 Formeln enthalten die Grundlage aller Eigen 
fchaften der Sinus⸗ und Koſinus⸗Reihen, alfo der fogenannten 
analytifhen Trigonomerrie. Man Fan aber noch damit 
in Berbindung bringen’ | i 

XL. sn0=0; XI. cs0=1; 

X sin(—x)=—sinx; XIV. c0s(—x)=cosz, 
welche vier Gleichungen aus ber bloßen Anficht der Sinus: - 
und Kofinus-Neihen ohne weitere Nechnung hervorgehen, ſobald 
man nur unter sinO, sin(—x) dag verfleht, was aus sazx 
hervorgeht, wenn O oder —x flatt x gefegt wird; u. f. wm. 

Außerdem findet fich noch aus VII) und VIIL), wenn 
x ſtatt z geſetzt wird, 


XV. sin 2x — 2sinx-cosx; 
XVI. cos 2x cos xꝰ — sinx? 
—=1—2sinz? 


— %cosx? —1. 
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$. 72. 

Sol die Summe ober bie Differen; zweier Sinus ober 
zweier Koßaus in ein Produkt verwandelt werben, fo darf mar 
nur die Formeln VI.—X.) paarweiſe abbiren und fubtrahiren, 
babei aber noch a ſtatt x4-z und b flatt x—z fegen, und 
wan erhält fogleich 

1)  siga+ sinb— Lin Ka-+b)- cos {a—b); 

2)  sina— sinb= 2%cos z(a-+-b)- sin Ha—b); 

3)  cosa+-cosb = %cos Hb-}a)-cos 4b 
4)  cosa—cosh = 2sin Hb-H-a)- sin 1(b 

Und weil man flatt 1 auch cosO ſetzen k 

man (aus 3. und A.) auch noch 
5) 1-Foosb= Xcos}b)? und 6) 1—cosh 
Diefe letztern beiden Gormeln find Übrigens von ! 
derſchieden. 
‚ED. 

sit man die Werthe der Sinus» und KofinussNeihen 
fir bie auf einander folgenden pofitiven Werte von x, von 
x=0 an 5i8 zu irgend einem Werthe von x hin berechnen, 
fo braucht man bie Glieder biefer Neihen nur für einen fehr 
Eleinen Werth z von x wirklich zu berechnen (in welchem Falle 
die Reihen äuferft ſchnell conveigiren, fo Daß zumeilen ein eins 
ziges Glied ausreicht, um sinz und cosz bis auf 7 Decimal: 
ſtellen genau zu haben). — Dann aber kann man die Formeln 
VIL.—X.) des $. 71.) zu Hilfe nehmen, um mittelft eines re: 
eurrenten Gefeged die folgenden Werte der Sinus und Ko- 
ſinus aus den vorhergehenden abzuleiten. — Abbirt man 

"3 2. bie Gormeln VII) und IX.) begleichen die Formeln 
- VIIL) und. X.) zu einander, fo erhält man fogleich 

1) _ sin@&--z) == %osz- sinx— sin(x—2); 

2) _ cos(x-H2) =2eosz-cosx—cos(x—2) *). 





BD) Dei wirklichen Berechnungen von Sinuss und KofinussTafeln, 
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$. 74. 

Gcht man von den Betrachtungen ber Elementar:Trigono: 
metrie aus, fo weiß man, daß die dortigen sizx mit dem Bo: 
gen x zugleich wachſen bis x dem Quadranten gleich wir, 
während unterdeffen Die Kofinuffe abnehmen. Weil wir aber 
bier die ElementarsTrigonometrie gänzlich ignoriren, fo müflen 
wir die analytifchen Hilfsmittel anwenden, um den ang der 
Werthe von sınx und cosx für alle, nach und nach von O 
bis in's pofitive unendliche hin wachſenden Werthe von x, 
auszumitteln. 

Zu dem Ende ſeyen x und xh zwei nächſt auf einan- 
der folgende Werthe von x, deren zugehörigen Werthe von sin x 
and cosx, nämlich sinx und sin(x-4+-h), desgleichen cosx und 
cos(x-+-h), wir nun mit einander vergleichen wollen. 

Zuvörderft geht aus der Definition bed $. 54.) unmittel> 
bar und ohne Weitered hervor: 


I. Ö(sinx), =cosx; IL &cosx), = —sinx. 
Daraus folgert foglich r 
d? sinx = — Sinx; de sinx = —cosx; Ö* sinx— sinx; etc: 


8°cosx = —cosz; 8°cosx—+-sinx; d*cosx —cosx; etc. 
Mithin ift nach dem allgemeinern binomifchen Lehrſatze ($. 34. ©.) 
- M. sina&-+b)= 


sinx-}-cosx- «h—sınx- Ele arte . 
IV. cos(x-+-b) = 


_ 005X— SinX- (box aha. Fr . *). 


bedient man ſich noch viel ſchneller zum Ziele führender und bequemerer 
Rittel. ©. Lacroix Traits du calcul diff. et du caleul int. T. II. Chap. IJ. 
*) Man kann biefe Formeln auch erhalten, wenn man von den Formeln 
j sin(x-4+h) = sinx-cosb+-coax-sinh 
cos(x-Hh) =cosx-cosh-+ sinx-sinh 
ausgeht, fiatt sinh und cosh aber die Reihen fest, die biefe Zeichen vor 
ſtellen, und zulent das Ganze nach h orbuet. 
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Weil nen h unenblich-Elein gebacht iR, fo laſſen dieſe Ent: 
twidlungen (UL und IV.) ſehen (nach $. 58.): 

1) Die Werthe von sinx wachſen mit x zugleich unser 
lich, fo lange cosx poſitiv ift; fie uchmen dagegen ab, während 
x wäh, fo wie cosx negatid wird; unb es findet der licher 
gang ber Werthe sinx vom Wachſen zum Ahnchmen ſtatt, fo 
wie (zum erſten Male) oosx—0 wird. 

D) Die Werthe von cosx dagegen uchmen ab, während x 
wäh, fo lange sinx poftio if; fie wachſen dagegen mit x 
zugleich, fo lange sinx negativ iſt; es findet endlich Der Uchers 
gang vom Abmchmen biefer Werthe zum Wachſen derſelben ſtatt, 
in dem Augenblicke, wo sinx — 0 feyn folte. 

Da nun sinx für x — 0, ſelbſt der Null gleich wirt, und 
für fehr Eleine (pofitioe) Werthe don x pofitid wird, und ba 
osx für 0, ber 1 gleich wird, fo folgt ned: 

3) Baın x von 0 an bis in's poſttive Unenbliche hinein 
Aetig wachſend gedacht wird, fo find bie ax und cosx eine 
Zeitlang beibe poſitiv; endlich aber hat nach und mach cosx 
fo lange abgenommen, daß cosx — O wird (daß dies letztere 
mo bar 

bereits nãherungstweiſe in die Form cined Decimalbruches and 
gebrũct ioorben if, für welchen cosx— 0 wirt, und we niau 
x=15707963---- gefunden hat). — Für cosı=0 wird 
Sax -H1; (nah VL des $. 63.) — Bon da ab finde 
Cech 1.) ein Ubergang vom Wachſen ber Sinus zum Abuch- 
wen derfelben ſtatt, währent, da fie noch immer poſttiv bleiben 
und mur Eleiner als 1 werben, cosx moch immer (nach 2.) im 
Abnehmen Bleibt, daher megativ wird. Died dauert fo lange, 
bis endlich sinx, immer fort abwehmenh, zuletzt zum erficn Male 
ber Nu gleich wird, in welchen Falle cos — —1 warden 
mu (sach $. 71. ©). Rum tritt bie dritte Periebe ee. Die 
Zoſinuſſe fangen um toicher am zu wachſer, wachſen von —1 
68 zu Null Hin, während unterbeffen (mach 1.) bie Ginufle 
wodh immer fort abuchuen, alſo mcgatio werben. — IL f m. f. 





67... d. natuͤrl. Sinus und Kofi. 137 


4) Diefe Betrachtungen Iaffen fehen, daß cosx von Hi 
ab durch O hindurch big zu —1 hin fietig abnimmt, um nad 
gehende von —1 an durch O hindurch bis zu 4-1 hin wie 
derum ftetig zu wachſen; daß dabei sinx von O an bis zu IA 
bin wächſt, um von da an dur O hindurch bis zu —1 hin 
ftetig abzunehmen, worauf wiederum von —1 an ein Wachen 
durch O hindurch bis zu —1 bin eintritt; u. ſ. w. f.; und 
daß alles diefes in (gleichen ober ungleichen) Perioden wieder 


.  Tehren wird. 


$. 75. 


Um fih nun über die Dauer diefer Perioden und über 
deren Gleichheit oder Ungleichheit noch näheres Licht zu ver 
fchaffen, begeichne man den Eleinften der Werthe von x, für 
welche cos«—=0 wird, und welcher im $. 58.) 

— 145707963 +» gefunden ward, durch Im, 


fo daß x bie Zahl 31415926. -- 
bedeute. Dann hat man 
1) sinie=-H1; 2) cosıı=0. 


Hieraus berechnet man fich nun mittelft der reeurrenten Geſetze 
9. 73. N. N. 1. und 2.) indem man flatt z jetzt 4x, ſtatt x 
aber nach und nach 4n, x, 3x etc. etc. ſetzt, ohne weiteres 


3) sine =0; 4) cosx = —1; 
5) sinia= A; 6) cos3z==0; 
7) sin?2—=0; 1 8) cosıx=1; 
und allgemein, wenn n gend eine pofitive ganze Zahl if, 
9) sin2nx =(; 10) cos?nx =:1; 


11) san Hr =1; 12) cos(2a+4)x =0; 

13) sir(n41)r = 0; 14) cos(in-i)e=—1; 

15) sinn tt =—1; 16) cosdn+3ı—0. . 
Und da (nah $. 71. XIII. und XIV.) die Formeln 9.) und 
10.) auch noch gelten, wenn m negativ ganz iſt, fo gelten auch 
die daraus gefolgerten 11.—-16.), «8 mag n pofitin ober ne⸗ 
gativ gang fen. 
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Um ſich zu Mberzengen, ı 
Verloden (von x— nz bis 
x=6 bis x—%, dann vo 
wieber von x—Ax bis zu x: 
man noch mittelft der Gleichu 
indem man 2nx fett x, und « 

17) sinn 9)= sing 
won jebe-pofitive oder neg 
aus hervorgeht, baf für alle 

"Am, 6x etc. ete., alfo allgeme 
von einander verfchieden find, | 
für Mich) einen und denfelben & 
das Doppelte des Kleinften bi 
ſtanden worden if, für welche . 

Die Sinus⸗ und Kofinus 
zelnen Perioden, deren Weite 
Ordnung wieber. . 


$ 
unnm bieſe Reſultate in de 
Hönmen, deren man ſich in der 
» (bie wir hier gänzlich ignorirzu 
x Bogen ⸗ Werthe neunen, un 
ben.von O bis ins poſitive Un 
Abtheilungen zertheilt fich denk 
dm von ‚einander verſchieden fi 
einen Quabranten nennen. 
Bogen⸗Werth x liege z. B. i 
Vꝛ, aber e if. 

Nach 9. 75.) kehren nun | 
iin 5m;-gien, 131.0 und allgem 
ganz genau in derſelben Ordnun 
dranten find. Deögleichen lehre 
(An--2)'® Duabranten genau ſ 
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bragten ſich zeigen. Desgleiches iR im (Am-4-I)* Duabranten 
alles genau fo wie im Zien, und im (An 4)ten ober Anten Qua⸗ 
branten alles genau fo, wie im Aten, wenn mur bier m eine 
Bange pofitive Zahl vorſtellt. 

Jetzt dürfen wir nur noch unterfuchen, mie «8 innerhalb 
der 4 erſten Duabranten ausſieht. — Zu den Ende. fiche z 
jede (pofiftve) Zahl im 1er Quadranten vor; dann brüdt x — 2 
jede Zahl im 2ten Duadranten, fo mie m--z jede Zahl im Zt 
Duadranten aus, während Zu —x jede Zahl im Atem Quadran⸗ 
sen bezeichnet. m Wird nun in ben Formeln VIL—X.) ftatt 
x bald x bald 2x gefegt, ‚und berückſichtigt man die Refultate 
3. 4. 7. u. 8. des $. 75.), fo erhält man fogleich aufer 


1) sinz =-+sinza und 2) cosz = -}-c00s2; 
noch 

3) sin(x<—z) = Fein; ‚. 4) os&—ı) =—cas; 

5) sin(a-4z2) = — sınz; 6) cos(x +2) = —0o0sı; 


7) san(22<—ı) =—sinı; 8) cos(22—ı) = -Poosz. 
Es find danach | 
im 1°" Quadranten sinx und cosx zugleich pofitio; 
im Yen ⸗ sin x poſitiv, cosx Negativ; 
‚im Zeen ⸗ sınz und cosx yugleich negativ; 
im dm  . sin x negativ und cosx pofltiv. 
Liegt daher p innerhalb der 4 erfien Duabranten und iſt nicht 
bloß sinp fondern zu gleicher Zeit auch cosp gegeben, fo weiß 
man fogleich — daran, daß beide pofitio ober beibe negativ find, 
ober dag ber eine pofitie, Der andere negativ if, — in welchem 
der 4 erſten Duabranten der Bogen Werts p felbft liegt. 
Außerdem zeigen bie Formeln (3.—8.) wie sinx und cosx 
zurückgeführt werden auf sina und cosz, ſobald x im en, 
3m ober Alen Auadranten liegt, fo daß bloß ‚die Sinus und 
Koſinns aller Bogen⸗Werthe z die im 11m Quadranten liegen, 
tabelariſch ausgewerthet zu werden brauchen, um alle. Werthe 
von einx und enax ſosleich berechnet zu baben⸗ ſo lange x x - 
poſitiv iſt. 
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Weil aber, wenn x wgatin wird, =—y, (map $. ° 
XL u. IV.) allemal 
sa(—y)=—siay mb cos(—y)=cosy 
iR, fo find mit ben Werthen von sinx und cosx für jeb 
pofne x, malte Bi uud Die Kicnhe von sin mu can 
für jedes negative x ausgerechnet . 
& 77. 
Wünfcht man jedoch bie Werth 
zurechnen, wenn qi flatt x gefegt u 
ober negatis äf, während i die Y— 
Definitionen I. und IL des $. 70.) 
VI.) daſelbſt fogleich 


L p=14+ Er 


L seit tr 





ansörüdi; 3) def m 
Sinus ser ⸗Eeſtans eines in € 
ausgebrüdten Winkels sder Begens, au 
» Keihen feinen ! 


Ken 
Längen anf dei Begens findet und 
siax und cosz fabfiteirt. 
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son der Sorm Q-ı hat, wo Q mit q zugleich pofitio ober zu⸗ 
gleich negativ ſich ausrechnet. 
Setzt man aber in den Formeln 1. und 2. des 6. 73) 
ſtatt x und z bezüglich xi und zi, fo bekommt man 

ID. sin(<+z)i = 2cos(ni)- sin (zi) — sin &— Di; 

IV.  cos(&-+-z)i = 2cos(zi).cos(xi)— cos(x— z)1. 
Danach Eönnte man wieder, wenn für. ein fehr Eleined z die 
Werthe von sin(zi) und cos(zi) direkt aus den Reihen berech 
net find, auch nach und nach die Werthe von sin (qi) und 
cos(gı) für die größer werdenden Werthe von q, aus einander, 
und ſomit bequemer berechnen. 

„Am beſten iſt es, wenn man Tabellen berechnet, aus wel⸗ 
chen die Werthe von sin (qi) und cos(qi) für jedes poſitive ꝙ 
fo weit als man folches braucht, ohne weitered entnommen wer 
den Eönnen. Die Tafeln von Gudermann leften dies und 
es find durch fie erft die fogenannten trigonometrifchen Tafeln 
gehörig vervolftändigt. 

Hat man aber sin(p-+-qi) und cos(p-+qi) zu berechnen, 
fo entnimmt man die Werthe berfelben aus den Gleichungen 
VII) und VII) des $. 71.), nad) welchen man hat: 


1) sin(p-+-qi) = sinp-cos(gi)-Fcosp-sin (qi), 
2) cos(p+q) = cosp-cos(g)—sinp-sin(qi). 


$. 78. 


Zu jedem (reellen oder imaginären) "Bogen: Werth x, ge⸗ 
hört allemal nur ein einziger Werth von sinx, und auch nur 
ein einziger Werth von cosx. — Umgekehrt aber: zu einem 
gegebenen Werth p von sinx gehören unendlich viele 
Werthe des Bogens x. — 

J. Ift nämlich p poſitiv, ſo findet ſich zunächſt ein 
Werth z<(4e von x; dann iſt (nach $. 76. N. 3.) —z 
wiederum ein Werth von x, fo dag inx — p wird, und Dann 
find Zn tz und 2nrt(<—z), 
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mo n jebe poſitive und jebe negative ganze Zahl oder Nell © 
ſtellt, unendlich viele Werthe von x, alle for, daß sinx—p toi 

IL. IR aber p negativ, ſo giebt es einen Werth D 
fo, daß inp=—p iſt, wo —p das pofitive Glied | 
negativen Zahl p vorſtellt. Dann find (nach 5.76. N 5. m. 
. . +2 mb %—ı 
ug Werte von x fo, daß sinx—p wird, und 

"mtl tz) fowie Incl) 

b. h. Qu-4 und Inx—ı 

find daun die unendlich vielen Werthe von x, alle fo, bag sinx — 
wird, wenn nur n jebe pofitive und jede negative ganze Za 
oder Null vorſtellt. 

Hat man eben fo cosx q gegeben, fo gehören aberma 
unendlich viele Werthe von x dazu. 

IT. Iſt nämlich cosx = qund it q poſitiv, fo befomm 
man zuerſt einen Werth z<(zx von x, dann den Werth 2x — 
(nad) $ 76. N. 8); zuletzt aber Ale umonhlih allen Miorche 

nxtz und 
d. b. + und 
vonx, alle fo, daß cosx—q w 
auch jede negative ganze Zahl oder 

IV. noch cosx=q, aber 
af 2<4x fo, daß cosı=— 
Glied der negativen Zahl q vor 

a—-zı u 
he zwei nächften Werthe von & 
ü x) u 
d. b. Ontiaiz m 
find dann alle Werthe von x, | 

V. Wie zu imaginären U 
eosx, bie zagchörigen, Ebenfalls 
⁊ von ber Form p-t-gi, gefunt 
noch aus den Formeln 1: UMd U. ... ou nee 
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$. 79. 


Iſt aber nicht bloß siex, fondern zugleich auch cosx ge 
geben, fo erhält man für x, ſo zu fagen, nur halb fo viele 
(wenn auch immer noch unendlich viele) Werthe bes Bogens x. 
Es finder fich nämlich dann innerhalb der vier erſten Duabran- 
ten, wenn wir sinx—=p und cosx=gq, alſo p?-+-q? —=1 
und p und q reell voraugfegen, nur ein einziger Werth 
von x, der beiden Bedingungen genügt, der nämlich nicht bloß 
Diefen gegebenen Sinus, ſondern zugleich auch ben gegebenen 
‚Kofinus hat. Wird dieſer einzige Werth p genannt, fo ent 
Hält die Formel ur j *i 

Znx—+-9, 

in welcher n beliebig pofitio oder negativ gang gebacht wirb, 
alle übrigen Werthe von x, für weile sinx—=p und 
£0Sx=q Wird. 


$. 80. 
Man bezeichnet die 4 Quotienten 
sinx cos x 1 1 1 
COSsX’  SInX’ COSsı 'SInX 








bezüglich Durch Die Zeichen | 
igx, colgx, secx und cosecx 
und nenne biefe letzteren bezüglich die Tangente Kotangente, 
Sekante und Koſekante von x. 
Aus dieſen Definitionen, welche dieſen Ausdrücken eine 
Bedeutung zuſichern für jedes reelle, mie auch für jedes imagi⸗ 
näre x, geht ſogleich, mit Zuziehung des $. 71.) noch hervor: 


2 
1) 18 «+9= Bern * 
t 
2) 6- * —— 


— cogx colg 2 —1 . 
3) eig) = colgz-}+cotgx 
| coigx.colgı-H1 , 


4) ct (2) = colgn— colgx .’ 
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AUgx 
5 tg 2x = — 
coigx ⸗æl 
und gν— * 


6) tg x = oolgir— 1, ö 
weil singe = 00s{e = 4V2 iſt (aus 9.67. NN5.6, wenn 3x 
ſtatt b gefegt wird). 

Zu jedem gegebenen Bogen Werth hat bie Tangente ober 
Kotangente ete. etc. jedesmal nur einen einzigen Werth; dage⸗ 
gem gehören zu einer gegebenen Tangente, ober Kotangente eic- 
etc., wiederum unendlich viele Bogen: Werthe. Namentlich ift 

D tut) =igr 
und 8) cotg (un4-p) = cotgp 
eben weil, je nachdem m eine gerade oder eine ungerade, übri⸗ 
gens poſitive ober negative Zahl if, 

sin(ntg)=tsinp und costa+p)=teoso 
ſich findet, wo bie beiden 4) Zeichen zugleich gelten, wenn n 
eine gerade Zahl ift, wo aber die beiden (—) Zeichen zugleich 
gelten, wenn n eine ungerade Zahl if *)- 
$. 81. . 

Die Bogen: Werthe, deren Sinus, Koſinus, Tangente 
Kotengente gegeben und jedesmal = fepn mögen, begei 
man beüglich durch 

1 1 1 1 


—1, —ı, — ——ı#). 
in 005’ 1 und .colg ” 





Der Anfänger halte ſich nur bei alten foldhen gormeln, deren 
Grund und Herleitung er nicht fogleich überfehen follte, allemal wunäch 
an die Formeln VIL—X. des $. 71.). Sowie man diefe Formeln anges 
wandt hat, wird man dann Jeicht weiter fehen, was jegt su thun if. 


“") Geisöhnläher findet man das, was bier durch 3 bejeichnet 


wird, dutch arcsinz oder auch durch oro ain (==) beieichnet. Die Ber 
beutungen. von arccos(=2), arcig(=1), arcooig(= 1), fallen dabei 
von felbft in die Augen. ® ’ . 
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Die beiden Gleichungen 


x= I, und SINX== 7, 
sın 
1 
oder x=—ız und  Cosk=1, 
cos 
1 — 
oder x— 72 und Igx =1, 
ig 
1 , ’ 
oder x= —z ud colgx—z 
colg 


ſind daher jebesmal gleichbedeutend. | 
| I. Sf ferner sinx=z2, ſo iſt cox=Vi—ı?, 








| 7 
IS: UT _,. und cotgx — 1 


sinz—=z ud) fchreiben 


D. Iſt aber cosx 2, ſo iſt snx=V1—ı?, 
yi—ı? 
7 








Igx = und coigx — 7 alſo kann man ſtatt 
cosx 2 auch ſchreiben 
1 < _ Z ——— —22 5 _ 
——— 7 07 * = 


II. * IgX—=1%, fo ift sin x = er 


1 

cosxs ——, cotgzx — —; und man Fan daher flat 
Me 

gs — = 2 auch ſchreiben 





tg — Fr z sin Yi-+z? — 08 yi +22 
1 
IV. " endlich colgx—2z, Pit = 








Z 
sinx = cosx = ; und man Eann daher ſtatt 
Fe + Vit2®' 


cotgx —=z ud) fehreiben 
Bd. I. | 10 


—_n?2 
- ; daher kann man flaft - 


_ 


J 
1 
J 

| v 
J 
1 
J 
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ı _11_1 1 1 — 
cotg ig ı  ayıte ⏑ eosyl-{z? 
V. Die Gleichung Io +m = lägt 


—iga-tgß 
ſich, wenn man — und g8 —z feßt, auch fo ſchreiben 
1 xt 
1) Paar =, I" 


Eben fo —* ſich die Gleichung (0 — 8) = —— * 
noch fo: 


9) 1 I x—ı 


1 
7 1 If 
Die Gleichung cotg (446 = ————————— läßt füch 


cotgßB-Pcotgo 
ferner auch noch ſo ſchreiben: | 
1 1 1 xı—1 
a ai af 
Und. die Gleichung 
4) 1, 1, - I =! 








cotg cotg cotg 2—X 
m „colga- bot 841 
ſtimmt mit der Gleichung cotg ( 83) = — —7— 
überein. | | 
Anmerkung Man darf jedoch nicht überfehen, daß 
1 1 
to 1 


hen find, und dag die Gleichungen zwiſchen ihnen meift nur 


x, etc. etc. unendlich⸗viel deutige Zei⸗ 


von einem ihrer Werthe, oder doch nur von sufammengehöris 


‚gen ihrer Werthe gelten. — In den Anwendungen muß man 
hierauf mit großer Sorgfalt Rückficht nehmen, wenn man nicht 
unrichtige Reſultate erhalten will. 

. 82. 

Jeden imaginären Ausdruck von der Form 44 i kann 
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man allemal auf die Form r-(cosp+-i-sinp) bringen. Man 
fegt zu dem Ende 
1) p+qi=r-(osp-+i-sing) 
und erhält durch Vergleichung 
p=r-oosp ud qg=tr-siny; 
und aus diefen Gleichungen gebt 


2) r=-VYp?+gq? und ost, sing 4 


hervor. — Da hieraus für pP unendlich viele Werthe ſich erge 
ben, die durch Znx--p ausgedrückt find, wenn p den einzigen, 
allemal innerhalb der vier erfien Quadranten Fiegenden Wert 
bedeutet, fo hat man noch (aus 1.) 
3) ptrqri=tr-[oösl!nr +-p)+i-sin(2nx + 9P)), 

wo n Null und jede pofitive, wie auch jede negative ganze Zahl 
bedeutet, wo x — 3,14159 +» iſt, und wo ꝙ9 den einzigen inner- 
halb der vier erfien Quadranten liegenden Bogen Werth bedeu⸗ 


det, welcher aus cosp—E und sinp—- hervorgehen, wäh: 


rend r den pofifiden Werth ber Duadrat:Wurgel Yp? Tg? 
vorſtellt. 

Cauchy nennt r den Modul des Ausdrucks p--q-i; 
den andern Faktor cosp+ti-sinp oder cos(2nz+p)-+- 
i-sin(2nx-t-p) dagegen nennt derfelbe den reducirten imagb 
nären Ausdruck. 

Anmerkung. Dieſe Reduktion der imaginären Ausdrücke 
ift deshalb fo Außerft wichtig, weil man dadurch das Nechnen 
mit beliebigen imaginären Ausdrücken fogleich auf das Rechnen 
mit Ausdrücken von ber Form cosp+i-sing zurückführen kann, 
während letztere Form (nach $. 70. II.) nichts anders als bie 
Potenz ei if. — Wir werden fogleich (in der nächſten Abthei- 
lung) die hohe Wichtigkeit diefer Betrachtungen näher erkennen. 


— — — — 


10* 
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Dritte Abtheifung. 


Berychnung ber. Werthe einer allgemeinen Wurzel und der unendlich vielen 
Werthe eines natürlichen und künſtlichen Logarithmen. Bon den 
allgenteinen Potenen und Logarichmen. 


$. 83. 
Iſt m eine pofitive ganze Zahl, a dage 


fo verfichen wir unter ya jeden reelle 
Ausdruck, welcher fo if, daß x" — a Mwird. 
gemein aufgefaßte Zeichen nennen wir dann 
mie Wurzel. 

In dieſer Definition ſtecken die in den 
19. 21.) bereits definirten allgemeinen Di 
und ‚vierten Wurzeln, je nachdem m=2, 
gedacht wird. \ 

$. 84 


L WIN man alle Werthe von vrra 
in diefelbe Form a--PB-i ausdrücken), fo 
beginnen, daß man alle Werthe ‚der min 
rebucirten imaginären Ausdruck cosq 
cös(Anx--P)-Hi-sin (dux--) berechnet ( 
Ende geht man von der Formel der (natürli⸗ 
nad) welcher ($. 64. IIL) 

( (et ei 
8. 5. (nach $. 70. I.) 

1)  (eosx-+i-sinz)" = oosmx-Hi-si 
iſt. Setzt man hier herein @ flatt mx, alfe 
giebt ſich 

2 (eo 2-+i-sin ®) =c05P-Fi-sinp 
ober, wenn man Inn-tp flatt p fett 
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Inx od ”. an 

9) (eos Hr +irsin te) = o0sp-Fi-sing 
oder, wenn m eine pofitive ganze Zahl iſt, \ 

ER iin Eh Yon Fime 


-Diefe Formel giebt unendlich viele Werthe von Vcosp-F1- sing, 
in fo fern ſtatt m zur Linken O und jede poſitive oder nega⸗ 
tive ganze Zahl gefegt werden kann und muß. Weil aber 
Zetz =2.-+2 iſt, und alle Kofinus und Sinus 
biefelben Werthe behalten, fo oft der Bogen um eine gerade 
Anzahl von x vermehrt oder vermindert wird, fo folgt, daß der 
Ausdruck links in der Formel 4.) für n=m, 2m, Im, etc. 
etc. baffelbe giebt, was für n—0, und daß er für n= m, 
2m-}?, 3m-F», etc. etc. daffelbe giebt, was für nr. 
Und daher ‚alle aus 4.) hervorgehenden Werthe der 


Veosp-+i-sing zu erhalten, darf man in ber Formel A.) flatt 
n bloß die m Werte 0, 1, % 3, m—1 fegen. WIN man 
«8 mit ben negativen Werthen von m verfüchen, fo wird man 
finden, daß der Ausdruck in 4.) zur Linken genau daffelbe Tie- 
fert, man mag n=m—1 ober bloß — —1, oder man mag 
n=m—» oder bloß = —» nehmen, eben weil in dem letztern 
Falle der Bogen nur um eine gerade Anzahl von = Eleiner ges 
nommen iſt. 

Im Ganzen findet man alfo hieraus für die m! Wurzel 
Veosp-Fi-sing genau m verſchiedene Werthe, nicht mehr und 
nicht weniger, und dieſe gehen aus der 4.) hervor 
enttoeder wenn man ſtatt n.die m Werthe O, 1, 2, Ir" 
m—1 ſetzt 
oder auch, wenn man ſtatt m bie m Werte 0, —1, +1 
—2, +2; —3, und fo lange fort fett, bis man gerabe m 
verfchiedene Werthe hat. 
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: . 
Will man z. B. alle 7 Werthe der Veos=TI-sinz d. h. von V—1 
finden, fo it ==, und ſolche find daher . 5 


1) cos +i-sn5 (für n=0) 
2) 00s;—i.sinz (für n=—1) 

3x 84 
3) cs 7 ti · ain (für a=-+1) | 
4) es _1.sin (füru=—) 
5) | 00 Hesinz (für n—=+2) | 
6) 600 —i.siny (für n= —3) 


7) cos" Li.ein b. h. —1, (far). 

I. Sollen nun die Werthe der mtr Wurzel aus p-q-ı 
gefunden werden, fo beftimme man r und p aus den Gleichuns 
gen ($. 2) 5. . 

1) r—4Yp°-+gq°, und cosg=+, sino=-, 
fo daß man r poſitiv und flatt p den einzigen (nad) $. 79.) 
allemal exiftivenden, innerhalb der A erſten Duadranten liegenden 


Bogen nimmt”). Dann bat man p=r-cosp und g=r-sinp 
und 


| Yp-Fqi=Yr-(cosp+i: sing — Yr-YoospTı- sing, | 


\ wenn man flaft Yr ihren abfoluten Werth nimmt, wie folcher 
in den Elementen unter dem Namen der abfoluten Wurzel’ vor⸗ 


fommt, und wenn man ftatt Veosp Fi-sna ihre. im vorher⸗ 
gehenden Paragraphen gefundenen m Werthe ſetzt ). — Auf 
diefe Weile findet man | 





9) Derfelbe liege im 1ten Quadranten, wenn p und q beide poſitiv, 
im Zeen, wenn beide letzteren negativ find; im 2ten, wenn p negativ und 
q pofitio if, im 4ten endlich, wenn p pofitio, aber q negativ ſeyn folte., 

) Daß der Ausdruck zur Nechten wirklich die Eigenfchaft der mten 
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2 VpFai=hr: (oo Ant op Hi sin ⸗ tr), 


wo flatt n nach und nad) O, 1, *. 3,* m gefegt wird, 
oder wo man auch flatt n nach und nah Q, —1, +1, —2%, 
+2 —3, +3, ete. etc. fo lange fegt, bi man m von ein- 
ander verfchiebene Werthe hat. . 

Anmerkung 1. In der Folge werden wir noch zeigen, 


daß wenn man Ya—x fegt, fo daß a=x" oder —a=0 
wird, diefer höheren Gleichung vom mies Grade nur durch m 
Werthe von x genügt werden kann. Dann folgt erſt, daß die 


m Werthe von Yp-Fq-1, welche wir hier finden, wirklich alle 
Werthe diefer mien Wurzel find. 

Anmerkung 2. Wir haben in den Elementen ($. 19.) 
geichen, daß die reducirte Eubifche Gleichung 

»’+px+g=0, 
nach x aufgelöft, giebt 
3 3 
= 
daß man aber dieſe Formel nicht mehr bequem zum Berechnen 
der Werthe von x gebrauchen kann, wenn 19728P negativ, 
alſo — (40 2pꝰ) poſitiv wird, in fo fern dann bie Kubil⸗ 
wurzel ans Ausdrücken von der Form P-HQ-i gezogen wer⸗ 
den muß. Durch das vorſteheude iſt man aber nun in den 
Stand geſetzt, dieſe Rechnung bequem durchzuführen. Man ber 
rechnet nämlich ‚ 
VG Fa)=9 fi = —Gg+Hp) 
ift, und hat dann, wenn —4q—P gefegt wird 
3 3 
z=- WPFOH+P-Qr 
Wurgel bat, geht daraus hervor, daß er, wenn man Br mit m potemirt, 
u 

sm r(cosp-ti-sing) d. b. p+q° 


wieder giebt, fo daß mir Fein Geſetz der Burn sumente brauchen, 
melches felbf noch nicht erwiefen wäre. 
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Hiernach beredfhet man 
IHRES HE, ° 

und den Bogen p aus ben Gleichungen 

ag: --H und sing= oder 1gp= 

und hat dann (nad) $. 84. I. N. 2, weil Yr= 

— (00 ER Hirn PER). 
und 

WQi= Va. ( ER iin) n, 


wo flatt m und nm’, unabhängig von einander, die Werthe 0, 
—1 und +1 zu fegen find, während —Ip den abfoluten 
Werth diefer Wurzel vorftellen foll. 

Da nun in dem Ausdrucke für x, diejenigen Werthe der 
beiden Kubilwurzeln zufammengehören (nach $. 19.), deren Pros 
dukt = —3p iſt, dies aber hier allemal der Gall if, fo oft 
man n—=n nimmt; fo folgt 

x = Ip-00s str, 
und man erhält hieraus mirtelft einer fehr einfachen Rechnung 
alle 3 Werthe von x, wenn man nur nach und nach O, —1 
und 1 flatt m fchreibt, oder auch wenn man n—= 0, n—1 
ud n—=2 nimmt.) . 








*) Diefe Gleichung folgt aus der vorhergehenden am einfachften, 
wenn man links und rechts —i flott i ſchreibt, was deshalb erlaubt if, 
weil i jede beliebige der beiden Zormen von vorſtellt 

**) Das einsige, was noch zu beachten bleibt, if — daß, wenn man 
ſich der gewöhnlichen Tabellen bedient, & allemal in Bogens@raden, Mir 
nuten, Sekunden 'etc. etc. gefunden wird (aus ber Tafel) und daß man 

. daher folche erſt in Längens Maaß verwandeln muß, nach der Proportion 
480%: x wie die gefundenen Grade au dem gefuchten Bogen: Werth @, 
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$. 85. 


Aus der Formel $. 84. II. N. 2.) folgen nun auch alle 
m Merthe der mien Wurzel aus einer pofitiven Zahl —a, oder 
ach aus einer negativen Zahl —a. 

Um die erfteren zu finden feßt man p=--a, q= 0, hat 
dann 1-a, cosp—=1, ung =, alfo ‚=; und 
man erhält 

Inx 
m) 


1) — 


wo das Zeichen links mdeutig if, während dag Zeichen Y-a 
zur Rechten den einzigen abſoluten Werth dieſer Wurzel vorſtel⸗ 
len ſoll, wie ſolcher in den Elementen unter dem Namen der 
abſoluten Wurzel gefunden wird, während ſtatt m zur Rechten 
nach und nach 0, 1, 2, 3, ++ m—1, oder 0, —1, +1, -2, 
+2, etc. etc. fo lange gefegt wird, bis man m verfchiedene 
Werthe hat. 











um die m Werthe von Va gu finden, fegt man p=—a, 
q=0, ale r=-Fa, und =, = —1, sinp=(; 
mithin 9 —=r Die Gleichung $. 84. II. N. 2.) giebt nun 


2) I Va (cos IE ni = Li. sin —ꝰ Sie), 


wo dag Zeichen Va links mdeutig, das Zeichen YFa da 
gegen nur eindeutig genommen iſt, während flatt n nach und 
nach O, 1, 2, 3, ++ m—1, oder 0, —1, +1, —2, +%, 
etc. etc. gefett wird, bi8 man m verfchiedene Werthe hat. 


Auch hat man num die m MWerthe von yi und von V—1 
gefunden. Solche find nämlich ausgedrückt in den Gleichungen : 
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dr |. . nm 
1) vi= cos +sia = 


und 


9. vi = SHE}; Gute, 


wenn man Ratt n nach und nach bie m Werthe 0, 1,9, 3,-- m—1, 
oder 0, —1, + —2, +2 ele. etc. fehl. 


$. 87. 

Sür dieſe mo" Wurzeln aus 1 oder —1 gehen aber 
noch folgende Nefultate hervor: 

L Einige Eigenfchaften der Vri. 

1) Jede ganze Potenz eines Werthes von vi, und jedes 
Produkt, fo wie auch jeder Quotient zweier oder mehrerer Wer⸗ 
the vom YA, iſt allemal wieder ein Werth derfelben Yi, aber 
nicht immer ein neuer Werth diefer Wurzel. 

2) Nimmt man in $. 86. N. 1.) n—1, und bezeichnet 
man den Werth 00 Hirn durch =, fo find (nad) 
EHLN 1) 02, ar, at, amt und om (oder 1 
ſelbſt) alle von einander verfchieden, und ale obigen Werthe 
ber Yı. . 

3) IR m gerade, fo find unter den Werthen von yı zwei 
reelle, nämlich 1, und — 1 (der erſtere fürn — O, der ans 
dere für n— am); die m—2 Übrigen Werthe find aber alle 
-imaginär. 

4) Iſt m ungerade, fo if nur ein einziger Werth von 1 
reell, nämlich 1 (für n—0); bie übrigen m—1 Werthe 
find dann alle imaginär. 


5) Man erhält alle m Werthe von Va, wenn man einen 





5.88. © 8. d. allgem. Por: m. Sogar 155 
eingigen Beiebigen ber Werthe dieſer min Wurjel nach und nach 
mit den m MWerthen von yı multiplicirt. 


IL. Einige Eigene de V-1. 

1) IH m gerade, fo find alle Werthe von Y—1 imagi · 
när. — ft aber m ungerade, fo iſt einer ber Werthe reell und 
— —1, die übrigen alle dagegen find imaginär. 

2) Zede gerade Potenz eines der Werthe von V-T ift- 
allemal einer ber Werthe ber VI. — Desgleichen iſt jebes 

» Probuft unb jeder Quotient je zweier Werthe von VT alle 


mal einer ber Werthe von Yr. 
3) Jedes Produkt aus 3, 5, 7, Überhaupt einer ungeras 


den Anzahl von Werthen der VL, if dagegen allamal ſelbſt 
wieder einer der Werte von VI). 


$. 88. 
Suchen wir jest alle Merthe von der Form a-t-Pp-i, 
welche der natürliche Logarithme von p-+-q-i hat, Soll aber 
) «+B-i=log(p+-g:) 
ſeyn, fo .muß (f. Anmerkung zu $. 69.) 
Y) etrioptgi, dh 9) ei —prgi 
werden. Weil aber (nach $. 70. IIL) 
e'= cosß-Hi-sinß 
ift; fo geht Tegtere Gleichung Über in 
4), e*.(cosß-Hi-sin)=p+tqi 
Diefe zerfällt dann (mac) $. 18.) in die beiden Gleichungen 
5) _ e*cosß=p und e*sinp=q. 





*) Noch mehr Eigenfchaften der m" Wurzeln findet man im „Sy⸗ 
ıfem d. Mathem.“ Ch. IL. 2 Auf. 66. 536. 537.). 
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Eliminirt man hieraus 3, d. 5. sinß und cosß, indem mas 
die dritte Gleichung ($. 71. ©.), nämlich sinß®-F-cosß? — 1 
zu Hilfe nimmt, fo erhält man 
9 pt, do) = +HWFT; 

und, wenn man 4+Yp?-Fq? ⸗r feßt (nach 66. 65. 66.) 

.  a=Lr wenn r=-+Yp?-fg® 
ift, und wo Zr den einzigen reellen Werth des natürlichen Lo: 
garitimen der pofitiven Zahl r vorſtellt. Die Gleichungen 5.) 
geben nun 

I. cos und snp=4, 


wo ber Nenner r immer pofitio if, fo daß cosß mit p zu⸗ 
gleich, und sinß mit q zugleich poſitiv oder negativ feyn wird. —. 

Zu dieſen jetzt bekannten Koſinus und Sinus findet fih nun 
(nad $. 79) 

II. B=Mx-+p, 
mon Null und jebe pofitive und jede negative ganze Zahl vor- 
ſtellt, während P der einzige, innerhalb der A erfin Duadran- 
ten Tiegende, durch die Gleichungen 11.) gegebene Werth von 3 
iſt, der nach Anleitung der $$. 78. und 79.) (mittelſt einer for 
genannten trigonometriſchen oder Sinus-Tafel) gefunden wird. 

Man hat alfo, unter der Vorausfegung der aus L) und 
II.) berechneten Werthe von r und p und der im $. 75.) be 
ſtimmten Zahl x, allemal s 
WM. Dgp+g)=Lr+@mtg)i. 

Hieraus finden, fich aber die Werthe des Fünftlichen Loga⸗ 
rithmen von p+q-i für bie (poſitive) BVaſi ſis c (nach 6. 69.) 
ohne Weiteres, nämlich 


v sp+g)= Zi 2ete i, 
wo Le den einzigen reellen I des — * Logarithmen 
der Baſis e vorſtellt, während ob (nach $. 69) der 
reelle Werth des künſtlichen Logarithmen von r für die Bafıs c if. 


N 








‘ 
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J $..89. 

In diefen Formeln ſtecken auch ale Werthe bed natürlichen 
und künſtlichen Logarithmen irgend einer pofitinen Zahl a, 
‘oder irgend einer negativen Zahl —a. — Man fegt, foll 
p+g'i=a werden, = 0, p=3, hat dann ꝰa, Zr=La, 
cosß—=1, sing=0, alfo P=0, und die Formel $. 88. 
IV.) giebt 

2 loga=La-+ ri. \ 
Soll aber p+q-i=—a werden, fo hat mng=0,p=—a, 
r=+a, 00sß=—1, sinß=0, alſo P=x, und die For⸗ 
mel $. 88. IV.) giebt 
2) log(—a) = La-+(2n-H1)r:i, 

wo jedesmal n jede pofitive und jebe negative ganze Zahl und 
die Null vorſtellt, während €—3, 14159--- iſt. 

Setzt man in 1.),und 2.) noch a=1, fo bekommt man . 
alle Werthe des natürlichen Logarithmen von 1 und von —1, 
nämlich ' . 
3) logl = Ani 
: 4) log —1)= (An-+H1)x-i, : 
won Null und jede ganze (pofitive oder negative) Zahl vorſtellt. 

Aus diefen natürlichen Logarithmen gehen aber die künſt⸗ 
lichen für Die Baſis c, hervor, wenn man bie erfteren noch mit 


Le dividirt, oder mit dem Modul % multiplicitt. 











Anmerkung. Es hat alſo jeder natürliche Logarithme 
wirklich unendlich viele Werthe, wie wir ſolches ſchon früher 
CE. 65. 1) vermuthet haben; d. h. es giebt jedesmal unendlich 
viele Ausdrücke, welche einander nicht gleich ſind, welche aber 
die Eigenſchaft mit einander gemein haben, daß wenn man e 
mit ihnen potengiet, jedesmal ein und daſſelbe Nefultat heraus 
kommt. — Set man 5. 3. in obiger Formel 3.) ftatt m zuerft 
6, dann —2, fo erhält man A2r-i und —Ar-i ale zwei 
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ber Werte von log1. Und in ber That wid ei — 1 u 
auch ei 1. Dem es iR (nach $. 70. III) 

e c i2x-i · sin12 =1 
und 

Ei o0s(—4x)-+i-sin(— 4x) = o0six—i-sinäx — 
in fo fern cos12«— cosäz«—1 unb sin12x— sindx — 0 i 


6. 90. 
Für dieſe unendlich · vieldentigen Logarithmen gelten moc 
immer die Formeln 
log(ab) loga-logb, 


log) =loga—Iogb, 
lg —brloga, 
logVa =1-iogn, 


legtere beiden in allen ben Fällen, wo.a® unb Ya eine Zehen 
tung haben; alkin fie gelten nur in dem Ginne, in welchem 
fie ertviefen werden, nämlich: wenn ſtatt der (mehrdentigen) Lo 
Harithmen rechts irgend beftimmte, übrigend belichige ihrer un 
endlich vielen Werthe gelegt werben, fo erhält man allemal einer 
Werth, des Logarichmen zur Linken, ober: bie Gleichungen ſind 
richtig unter der Borausfegung, daß flott aller vieldentigen Le 
garithmen zufammengehörige ihrer Werthe gefegt werben *), 





Belemi Logarichmen it bi 

Quelle eines langen Streites gemefen, ber anfänglich zwifchen Leibniz 
und Bernoulli geführt, und ſoater wiſchen d’Alembert und Euler 
fortgefegt wurde. Die eine Parthei fuchte auf serfchiedenen Wegen zu 
beneifen, daß die Logerithuen der megetiven Zahlen reell und denen 
peũtiven Sublen gleich find; während Die andere Varthei ührerfeits 
er rer die Togaritänen aller megatisen Zahlen allemal 
— find. — Die letztere Anficht behielt die Oberhaud, als es 

Enlern gelang bie Sormeln 6. 89. N. N. 1.) ind 2.) fekiufehien. 
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4. 9. 

Wir Eönnen jetzt den allgemeinfien Begeiff ber Potenz a“ 
fefiftellen, für jedes reelle und imaginäre a und für jedes reelle 
und imaginäre x. — Es if nämlich im 6. 63.) bereits gefun⸗ 
den worden, dag man A allemal fo beftimmen kann, daß 

Arx? A’x® Atxt 


HH 


ift in allen den Fällen, in welchen a* früher eine Bedeutung 
hatte, und daß man die Gleichung 


— a eu 
erhält, wenn x 1 gefegt wird. — Diefe letztere Sleihung 
giebt aber (nach $. 64.) 
a=el, alfo A=loga, 
wo log a unendlich viele Werthe Hat. Subſtituirt man biefen 
Werth ſtatt A in die erſtere Gleichung, ſo erhält man für jebes 


a und für ein poſitives oder negatived ganzes x, — ober für 
ein poſitives a und reelled x, \ 


x x-loga a)? 3 a)’ 
a — EEE DEN CO DEE 
O)- Sober \ 
met —J 
und dieſe Gleichung ann man nun ald Definition der allge: 
meinften Potenz a* gelten laſſen, für den Fall, daß a und x 
gang allgemein gebacht find. Diefe jegige Potenz enthält näm⸗ 
lich die Differenz- Potenz eben fo wie bie reelle Potenz, endlich 


auch die natürliche und künſtliche Potenz als befondere Zähe 
md Werthe in fi. 


4.9. 


Dan: Tann fogleich die Werthe vom a* berechnen, für den 
Sch, daß a=p-+tq-i und = a+B-i, alfo a und x belie⸗ 
big reell oder imaginär find; d. 5. man kann die Werthe von 
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e Mapa auf die gewöhnliche Rechnungs: Form Pr i Bringen 
und zwar twie folgt: 

Es if 

D bga=lgp+g)—Lr+Qm-to)i, 
wenn man 
2 THF =, sn-=l 
und p innerhalb der 4 erften Duadranten nimmt. Es iſt daher 
rl — e@+B.i-[Er+ ax+9)il 
— er Er Amex p)+i-lB-Lrteltactg)] 
er mnt) X A Erteet)), 
Der erfiere dieſer beiden Faktoren iſt allemal reell und wird für 
jeden Werth von m nad) $. 64.) berechnet. Der zweite Faltor 
bat die Form ei, läßt ſich daher (nad) $. 70. UL) auf die 
Form cosz-+i-sinz bringen; und fo erhält man 
2 ern x 

(cos[ß-Zr-Ha({2nx-+g)]-+i-sin[ß- Lr-+a(2nx-+9)]), 
d. h. man hat nun a* in die getöhnliche Rechnungsform aus⸗ 
gedrückt, wenn a=p-Fg-i und’ x=a+ß-i iſt. 

Iſt 30, d. h. iſt der Erponent x rel und =a«, fo. 
bat der erſtere Faktor (in 3.) nur einen einzigen Werth e*7* 
ober 7“ (nach $. 68.), wo r* die Fünftliche, d. h. in fo fern a 
reell ift, die in den Elementen ſchon betrachtete reelle Potenz 
vorſtellt; und die Potenz; a’, d. 5. (p-+q-)” hat dann nur 
fo viele Werthe als der ziveite Faktor, der jett bloß 

4).  =eosaldnz-+-p)-ti-sin a(nz-+-p) 
wird, Werthe hat. 

Diefer Faktor (in 4.) und folglich die Potenz (p-+-q-i)* 
bat aber (nach der vorfiehenden zweiten Abtheilung diefes Ka— 
pitels) nur einen einzigen Werth, fo oft « pofitiv oder negativ 
sans iſt; fie haben beide gerade » Werthe, nicht mehr und 

” nie 
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nicht weniger, fo oft a=#, und u pofitio oder negativ ganz, 


* aber in ſeinen kleinſten Zahlen ausgedrückt iſt; und ſie ha⸗ 
ben unendlich viele verſchiedene Werthe, fo oft « irrational ift*). 


4. 98. 
Segt man 4 ſtatt &, und B=0, mährend m eine pos 


ſitive ganze Zahl iſt, fo findet man (direkt nach $. 92. verfaßs 
rend, oder aus dem Nefultate $. 92. N. 3.) 

ı ı 
2 ter ner, 


wo r=-+Vp’+q,, os, in if, und mo 
4 


x” bie reelle Potenz vorftellt, welche (nach den Elementen) mit 


der abſoluten Wurzel Yr übereinſtimmt, auch Immer mar eine 
deutig if. 
Vergleicht man aber dieſes Refultat mit der N. 2.) des 
1 


5.84. 1B7 fo findet man, daß +)" genau eben fo viele 
und genau biefelben Werthe hat ald Yp-+-q-i. — Alſo ift 


4 m 
2 +9)" v Ta 
eine vollftändige Gleichung *). — Dies gilt, es mag paq ·i 


*) Diefe Unterfuchungen find zwar aus ben Eigenſchaſten der Sinus 
und Kofinus fehr Leicht au führens wir verweifen aber doch den Lefer, wel⸗ 
her fie nicht ſeibſt anfellen will, auf das „Soſtem der Mathem.“ Bd. II, 
a" Auflage) Kap. XXVI. 

H Bei den mehrbeutigen Ausdrücken iſt ein Unterfchied in den Glei⸗ 
ungen zu machen. Zumeilen fellt nämlich die eine Selte der Gleichung 
genau eben fo viele und genau biefelben Werthe vor wie bie andere Seite. 
Eine folche Gleichung möchte der Vfr. eine vollſtandige nennen. Zus 

Bd. J. J 11 
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"eine imaginäre, ober eine reelle Zahl vorſtellen, und im letztern 
Sale eine pofitive ober eine negative. 
$. 94. 
Außer diefem Gefege $. 93. N. 2.) gelten aber noch alle 


die übrigen aus den Elementen ſchon bekannten Gefege der Po- 
tengen, namentlich auch: 


y Haar; 2) aaa; 
2 ab; 4) akb’=(a:b)‘ 
und 6) Aa, 


auch für dieſe allgemeinen Potenzen. Died geht hervor, wenn 

man ſtatt a’, a’, a'*, b*, (ab)* und a”, die ihnen gleichen 
natürlichen Potengen’e"9*, 79%, entHloe, gatob, ade) 
und e’°9% fegt, und die Gefege der natürlichen Potenzen des 
$. 64.), fo tie die ber natürlichen Logarithmen des $. 90.) in 
Anwendung bringt. 

Man findet aber, daß im Allgemeinen in der Gleichung 1.) der 
Ausdrucd zur Linken viel, viel mehr Werthe hat, als der Ausdruck zur 
Rechten, und daß das Produkt a*.a® nur dann einen der Werthe von 
aut® liefert, wenn ſtatt a® und a® gerade foldhe ihrer Werthe e*-7o* 
und e*"’°9* geſetzt werden, melde zu einem und demfelben Werthe des 
loga gehören. — Die Gleichungen 1.) und 2.) find daher (im Allgemei⸗ 


nen) unvollfändige Gleichungen. — Dagegen find bie Gleichungen 
3.) und 4.) vollfändige, d. h. ihre beiden Seiten enthalten genau 





meilen aber ift die Gleichung nur in fo fern gültig, als bie ‚eine Eeite 
der Gleichung meniger Werthe hat als die andere Seite; 5.9. wenn man 
ſchreibt = —3, wo links zwei Werthe Reben, rechts aber nur ein 
einiger, und mo man zwar ſtatt de? weniger umfaffenden C—3), den uns 
faffenderen (y9), aber nicht umgekehrt, flatt des letztern überall den 
erſtern fegen Tann, weil der letztere gerade diejenigen feiner Werthe vor⸗ 
ftellen köunte (j. B. +3), welche der andere nicht hat. — Solche Gleis 
Hungen möchte der Bfr. unvollkändige nennen. — Legtere Gleihuns 
gen find eben fo richtig als die erſtern, in ſo ferm beide Seiten ber Gleis 
Yung ein und daffelbe ausbrüden. AAein die erſteren find ohne befon 
dere Sorgfalt iu gebrauchen. 
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gleich: viele und genau diefelben Werthe. — Die Gleichung 5.) if wieder. 
eine vollftändige. — (Näheres hierüber findet man im Kap. XVI. d. 
H. Th. des „OSpfems der Mathem.“ 2'* Auflage.) 


$. 9. 


Eben fo gilt auch noch der binomifche Lehrfag, nämlich 
der Satz ' 
2 24 1 


‚31 
aHy=14rb+ - 4b he 


ganz allgemein, e8 mag x reell ober imaginär ſeyn, jedoch auch 
mit der Beſchränkung, daß zur Nechten diefer Gleichung nur 
ein eindeutiger Ausdruck ſteht, während zur Linken die allgemeine 
Potenz (1 46Y unendlich viele Werthe haben kann. Setzt man 


aber in der obigen Gleichung lieber 2 ſtatt b, und multiplicirt 


man dann beide Seiten mit a*, fo erhält man links (a-+-b)", 
rechts aber nun, wegen des Faktors a‘, ebenfalls genau fo viele 
Werthe, als der Faktor links deren hatte. 


Der Grund, warum den binomifche Lehrſatz auch jet nach gilt, ik 
aber im „Spfiem d. Mathem.‘ II. Ch. 2te Aufl. $. 684.) nachjiulefen, in 
fo fern uns hier die und vorgeſteckte Kürze verbietet, irgend etwas weit⸗ 
Täufiger zu behandeln, was nur theoretiſches und nicht zu gleicher Zeit ein 
geaktifches Sintereffe hat. Wir begnügen und hier damit, im $. 48.) bie 
Gültigkeit des binomiſchen Lehrfages für poftive Dignanden und reelle 
Erponenten gründlich nachgemiefen und überhaupt in Allem, wo wir 
nicht bekimmt das Begentheil fagen, nach ber größten Gründlich- 
keit. gefirebt am haben. 








$. 9%. 


Den allgemeinen Potengen ſtehen auch allgemeinere 
Logarithmen gegenüber, bie mit ben Potenzen zugleich vorhanden 
und gegeben find. Weil aber folche mehr in theoretifcher als 
in praktiſcher Beziehung von Intereffe find, fo mag von diefen 
allgemein ſten Logarichmen bier gar nicht weiter die Rebe 
ſeyn. Die Lefer, welche Näheres darüber zu erfahren teünfchen, 

11 
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toerden ſolches im Kap. XXVI. des I. Th. d. „Syſtenis d. 
Mathem. entwickelt finden. 

Anmerkung 1. Am Schluſſe dieſes Kapitels, wo faſt 
alle mehrdeutigen und unendlich: vieldeutigen Ausbrüde einge 
führt worden find, müſſen wir aber ausdrücklich die Warnung 
wiederholen: 1) „nie ein vieldeutiged Zeichen, wenn es mehrere 
Male ericheint, jebesmal als einen und denſ 
manzufehen, weil es jedesmal einen andern fein 
nftelien kann“; 2) in einer Gleichung zwiſchen vi 
drücken nur dann unbebingt bie eine Seite ſtatt 
fegen, wenn beide Seiten gleich viele und dieſell 
ben; außerdem aber ftatt des weniger umfaflenden Ausdruckes 
zwar den umfaſſenderen unbedingt zu fegen, aber nicht umgekehrt 
zu verfahren, d. h. nicht unbedingt für einen Ausdruck, der 
mehrere Werthe hat, einen andern zu fegen, der von Diefen 
Werten nur einen einzigen, ober nur einige berfelben vorſtellt, 
weil man fonft fürchten muß, daß der erfiere allgemeinere Aus⸗ 
druck gerade folche Werthe vorfichte, welche der andere gar 
nicht enthält. 

In allgemeinen analytifchen Unterfuchungen Fan man 
fich diefe Regeln nicht tief genug einprägen, weil ihre Vernach⸗ 
läffigung (welche fich früher die größten Analyfien haben zw 
Schulden kommen laſſen) bereits zu den unrichtigften, und dabei 
lange Zeit für wahr gehaltenen Nefultaten geführt hat. (Man 
vgl. hierüber die „Aufſätze aus dem Gebiete der höhern Mas 
thematik“ Berlin 1823.) 

Anmerkung 2. Wir ftehen aber jegt in Bezug auf die 
drei Iegtern Operationen auf derfelben Stufe, auf welcher wir 
in den $$. 9. amd 10.) in Bezug auf die vier erftern Operatio⸗ 
nen und geftelt fahen. — Wir dürfen jege nur noch einige 
Betrachtungen über die höheren Gleichungen hinzufügen, um 
bie Lücken auszufüllen, die wir bier und da noch ſtehen laſſen 
mußten; 5. 3. 1) ob die mie Wurzel nicht noch mehr als die 
ma Werthe hat, die wir gefunden haben, und ob alle ihre Werthe 
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von der Form p-+g-i find; MY ob die Werthe des natürlichen 
Logarithmen, die wir gefunden haben, alle feine Werthe find, 
ober ob er noch mehrere Werthe hat, die vieleicht nicht Die 
Form p-+q-i haben; endlich 3) ob es überhaupt imaginäre 
Ausdrücde geben kann, die ſich nicht auf die Form p+-q-i 
bringen laffen. 

Wir werden aber im nächften Kapitel nachtweifen, 1) daß 
es Feine andern imaginären Werthe giebt, als nur folche, die 
ſich auf die Form p+gq-i bringen Iaffen; und 2) daß mir 
alle Werthe der min Wurzel und auch alle Werthe des na 
türlichen Logarithmen bereitd gefunden haben. 





Achtes Kapitel. 





Bon den höhern Gleichungen. 


@inleitung. 


Aufzählung der Wahrheiten, welche das gegenwärtige Kapitel zunächſt außer Zweifel 
zu fegen bat. 

Das gegenwärtige Kapitel bat zunächſt folgendes außer Zweifel 
su fegen: 

1) Seder höheren Sleichung mit reellen oder imaginären Koefficienten, 
die aber von der Form p-+g-i find, kann allemal durch einen Werth des 
Unbefannten genügt werden, welcher felber von der Form p-+q-i if, alfo 
veel (wenn q=0 ſich findet) oder imaginär. (Man vgl. $. 97.) 

2) gür jede folche höhere Gleichung vom mien Grade: giebt ed immer 
genau m (nicht mehr und nicht weniger) Ausbrüde von der Form ptq° i, 
welche, ſtatt des Unbekannten geſetzt, der höheren Gleichung genügen. — 
Dieſe m Werthe nennt man die Wurzel⸗Werthe der höhern Gleichung, 
und ſolche können in beſonderen Fällen sum Theil oder alle einander 
gleich .feyn. (Man vgl. $. 98.) 

3) Sind a, B, y, 5, u, v die m Wurjel⸗Werthe einer höhern 
Gleichung vom mten Grade, welche durch £,=0 ausgedrüct feyn mag; 
und hat man in f, O mit dem Koefficienten der höchften (mten) Poten 
von x dividirt, fo dag die Gleichung £—0 bie Form 


Or Ah Anand A, ut A, 0 
angenommen habs fo ift allemal für jeden Werth.von x 
= (X —-a)(X—B)(X—y) (Xu) —v); ' 

und der Ausdruck £, Täßt fih nur auf diefe einzige Art in folche ein- 
fache Faktoren (oder Saftoren vom erfien Grade) zerlegen. 
(Dan vgl. $. 99.) 

4) Da zu diefem Produkte jeder Faktor gerade fo viel beiträgt wie 
der andere, fo müffen die Koefficienten A,, A, A, A, -A A 


m—1? m 


aus den Buchflaben a, B, y, Ss "ws » auf eine vg fonımetrifche 
Weiſe sufammengefest ſeyn; und in der That if 
—A, bie Summe aller Wurzel Werthe a, 4, 9, . 
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+4, die Summe ber Produkte je zweier dieſer WurgelsWerthe; 
—A, die Summe ber Produkte je dreier diefer Wurzel» Werthe; 
+A, bie Summe der Produkte von je vier der Wurjel⸗Werthe; 
und allgemein iſt 
TA, die Summe der Produkte von je m ber WurelsWerthe, wo bad 
obere (—) Zeichen gilt, wenn n ungerade if, das unter C++) das 
gegen, wenn n gerade. — Zulegt iſt 
A, das Produkt aller m Wurzel Werthe, und imar, fo oft m ungerade 
ſeyn follte, noch mit dem (—) Zeichen verfehen. CR. vgl. $. 100.) 
5) Ohne die Wurzels-Werthe a, B, 4, m» einer höheren 
Gleihung vom mten Grabe u Fennen, Fann man doch immer. 
aus den Koefficienten. der gegebenen Steigung eine neue 
Gleichung bilden, 
1°) deren Wurzel» Werthe begüglid) oa, BLa, PER &ta, ta, vba 
find, und jede diefer beiden neuen Gleichungen iſt wieder vom mten 
Grade; ober 
2 deren Wurels Werthe beꝛüslich 
a, Pr u du 00 op va 


oder 
28 2 2 2% 
a’ a’ a’ a’ a’ [} 
oder 
2,. 2. VE 2. . Vo 
a’ B' 7 Fu m 7 


find; und jede diefer neuen Gleichungen iſt wieder vom mten Grade; 

oder 
3) deren Wurzel Werthe die Summe je zweier WurielsWerthe ber ges 

gebenen Gleichung, oder bie Differem je zweier Wurzels:Werthe der 
gegebenen Gleichung, oder irgend eine Verbindung aus je zwei, ober 
je drei, ober je vier etc. etc. der Wurzel:!Werthe der gegebenen Glei⸗ 
ung find; und die neue Gleichung if allemal vom fovielten Grade, 
als fih aus den m Wurjel /Werthen ber gegebenen Gleichung ſolche 
Verbindungen zu imeien, zu breien, gu vieren Cmit oder ohne Wieder⸗ 
bolung, wie es die Aufgabe gerade verlangen folte) bilden laſſen. 
(6. 101.— 104.) 

6) Man kann die Summe ber 2ten, ten, Aten, .. nten Potenzen ber 
Wurzel» Werthe einer jeben gegebenen höheren Gleichung mittelft -eines 
fehr einfachen (des Newton fen) Lehrfages in die Koefficienten dieſer 
Gleihung ausdrücken Cugl. $. 105.). 

7) Aus einer jeden höheren Gleichung, welche gleiche Wurzel: Werthe 
bat, G. B. 100 «= B=y, dann wieder 5=e, u. f. f., iſt) kann man 
immer eine andere höhere Gleichung vom niebrigern Grade ableiten, welche 
alle WurzelsWWerthe der vorigen hat, aber jeden nur einmal, wenn ders 
felbe in der vorigen Gleichung auch 2, 3, Amal u. f. w. vorgekommen 
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ſeyn fohtes und das wieder, ohne daß man dis Wunel⸗Werthe keunt, 
bloß aus den Koeffieienten der gegebenen Gleichung. 

Dieſes alles gilt, die Koeffieienten der Gleichung mögen teell ober 
imaginär ſeyn. Hat aber die Bleihung bloß reelle Koeffieiens 
ten, fo if für felbige noch folgendes beſonders zu merken: 

8) Hat eine höhere Bleihung LO mit reclien Koefflcienten den 
Wunel / Werth p+q-i, wo q nicht Null ik, fo ik auch p—q-i, wo p 
und q biefelben Werthe haben, ein zweiter Wutzel ⸗Werth berfelben 
Gleihung (6.107). . 

9) Eine höhere Gleihung £,—O mit reellen Koefficienten bat alfe 
entweder gar Feine imaginären Wurgel-Merthe, oder fie hat ſolche doch 
immer paarweife. — If fle daher von einem ungeraden Grade, fo hat fie 
mindeſtens einen reellen Wunel /Werth. (sl. $. 108.) 

10) Hat eine höhere Gleichung vom geraden Grade den legten Koef- 
ficlenten Cder mit x° multiplieirt erfeint, d. h. der x gar nicht sum 
Gaktor hat) negativ, fo hat diefelbe Gleichung menigfiens zwei reelle 
WBurzels-Werthe. (gl. $. 108.) 

11) Jede ganze Funktion von x von der Form 

HAAR tn A, An 

laßt ſich allemal in lauter reelle einfache oder doch in reelle doppelte Fat ⸗ 
toren zerlegen, welche letzteren die Form x’— 2px+{p’+g?) d.h. 
(&«—p)*+q* baben, in fo fern fie das Produkt der beiden imaginären 
Saktoren —(p+-q-i) und x—(p—g:i) find. — Giebt man aber (yach 
$. 82.) dem Ausdrucke p-+q-i die Form r(cosp-Hi-sing), fo/ daß 

reosg—i-sing) wird, ſo iſt der reelle doppelte Faktor 
Arz-cosp-+r?. Man kann baher einen reellen doppelten Faktor, 
deffen beide einfache Faktoren imaginär find, in dieſer legten Form ebens 
falls hinfielen, (Rot. $. 108.) 

12) Diefe Zerlegung in reelle doppelte oder einfache Faktoren, für bie 
ſehr einfachen Funktionen x" +a® auögeführt, giebt dem Lehrfag des 
Eotes. Dehnt man aber diefe erlegung auch auf die Funktion 

cp 
Pan dat man die gu bem Lehrfag des Cotes gehörige Erweiterung des 
bivre. 

Außer dieſen theoretiſchen Sägen müffen wir aber in dieſem Kapitel 
auch noch eine bequeme und fidere ‚praktifche Methode zur Auffindung 
der Näherungswerthe einer höhern Gleichung mittheilen. 

Wir haben nämlich bereits im erfien Kapitel gefeben, dag man bis 
jest noch Feine Methode aufgefunden hat, durch welche die allgemeinen 
böheren Gleichungen, d. h. diejenigen, welche ni cht lauter befmmt geges 
bene Ziffern / Koeffieienten haben, aufgelöft werden könnten, fobald ſolche 
ben vierten. Grad überſteigen; und dag die allgemeine Auflöfung der 
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Gleichungen vom vierten Grade ſelbſt, die man noch madsseffen kann, 
durchaus nicht zur praftifchen numeriſchen Auflöfung diefer .Bleihungeg - 
von vierten Grade benugt werden Fann. - 

Auf der-andern Seite haben wir im $. 59.) das Nemton'fche Vers 
fahren durchblicken laſſen, nad welchem man für jede reelle numeris 
fe Gleichung, d. b. für jede Gleichuns, deren Koefficienten reelle und 
wirklich gegebene Ziffern Werthe find, ben Wurzel: Werth der. Gleichung 
in Grenzen einfhliegen und diefe Grenzen felbft einander näher rücken 
laſſen kann, Verſuchsweiſe; fo daß man zuletzt einen Näherungs = Werth 
für den Unbelannten hat, der vieleicht dem geTuchten fo nahe gefunden 
werden kann, ald.der Fall der Anwendung ed nur immer wünfdensmerth 
macht. Es iommt alſo jest alles darauf an, dieſe Methode bier gehörig 
gu vervollfonmnen, fo daß fie mit möglicher Schnelligkeit die möglichfte 
Genauigkeit liefert, Zu diefer Vervollkommnung gehören fülgende Punkte: 

13) Wenn die zu löfende numeriſche Gleichung gegeben iR, möglich 
ſchnell für jede der reellen Wurjel /Werthe iwei Grenzen zu finden, swis 
hen denen fie liegt, und ugleich genau angeben zu Können, twieviel imas 
sinäre, alfo wie viele reelle Wurjels Werthe die gegebene Gleichung hat. 

44) Wenn dies erledigt if, bie Grenzen irgend eined ber Wunel⸗ 
Werthe, die man fon hat, möglict ſchnell enger und enger zu siehen, 
d dag man möglich bald zmei Bremen diefes Wurzels Werthes habe, 
seldhe felb nur noch weniger von einander verſchieden find, als ber Feh⸗ 

» beträgt, den man in der gerade vorhabenden Anwendung machen darf. 
- Dann Tann man nämlich jede biefer beiden Grenzen ſelbſt ſtatt des 
iſuchten Wuriel / Werthes nehmen. 

Me dieſe Punkte follen nun durch die nächſtfolgenden Paragraphen 

vnugeweiſe erledigt werden, 





Erſte Abtheilung. 


Augmeine Eigenfhaften der höhern Gleichungen mit beliebigen reellen 
oder imaginären Koefficienten von ber Form rtqi 


$. 97. . 

Welche enbliche Neihe ober ganze Zunktion von x auch 
immer durch £, vorgeftellt feyn mag, d. h. wie auch ihre Koch 
ficienten reell oder imaginär aber von ber Form p+qi, nur 
immer (pn mögen, fo giebt es doch immer einen reellen ober 
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imaginären: Werth von ber Form p-I-q-i, twelcher ſtatt x ge 
est die Funktion f ber Null gleich macht. 

Subſtituirt man nämlich überhaupt p-+q-i flatt x, und läßt man 
bei p und q noch gang unbeſtimmt, fo wird fh £ in die Form 
i · V. verwandeln laffen, mo 2,,, und =, Cendlihe) Doppel 
Reihen, d. b. ganze Zunktisnen yon p und von q find. Es kommt nun 
arauf an nachgumeifen, daß es reelle Werthe von p und q giebt, melde 
»—=0 und y=0, oder was baffelbe ik, welhe 5 O machen; 
enn da » und P für seele Werthe von p und q, felbk nur reelle 
Berthe annehmen, fo werden p* und „p* nur pofitiv, wenn nicht Null; 
lſo kann ®Hrp% nicht der Null gleich fepn, ohne daß und „p einzeln 
er Null gleich find. 

Beieichnen wir nun 

1) etw? durch F,, ode FE, 

» fieht man wenigſtens foviel ein, daß F für alle reellen Werthe von p 
nd q immerfort pofitio und höchſtens — 0 if, daß daher F einen Heins 
en Werth haben wird. Es giebt alfo ganz gewiß reelle Werthe 
on p und q, welche F zu einem Kleinen machen. Dieſe lege 
ren werden (nach $. 61.) gefunden, wenn man die beiden Gleichungen 
5 dF,=0 und or, So 

ach p und q auflöſt. Fun iſt aber (nach S$. 55. und 56.) 

3) DI · dy oP · dn, und DF=p-dp.t+2p-Op.; 
lglich gehen die Gleichungen 2.) über in 

2 ti, und dt. 

Diefe Gleichungen geben, wenn man abwechfeind [7 "oder 2 auf de 
mwöhnlichen algebraifchen Wege eliminirt, 


5) 9=0 und =, 
enn nicht ' 
6) O9, dp —d,.09,=0. 


türde nun die Gleichung 6.) wirklich Werthe von p und q liefern, für 
iche F ein Minimum wird, fo würde, da diefe einsige Gleichung den 
erth von p ganz unbeftimmt läßt und nur q zw p beſtimmt, F einfis 
num ſeyn für eine unendliche Anzahl fletig neben einander liegader 
erthe son p, welche den übrigen Bedingungen des Minimums genlige*). 





E 

*) Dies läßt ſich auch noch ſtrenger beweifen. M. dgl. „Of. d. 
ath. Th. II. 2te Aufl. 6.481.). Man ann nämlich durch Rednung 
chweiſen, bag die aus ber Gleichung 6.) hervorgehenden Werhe von 
und q den Bedingungen, dog 8°F, und O°F,- OF (or *F, poſitiv 
tden müſſen, nicht genügen; folgic, eushäle biefe Gleichung 6.) die 
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Da died nicht fen kann, fo find die allemal exiſtirenden reellen 
Werthe von p und von q, welche F iu einem ORinimum machen, allemal 
nur aus den Gleichungen 5.) herzuholen. Weil es aber immer reelle 
Werthe von p und q giebt, welche F iu einem Minimum machen, fo 
giebt es reelle Werthe von p und von q, welde ,—=0 und 
2,0 machen, und melde daher fo find, daß wenn p-+g-i ſtatt x 
in £, gefegt wird, dann auch f, der Null gleich werden mug. " 

Unmerkung. Der vorliegende Beweis behält feine vole 
Gültigkeit, wenn auch f eine unendliche Reihe nach x ſeyn 
folte, fo daß P und unendliche Doppel:Reihen find, fobald 
wir nur vorausfegen dürfen, daß p und für alle reellen 
Werte von p und q convergiren, d. h. daß, obgleich Por eben 
ſo wie Ya aus unendlich vielen unendlichen Reihen beftchen, 
jede dieſer letztern convergent iſt, und die durch die Summen 
dieſer letztern Reihen gebildete Reihe abermals zu den convers 
genten gehört. . 

Dies iſt aber namentlich allemal der Fan, fobald wir und 
unter £ eine der. nachfiehenden fünf unendlichen Reihen. denken, 
nämlich entweder die Potenz ⸗Reihe 

xx 
14 
ober diejenigen Reihen, welche aus dieſer hervorgehen, wenn 
man die Summe der geraden, oder die Summe der ungeraden 
Glieder diefer Reihe nimmt, und zwar mit dem eigenen (4) 
Zeichen, oder mit abwechſelnden (-H und —) Zeichen. — Setzt 
man nämlich (nach $. 82.) r-(cosp-Fi-sing) ſtatt p-+-q-i, 
fo geht die obige Reihe oermöge der Formel des 5.84.) über in 


2 s 
1-Hoosg- +00 ·¶ coso it 
2 s 
Hi (ding Stine tin +), 
welche beide Neihen für jeden Werth von r und ꝙ, convergent 


Werthe son p und q nicht, melde Foa iu einem Minimum machen 
(ua $.61.). 
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find. — Aehnliches giebt fich für die übrigen vier Reihen, 
welche aus biefen Gliedern der Potenz: Reihe gebildet find. 
$. 98. \ 

L Jede ganze Funktion f, von x, vom mim Grade läßt 
ſich allemal und nur auf eine einzige Art in ein Produkt von 
m Faktoren zerfegen von ber Form (x—a)x—PIx—y) 

K—a)(x—r), wenn bie Koefficienten berfelben beliebig reell 

oder imaginãr aber von der Form p-q ĩ find, fobald nur 
der Koefficient der höchften mim Potenz von x, ber 1 gleich 

iſt. — Iſt aber A, der Koefficient diefer höchſten Potenz x=, 

fo läßt ſich doch f allemal auf die Form “ 

KR) K-u)a&—) 

bringen, während &, B, 9, +1, » reell oder imaginär aber von 

‚ber Form p-+q-i find. “ 

1. Es giebt daher im Allgemeinen m, nicht mehr und 
nicht weniger, einander nicht gleiche Ausdrüde a, 8, 9m, 2, 
welche reell oder imaginär aber von der Form p-Hq-i find, 
und welche ftatt des Unbekannten x der höhern Gleichung 
%==0 gefeßt, letztere identifch machen. Diefe nennt man die 
Wurzel: Werthe der höhern Gleichung. — In befonderen 
Fällen können 2, 3 und mehrere, ja ale dieſer m Wurzel⸗ 
Werthe einander gleich werden. 

Wir wollen diefe Behauptungen bIog für eine game Funktion vom 
Hten Grade nachweifen, nämlich 

Ao· x AKA hA, at HA A, 

sl erſtlich A, i i 
a ia u] o als ein gemeinſchaftlicher Faktor herausfegen, 
y — (ee ee ehe); 
und, waren vorher die Koeffieienten reell oder imaginär aber von der 
gorm p+gis fo find die jegigen Koefficienten (nach $. 18.) wiederum 
von diefer Form. Dieſe neuen Koefficienten mögen der Ordnung nad 
burg B., B,, B, B, und B, beieichnet ſeyn. 

Dividirt man nun die ganze Funktion 

.D» xt Bi·a +B, · x B, · x HB, x-+B,, 
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weiche durch; p, bejeichnet werden mag, durch x— a, wo a ganz beilebig 
gebacht if, fo lange fort- Cnach den Regeln der gemeinen Buchſtaben⸗ 
Rechnung), bis man einen Reſt bekommt, welcher gar Fein x mehr hat, 
fo findet fh (nach dem Schema des $. 20. IL, mofelbft der Leſer nachzu⸗ 
fehen hier ausdrücklich gebeten wird) dieſer legte Reſt fo: 

"a'-tBat+Boa’+BrratBeratBs oder 9, 
d. h. biefer.Iegte Reſt iſt das, mad aus p, wird, wenn man « ſtatt x 
fest. Iſt daher & der (nach $. 97.) allemal erifisende Ausbruch, welcher 
PU NUM macht, fo ift diefer legte Reſt dee Null gleich und , iſt dann 
durch x—a ohne Reſt theilbar, und der Quotient if vom m—iten d. h. 
in unſerem Zalle, von ten Grade*). Wird Iegterer durch @’, bejeichnet, 
fo hat man 
3) v. E-o) · 
während (nach $. 18.) die Koefficienten von 2’, nothwendig wieder reell 
oder imaginär aber von der Form p-Fq-i find. Ganz auf diefelbe Weife 
folgert man aber, daß " B 
4) 9,=a-B) v 9) MR 
iſt, während die Quotienten p'y» 9.» 9'’,, etc. etc. nad} der Ordnung, 
uns einen Grad niedriger werben, fo dag der Iegte Quotient nur nych vom 
‚gin Grade, etwa =x—. wird. Dann hat man alfo 

A=a@-)R-E-VR-Na-ı) 
und 
Lea, =hR-)R-NEA-NE-Na- 

und fo ift der eine Theil unferer Behauptungen außer Zweifel geſeit. 

Daß aber num jeder der fünf Werthe von x, welcher nach und nad; 
einen jeden einzelnen der fünf Faktoren von f, der Null gleich macht, 
auch £, ſelbſt der Null gleich ‚machen müffe, fält in die Augen. 

Jeder Werth 2 endlich, welcher ſtatt x geſetzt, unfere Funktion £, der 
Null gleich macht, muß einen der obigen fünf dattoren der Mu gleich 
machen, muß alfe einer der vorigen fünf. Werthe a, B, y, 5 oder 2 ſeyn. 





Daß 9, durch x—a ohne Ref theilbar ik, fo oft = derjenige 
Werth von x if, welcher 9, der NUN gleich macht, ſieht man ne 
bequemer ein, wenn man 9,0 den 9, fubtrahitt, fo daß man 
=, erhält. Dieſe letztere Form hat dann lauter Glieder von 
der Zorn B.-@d— ad und da? if allemal durch x—a ohne Net 
Meilbar. Sind aber alle Glieder von 9,9, (d- h. von @,, aber in dies 
fer neuen Form) durch x—a ohne Ref theilbar, fo ik 9, ſelbſt durch 
x—a she Reſt theilbar. 
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denn man dieldire £,= © fo lange mit denjenigen der fünf Sektoren 
= a, z—ß, z—y, eis, etc. Die für x 3 nicht Nu werden, fo er⸗ 
iebt ſich doch der legte der Null gleich für x—2. 

Daran folgt aber, daß fich £, nur auf eine eimige Art in-fünf felche 
infache Faktoren zerlegen läßt. Denn wäre <—3 irgend ein neuer Fak⸗ 
or von .p,, fo würde x bie Funktion 9, der Null gleich machen, 
otglich mit einem’ der Übrigen fünf Werthe sufanmenfallen. 

Was aber von einer gamen Funktion vom dtm Grade hier fo eben 
Br Tann jeber Lefer auf jede game Funktion won jedem mien Grade 

So find dis Nummern 1.)—3.) der Einleitung außer Zweifel gefent. 

6. 99. 
Nimmt man umgekehrt ein Produkt 
—— 
son beliebig vielen ſolcher einfachen Faktoren, fo giebt die ges 
neine Multiplikation augenblicklich 
Gt) @+9 =x+Ha@tRxtoB; 
HIERHER) = 
Harp)’ + (ap teyHBY)xtapy; 
‚HEHE = 
HH Het 
FSK 
oHG) —— 
4, 5 


—* 





Hat man daher z. B. die höhere Gleichung vom ben Grade 
’ H)RICHIRHIERH) =, 
find —a, —B, —y, —6, —⸗ die 5 Wurzels Werthe ders 
elben und fo fieht man, mie bie Koefficienten des Produkts 


N 
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nicht bloß gang ſymmetriſche Zufanmenfegungen aus biefen 
Wurzel⸗Werthen find, fondern auch gerade bie wohlgeordneten 
Verbindungen (Combinationen) aus je 1, je 2, je 3, je 4, und 
allen 5 Wurzel-!Wertben —a, — PB, —y, —5, —s, letztere 
als Produkte angefehen, die ale zu einander addirt werden müfs 
fen, und mit dem entgegengefegten oder eigenen Worzeichen 
— ber +), je nachdem es der 1, 3, 5 etc. etc. ober 
der 2, 4 etc. ete. Koefficient if, d. h. je nachdem die ein - 
zelnen Produkte aus einer ungeraben oder aus einer geraben 
Anzahl von Faktoren beftchen. 

Daffelbe erſtreckt fich offenbar auf jede beliebige Anzahl 
folcher einfachen Faktoren; und fo ficht fich die N. 4.) ber Eins 
leitung ins gehörige Licht geftellt. 

Anmerkung. Schreibt man bie Funktion & in umge 
kehrter Ordnung, nämlich 

= At Ast Ast HA ee Au 
und find &, B, 9, +++ 1, v die mWurjzel⸗Werthe der Gleichung 
&=0, fo ift allemal auch . 


Ol 3-3)-t-3K-) 
Es iſt nämli (nach 5. 9.) Ey das Produft apy «++ ww aller 


m Wurjel⸗Werthe, mo das (+) oder (D) Zeichen gilt, je nachdem m 
gerade oder ungerade if. Nimmt man daher die Gleichung des 5. 98. 
L) nämlich 

G=A&— ap) aan) 
und dividirt man rechts durch das Produkt apy --- uw, während man zu 
gleicher Zeit mit dem, biefem produrt gleichen Ausdruck 4 nieder 


multiplieirt, fo hat man immer noch £, unverändert, nämlich 


1 EENEH-ENE): 
und daraus folgt die au ermifenbe Gleichung CO) augenblidlic. 
Man hat dies auf den Gall ausgedehnt wo f, eine unend⸗ 
liche Reihe 
A-A x Ax FA, xꝰ A.x.. -. in inf. 


x Yuslofie tes Enkficher. Kar. VIEL € 108 


Saure: Bert man afle uwenbiich- iefer Men 
‚zer. ebe. hat, weiche iefe Heihe [5 Tune 
t werher, Ber Tul gleich muncht, fe muirhhe fehl 
& won mienbluh-vielen Zuftmuns zriazen Kıifem 


Ya 1-3\(1 
IN PINS 7A ‚\ 
RATE GA FE 
uub dũrfte hüchliend zur von Dex Treiber mach 
elche für jeben recken eder imagmmicen Werk 
Berm p-tq-i Sat, canwerenut finb. — Tab in 
ter Eat wahr ſcha mag, ii a bach zur kam 
um man iberzeust if, allc (unenblich-wärkn) 
von 1,0 wüflich zu haben, meihe Ucherzen 
T leicht zu langen foyn bürfte. 

verlegt man auf ſolche Beiie bie Siaus⸗ uub 
in Produlte von unendlich: vielen Galteren; 


Kr DG-ECHIE-BHE- 
—— — 
— HC 
FI EC-BIC-E) wt 


‚ die man bis jest aus biefen beiden Zerlegun⸗ 
laſſen fih auch auf anderen Wegen erhalten, 
mehr als alles Uebrige für die Nichtigkeit die 
ingen. 


—_)-mii 





$. 100. 
hurgel ⸗ Werthe 0, 6, 2, 8-1, » einer höhern 
nten Grabe 
TILARTT Le Ant An = 0 


zu 
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zu kennen, kann man doch aug ihr Teicht neue Gleichungen bil 
den, deren Wurzel-Werthe das afache, oder der at Theil der 
Wurzel Werthe der gegebenen Gleichung 1.) find, oder deren 
Wurzel: Werthe alle um a größer oder Eleiner find als bezüglich 
die Wurzel: Werthe der gegebenen Gleichung. 


I. Setzt man nämlih z—= ax, alfo = und fubftis 


tuirt man dieſen Werth = ſtatt x in die gegebene Gleichung 


1.), fo erhält man, wenn noch mit a” wegmultiplicirt wird, 
AA A AO - 
und die Wurzel-Werthe diefer Gleichung 2.) find bezüglich 
a0, aß, 2% ++ au und am 


I. Setzt man aber u=Z, alſo x= au, und fubftituirt 


man biefen Werth au flatt x in bie gegebene Gleichung 1.) 
fo erhält man 


2 + e=0N; 
und die Wurjel⸗Werthe diefer Gleichung find bezüglich 


“ v 
3 £, £, u. £ und ⸗. 


IM. Sollte aber eine. Gleichung gefunden werben, beten 
Wurjel · Werthe bezüglich) 
a a a ; a und a 


a B’ 7 7 22 
find, fo dürfte man nur = alfo = fegen, und dies 


fen Werth - ſtatt x in die gegebene Gleichung 1.) ſubſtituiren. 
*) Diefe Gleichung 3) geht auch Aus der 2) hervor, wenn man 


4 fatt a und u ſtatt = ſchreibt. 
Sl 12, 
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Man erhält dann 
4) Av" + Au av" "HA. Aa at 0 
für die gefuchte Gleichung. 

Setzt man hir à — 1, fo erhält man 

5) Ant A HA + Arie 0; 
und die Wurgel-Werthe diefer Gleichung find bezüglich 
‘1 1 1 1 1 
me — 
a By u v 
Diefe letzteren Wurzel: Werthe nennt man die reciprofen 
. der Wurzel Werthe der gegebenen Gleichung, und letztere find 
natürlich wieder die reciprofen ber erſtern. 

IV. Soll eine Gleichung gefunden werden, deren Wurzel: 
Werthe von den Wurzel-Werthen ber gegebenen Gleichung 1.) 
bezũglich um a verſchieden find, fo fegt man 

ymı-a, af x=y+a 
und fubftituirt biefen Werth y-t-a flatt x in die gegebene Glei⸗ 
ung 1.). Man erhält dann für die gefüchte Gleichung, wenn 
die gegebene durch 0 bezeichnet wird, die neue Gleichung 
fr. 0, oder ir, —0, oder &4,—=0, wenn zulegt a ſtatt 
x gefegt, wird. Dies giebt alfo die neue, nach y geordnete Glei⸗ 
hung (nach $. 54. ©) 
1? 3 
DJ 50 05 SL —— 
\ Fee AGB 
tar 
wenn nur zulegt überall a flatt x gefegt wird. 
Dabei ift aber, weil man 
Eh A iA. A, hä, 
bat, fogleich 
m mA mAh A, 
A A, 
ki MESSE a anal Eee 3 aus EL Ar TERgee TE 7 WR 











8” m 
m! 7 =0 





$. 100. Von den hoͤhern Gleichungen. “4109 
a A. a, 


N mtl mp4, = mit mi), 
und 

ern! 
fo dag in der Gleichung 6.) der Koefficient von y” blog 4, der von yr—i 
aber (in fo fern a ſtatt x gefegt werden muß) blog ma-fA, if, wie fol 
ches auch bie direkte Subſtitution lehrt. — 

Die Wurjel⸗Werthe d Gleichung 6.) find aber bezůglich 

a—a, B—a, y—a, - u—a mb v—a 
V. Sollten folche bezüglich 
a+a, ß+a, y+a, +» ufa und v+a 
werden, fo dürfte man in der Gleichung 6.) nur —a ſtatt Ha, 
d. 5. —a ſtatt x (in 6.) fchreiben. 

Anmerkung 1. Wenn in einer höhern Gleichung vom mir 
Grade ber Roefficient von x"! der Null gleich if, fo daß bie: 
ſes Glied ganz fehlt, fo nennt man ſolche eine reducirte hi 
here Gleichung. Man erhält dieſe reducirte aus der 6.), wenn 


man ma--A, = 0 fett, d. h. wenn man a=—Aı nimmt. — 
Kennt man aber die Wurzel: Werthe y der rebucirten Gleichung, 
fo darf man nur gu jedem derfelben noch diefen Werth A 


von a addiren, und man hat die Wurgel-Werthe der gegebenen 
volftändigen Gleichung. Beifpiele dazu liefern bie $$. 17.), 
19.) und 21.). Um nämlich die allgemeinen und vollftändigen 
quabratifchen, Eubifchen und biquadratifchen Gleichungen aufzu- 
löſen, wurden fie jedesmal (in den angeführten Paragraphen) 
in reducirte verwandelt, und dann aus den Wurzel-Werthen 
der reducirten Gleichung erft die der vollſtändigen Gleichung 
abgeleitet. 

Anmerkung 2. Man bedient ſich dieſer Ummwandlungen 
der Gleichungen zu verfchiebenen Zwecken, von denen wir hier 


noch einige hervorheben wollen. 
12* 
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1. Sind nämlich die Koefficienten der Gleichung 
Ba +Ba Ba 4 Ba +Bu = 0, 
ganze Zahlen, und iſt der Koefficient der höchften Potenz z* 
der Einheit gleich, fo kann Feiner der reellen Wurzel-Werthe 
diefer Gleichung eine rationale gebrochene Zahl feyn, fondern 
diefe reellen Wurzel Werthe find entweder ganze Zahlen, oder 
irratjonale. 

Denn fegt man irgend eine rationale, in ihren Heinften Zahlen aus: 
gebrüchte gebrochene Zahl * ſtatt z, fo erhält man, wenn mit „ weg⸗ 
multiplicirt wird, 

BB Be 

HB HB, 
mo alle Glieder ganie Zahlen find bis auf das erfe, welches gebrochen if, 
fo dag bie ganze Summe nie der Null gleich werden Tann. 
Wählt man daher in $. 100. 1.) die Zahl a fo, daß, wenn 
auch Ay, Ay, Ay, + Am gebrochene Zahlen find, doch die 
Koefficienten der neuen Gleichung ($. 100. I. 2.) nur ganze 
Zahlen werden”), fo weiß man, daß die neue Gleichung nur 
ganze ober irrationale Wurzel» Werthe hat. — Man probirt nun 
die ganzen Zahlen, pofitio und negativ genommen, duch, um 
diejenigen e, &4, el, ... darunter zu finden, welche der Glei⸗ 
dung 2.) wirklich genügen, — divibirt dann bie Gleichung durch 
-e) (ze) (a—elM).-. weg, und erhält fo die neu 
welche Bloß noch irrationale reelle Wurzel: Werthe, 
lauter imaginäre, hat. 
i II. Sollten die Koefficienten Ay, A, Ay 

und diefelbe Wurzel z. B. Y3 ald Faktor enthalten 

man in $. 100. 1) nut a=y3 nehmen, und die 

Hung $ 100. I. 2.) würde in ihren Koefficienten d 

nicht mehr enthalten. N 

*) Zu diefem Behufe dürfte man, nr fatt a den Generals Nenner 

aller Brühe Ay, Ay, Ay, oe A, 
nehmen. Dft thut es eine noch kleinere Zahl. 
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IM. Sest man in $. 100. L) a=—1, fo ändert die 
gegebene Gleichung bloß ihre Vorzeichen in den ungeraden Glie⸗ 
dern; und Die neue Gleichung hat dann die pofitiven Wurzel: 
Merthe der gegebenen Gleichung als negative, und die negatis 
ven von jener als pofitive. 


IV. Bei der Umformung $. 100. V.) kann man a pofl- . 


tiv, und fo groß nehmen, daß die neue Gleichung außer den 
imaginären Wurzel-Werthen nur noch lauter pofitive Wurzel: 
Werthe hat. Ob man aber bei irgend einer angenommenen 
Zahl a diefen Zweck wirklich erreicht habe, muß freilich noch 
beſonders unterfucht werden. 


$. 101. 


Sucht man, wenn bie höhere Gleichung vom mien Grade 


TA TIL AST. A, x A, —=0 
gegeben ift, deren m Wurzel: Werthe &, B, 9, u und » nicht 
bekannt find, — eine nene Gleichung in z, Deren Wurzel: Wer: 
the die Summe je zweier Wurzel» Werthe ber gegebenen Glei- 
hung find, — fo bildet man fi) aus den m unbekannten, aber 
durch o, B, 9 ** a, © bezeichneten Wurzel: Werthen, diefe 


m(m—1) 
2 


Summen, deren Anzahl ift, und dann die Faktoren 


z—(a-4-P), z-(a+y), + 2—-(a-+?), z-(B-+y), - 
z—(ß-+v) zuletzt z—-(utv). — 

te Luretchz ‚„. m(m—-1) le 
Hiernach multiplicirt man dieſe — Faktoren mit eins 
ander; und man wird, für die einzelnen Koefficienten ber ver 
fchiedenen Potenzen von z, offenbar Lauter ſymmetriſche Zufam- 
menfeßungen aus den m Wurzel: Werthen a, B, y, + u und v 
erhalten. Diefe Iaffen fich dann allemal in A,, A,, Ay, An 
(weil Ießtere alle elementaren fommetrifchen Zufammenfeßungen 
aus denfelben Wurgel-Wertben a, B, 9,» u, » find) und 
zwar dloß mittelft der vier elementaren Operationen (darunfer 
Produkte gleicher Faktoren, alfo ganze Posenzen) ausdrücken. 


——— 
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Und wird zuletzt das Produkt der Null gleich gefegt, fo Bat 
man bie gefuchte höhere Gleichung, welche vom ed, 
Grade ſeyn wird. 

Wir wollen diefe Rechnungen bloß für m=3 durchführen. — + 
fen nämlich, 

2 »+Ar+Axt+A,—0 
eine gegebene kubiſche Gleichung, deren drei WurielsWerthe a, 6, y un 
befannt find. Bilder man nun die Gleichung 

2) (at laty)]-Le- EHN])=% 
fo wird fole, wenn man wirklich multiplieirt, 

I) Kette’ +43’ ty’ +3 las tayt3y))-r 

, +(aBtaß’+a’ytay’+B’ytey’+2ay) = 0. 
Nun iR aber (nach $. 99.) 

4 atsty=—A:; 5) aßtaytsy=A, und 6) apy=—A,. 
Quadrirt man die 4.) und addirt man die 5.), fo ergiebt fich der Koeffi- 
eient von x in 3.), =AP-+A,. — Wultiplieirt man aber bie 4.) mit 
der 5.), fo erhält man den legtern Koefficienten in 3.), fobald man nach 
die Gleichung 6.) fubtrahirt; daher wird folder =—A,-A,-+A,. — 
Die Gleichung 3.) wird daher jegt 

n 2’+2A, 2° +ARr+A,) 2A, Ar A)=0, 
und dieſe hat die drei Wurzels Werthe 

“ts, at BY"). 

Anmerkung. Sollte eine Gleichung zu Wurzel· Werthen 
bie Differenz je zweier der m Wurzel Werthe , B, y, * 
der gegebenen Gleichung 

HAT HART At A = 0 
erhalten, fo bekommt fie m(m—1) Faktoren, alfo doppelt fo 
viele als in der vorhergehenden Aufgabe, nämlich neben: dem 
Baktor —(c—ß) auch noch den Faktor z—(B—a). — Weil 
aber dieſe beiden Faktoren, mit einander multiplicirt, 2 —(a—B)? 
oder u—(a— PB)? geben, wenn man z? durch u bejeichnet, ſo 
wird die neue Gleichung in u doch wiederum nur vom 


u’ 


*) Diefe gefuchte Gleichung wurde wieder vom Iten Grabe. Wäre 
aber die gegebene Gleichung (in x) vom Aten Grade geweſen, fo märe Die 


‚neue Gleichung Cin x) vom SF d. h. vom Gten Grabe gemorden. — 


Und wäre. bie gegebene Gleichung Cin x) vom 7ten Grade gemefen, fo wäre 
die neue Gleihung (in z) vom 2iten Grade geworben. : 
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tm Grade, obgleich die in z vom doppelt fo hohen 


Grade iſt, aber nur gerade Potenzen von z enthält. — Das 
weitere Verfahren ift wie in der vorhergehenden Aufgabe. 

Und es iſt nun nicht ſchwer zu erkennen, wie man verfab: 
ren müfle, um eine neue Gleichung in z zu finden, welche eine 
ganz belichige Zufammenfeßung aus je zwei, je drei, je vier 
etc. etc. der WurzelsWerthe der gegebenen Gleichung zu Wurs 
gel: Werthen hat. — Man bildet fich die Faktoren; man muls 
tiplicirt, d. h. man vertwandelt dag Produkt in.eine ganze Funk 
tion von z; bie Koefficienten diefer ganzen Sunftion find ſym⸗ 
metrifche Zufammenfegungen aus den m Wurzel: Werthen a, ß, 
yo, v und laffen fich daher allemal in bie Koefficienten 
Der gegebenen Gleichung A,, A,, + A. (weil letztere bie ele⸗ 
mentaren fymmetrifchen Zufammenfegungen aus benfelben Wur⸗ 
zel⸗Werthen find) ausdrücken, ohne dag man die Wurzel⸗Wer⸗ 
the felbft zu Eennen braucht. 

Das fchwierigfte Geſchäft dabei ift das letztere; deshalb 
hat man fich mit den ſymmetriſchen Funktionen (d. 6. 
fommetrifchen Zufammenfegungen) vielfach befchäftige und Lehr: 
füge fefigeftelt, aus denen bie Möglichkeit und Die Art der Aus⸗ 
führung diefer Umformungen zugleich hervorgeht. Wir verwei⸗ 
fen den geneigten Lefer auf ben IT. Th. d. „Syſtems d. Mathem.“ 
wo diefen Sunftionen ein eigenes Kapitel gewidmet iſt, umters 
laſſen aber bier jede weitere Betrachtung derfelben, weil das 
Ganze mehr Gegenftand theoretifcher Spekulationen als der eines 
praftifchen Nugens if. Wir begnligen ung einen einzigen Lehr 
fag herauszuheben, welcher der Newton'ſche genannt wird, und 
welcher bier unmittelbar folgt. 
$. 102. 

Der Newton'ſche Lehrfak von den Potenz -Eummen der Wurzel⸗Werthe. 

Sind &, B, y . u, » die m Wurzel: Werthe einer gegebe- 
nen Gleichung vom mit Grabe 


m(m—1) 
2 


— 
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1) A, LA, + tA,.xtA,=0, 
und bezeichnet man, wenn r irgend eine pofitive ganze Zahl 
vorſtellt, bie Potenz: Summe 
2) Oetker, durch S 
fo Bag S, die bloße Summe der m Wurzel⸗Werthe, S, Die 
Summe ihrer Quadrate u. f. w. f. vorftellt, fo finden folgende 
Gleichungen flatt: 
S,+A,=0 
S,t+A,8, +24, =0 
9) J S,--A,8,tA,5, 43, — 
S,+A,8,+A,S,+A,:S, +44, = 
und allgemein, wenn n pofitiv ganz und entweder gleich oder 
kleiner ald m ift 


I. SA, S,-1+ A, Sat, St 


-+-A,-1 8. --nA, = 0, 
Und die folgende Gleichung 
1. S-+A,S.-1+A,8.-.3+4,5.-34 
—An-1S2-m +1 Ay Son — 0 
gilt, man mag n gleich, kleiner oder größer als m nehmen, 
wenn nur ganz. Es enthält aber dieſe Gleichung IL), fo oft 
n<m gedacht wird, auch Summen negativer Potenzen der 
Wurzel⸗Werthe *). | | 
Und zieht man in dem Falle, wo n<m, etwa n4-u—m 
iſt, die Gleichung 1.) von ber Gleichung IL) ab, fo bleibt, weil 
So = ar 8° y°+ pu°-+2° d. h. weil So —=m ifl 
II. a A An41:S_, TAn42 St + An Sc, —0. 
Mittelft Diefer Säge kann man num fehr leicht die Sum 
men Der Potenzen der Wurzel⸗Werthe in die Koefficienten ber 
höhern Gleichung ausdrücken, 


*) Bei der Anwendung diefer Formel IL) muß man ferner nicht 
Überfehen, dag S, die Summe ber nullten Potenzen ber m Mumel- Werthe 

Pr ya v vorfellt, daß alfo 

..  =m. . 

if | 
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Beweiſen wir den ‚Sag für den Fall wo m=5 iſt. Dim bat dann 
= @— oa) (KB) (X) R—8)(x— 2); 


folglich cuach Anmerkung u $. 55.) 

nn enhohrutrte 
Nun iſt aber, (wenn man das Verfahren 6. 18. oder das der Note 
u $. 98. anwendet) 














* = a |x? rw x? at 10 
En + T ur: 1 Kur + Aroꝰ 
As Asa A.a? 
A 3 A,u j 
A, r 


Setzt man in diefer Gleichung nach und nad B, y, 5, s flatt a, und 
ebirt man alle fünf Gleichungen, fo erhält man zur Linken (nach 1.) 











2» alſo 
nn d,= = dx* x? +] S 8 
” a Has, bis "7 AuS, 
5A, | I+4S: 
A, 


Nimmt man aber ans 
$ =x’--A,x*+A,x’-+A,x?--A,x--A, 
DE, direckt (nach S. 54.), fo erhält man 
3) Of, —5x* AA ı’ H3A,x° 9A, HA,. 
GSubtrahirt man diefe beiden Gleichungen 2°.) und 3) von elnan- 
der, fo ergiebt fich 
sn S, 


) (= 
3 A,S 
4 +8, 
A,S 
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4 

Und da diefe Gleichung für jeden Werth von x fiatt finden muß, fo müf- 
fen rechts die einzelnen Koefficienten ber Nut gleich ſeyn; und fo fehen 
fih die Nummern 3.) und denn allgemein auch bie I.) ermwiefen, weil es 
leicht iſt, dieſen Beweis für jede ganze Zahl m geltend zu machen. 

Multiplieirt man aber die Gleihung‘1.) mit x", fo erhält man 

uhr ati A eh A, tt, 
Best man dann bier ſtatt x nach und nach alle m ı Bumel-Werthe aß 
Yo, u, v, und addirt man die m entfichenden Gleichungen, fo erhält 
man, wenn m+-r—n gefegt und dabei r pofitis, negativ oder ber Null 
gleich gedacht wird, fogleich die Gleichung IL). 
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vorftelt. Man behauptet: Wenn man alle unenblich-vielen Wer: 
the a, B, y, d, e etc. etc. hat, welche diefe Reihe f,, wenn 
fie flatt x gefee werden, der Null gleich macht, fo müſſe fich 
£, in ein Produkt von unendlich-vielen Faktoren zerlegen laſſen, 
nämlich 


—— 


So plaufibel dies aber ſeyn mag, fo unwahr iſt es doch 
im Allgemeinen, und dürfte höchſtens nur von den Reihen nach 
x wahr ſeyn, welche für jeden reellen oder imaginären Werth 
von x, der die Form p-+q-ı hat, convergent find. — Und in 
den Fällen, wo der Sat wahr feyn mag, ift er Doch nur dann 
anzutvenden, wenn man überzeugt ift, alle (unenblich-vielen) 
Wurzel⸗Werthe von £— 0 wirklich zu haben, welche Ueberzeu⸗ 
gung nicht immer leicht zu erlangen ſeyn dürfte. 

Namentlich zerlegt man auf folhe Weile die Sinug- und 
Kofinus: Reihen in Produkte von unendlich vielen Faktoren; 
nämlich 
9 ae (1-3 * (65 .. 

=x(1--)(1- - Fa) a )(-22)" in inf.5 
den (EICHE 


= (1) ) (1-2) Ba) I int 
Alle Folgerungen, die man big jet aus diefen beiden Zerleguns 
gen.gesogen hat, laſſen fich auch auf anderen Wegen erhalten, 
und dies fpricht mehr als alles. Uebrige für die Nichtigkeit die⸗ 
fer beiden Zerlegungen. 





/ 


$. 100. | 
Ohne die Wurzel⸗Werthe a, B, y, 6'-+- u, v einer böhern 
\ Bleichung vom met Grabe 


1) x "ra, ra zei... Ant Än = 0 
zu 


r 


| 
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zu kennen, kann man doch aug ihr leicht neue Gleichungen bil 
ben, deren Wurzel⸗Werthe Das afache, oder der ate Theil der 
Wurzels Werthe der gegebenen Gleichung 1.) find, oder deren 
Wurzel: Werthe alle um a größer oder Eleiner find als bezüglich 
die Wurzel» Werthe der gegebenen Gleichung. 


I. Sest man nämlich z= ax, allo = und ſubſti⸗ 


tuirt man diefen Werth — ſtatt x in die gegebene Gleichung 


1.), fo erhält man, wenn noch mit a” megmultiplicirt wird, 
2) art A, a A, a he Aa Aa" 05 
und bie Wurzel: Werthe diefer Gleichung 2.) find bezüglich 

ao, aß, 29%, ++ au und am 


II. Sest man aber u * alſo x = au, und ſubſtituirt 


man biefen Werth au fatt x in die gegebene Gleichung 1.), 


fo erhält u 
3) ur +2 th. ur dh + + =0N; 


und die Wurzel⸗Werthe diefer Gleichung find bezüglich 
“2 2 . Em ⸗S. 
a a 


I. Sollte aber eine. Gleichung gefunben werden, deren - 
Wurzels Werte bezüglich 
a a a a und ä 


DI re » 
a . 
find, fo dürfte man nur v = =, alfo ı=— fegen, und die 


fen Werth — flatt x in Die gegebene Gleichung 1.) fubftituiren. 


9 Diefe Gleichung 3.) geht auch Aus ber 2) hervor, went man 


A fat a und u fait a ſchreibt. 


Bb. 1, | 12 
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Werthe von p-und q, ebenfalls intereſſante Nefultate, welche 
wir jeboch hier der Kürze wegen nicht weiter verfolgen wollen. 


$. 103. 
Eine ganze Funktion p, er ein Theiler von einer an- 
dern £,, wenn ber Duotient — S ſelbſt wieder in eine ganze 


Funktion von x verwandelt Woeben kann (fo daß Fein Meft 
bleibt); fie heißt ein gemeinfchaftlicher Theiler zweier an: 
dern ganzen Funktionen 6 und f,, wenn man mit ihr in jede 
diefer beiden zugleich ohne Reſt dividiren Eanır, fo Daß die Duo» 
tienten in ganze Funktionen von x wieder libergehen; fie heißt 
endlich der größefte gemeinfchaftliche Theiler von f, und 
f,, wenn es Feine ganze Sunktion eines höhern Grades giebt, 
welche diefelbe Eigenfchaft hat, d. h. welche f, und f, zugleich 
ohne Reſt theilt. 

Der größefte gemeinfchaftliche Theiler zweier ganzen Funk⸗ 
tionen & und f%, wird aber genau nach denfelben Prinzipien 
gefunden, wie man in den Elementen (Lehrbuch für d. geſamm⸗ 
ten mathem. Elem.⸗Unterricht 2 Aufl. $. 49.) den größten ge: 
meinfchaftlichen Theilee zweier ganzen Zahlen fucht. Man divi⸗ 
dirt nämlich mit der einen in die andere (nachdem man ſie vor⸗ 
her beide nach fallenden Potenzen von x geordnet hat), bis man 
im Quotienten eine ganze Funktion von x und dazu einen Reſt 
erhalten hat, der wiederum eine ganze Funktion von x iſt, aber 
von einem niedrigern Grade als der Divifor. — Dann dividirt 
man mit dieſem Nefte in den Diviforz; mit den neuen Nefte in 
den neuen Divifor, u, f. w. f., bis zuleßt die Divifion aufgeht. 
 — Der legte Diviſor iſt dann der gefuchte größte gemeinfchaft- 

liche Theiler. 
| Es tritt aber bier gegen jenes Verfahren noch der Unter⸗ 
ſchied ein, dag wenn ꝙ, ein Theiler von f. iſt, dann dieſe Funk 
tion p, noch mit jeber beliebigen confianten (von x unabhän⸗ 
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gigen) Zahl multipkicirt (oder dividirt) werben kann, ohne bie 
Eigenfchaft des Theilers, und daher auch ohne die Eigenfchaft 
des größten gemeinfchaftlichen Theilers zu verlieren. Deshalb 
fann man bei diefem Auffinden des größten gemeinfchaftlicher 
Theilers, jeden der einzelnen Diviforen (die unmittelbar vorher 
Reſte geweſen find) ale auch jeden der einzelnen Dividenden 
(die unmittelbar vorher Diviforen gewefen find) mit einer con 
fianten Zahl multipliciren Coder dividiren), und dieſe felhft ge: 
wiffen Zwecken gemäß nehmen, etwa fo daß feine gebrochenen, 
fondern nur ganze Zahlen als Koefficienten in Rechnung kom⸗ 
men. — So könnte man alfo auch z. B. jeben einzelnen ber 
Diviforen, unmittelbar vorher, che man mit ihm divibirt, mit 
—1 multipltciren, d. 5. alle feine Glieder mit dem entgegenges 
fetten Vorzeichen nehmen, und dadurch würde dag Gefchäft des. 
Auffindens des größten gemeinfchaftlichen Theilers nicht gehins. 
dert, fondern ber letzte Divifor, bei welchem die Divifion, auf: 
geht, fo daß Fein Reſt mehr bleibt, wäre. ein folcher. 

Und bleibt immer noch ein Neft, fo daß der letzte Reſt 
conftant und von x unabhängig wird, fo ift dieſes ein Beweis, 
daß dasmal die beiden ganzen Sunftionen und ſi, Eeinen 
ſolchen gemeinfchaftlichen Theiler haben. 

. 104. 

1) Hat F, den Faktor (x— co)”, fo bat OF, allemal den 

Faktor («— a)". — Und umgekehrt hat OF, ben Faktor 


(<—P)°, fo hat F, den Faktor <— Ar". 
Iſt nämlich 


fo ik (uach S. 55. II) 
of = (x — a)" -dp, Fo, Olx—a)"),. 
Es if aber (nach 5. 56. V.). wenn —a:=z gefent wird, 
Klx— a), =mi—a)" 1; 
folglich ik, wenn man dies in die vorhergehende Gleichung ſubſtituitt, 
or, —(2—o)"-dy, Fmlis— co)" "teg,; 
und fo fiebt fich unfere Behauptung außer Zweifel gefent. 


F,=(2-a)"o,; - 
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“2, Sat baher F, den Faktor (<— a)" (x— P)(x—y)P -. 
fo hat SF, den Faktor (x — a)" "(x — "x —y)r"' * 
und aus demſelben Grunde bat dann 82F, ben Fakter 
Ka" Bay", und 82F, den Faktor 
Ka) a ſ. w. f. 

3) Und haben F, und OF, keinen gemeinſchaftlichen Theis 
ler, fo bat die Gleichung FR —=0 lauter ungleiche Wurzel: 
Werthe. 

4) Haben aber F, und OF, einen gemeinfchaftlichen Sheir 
9, fo läßt ſich dieſer durch («—a/*-(x«— B. yp)° - 
ausdrücken, mo x, », g, etc. etc. pofitive ganze Zahlen ober 
die Einheit oder die Null vorftellen; und dann hat F,=0 
gleiche (vielfach e) Wurgel-Werthe und zwar (u-1) mal den 
Wurzel: Werth =, und (v-1) mal den Wurzel-Werth B, und 
(+1) mal den Wurzel⸗Werth y»; u. ſ. f. — Und dividirt 
man mit ꝙ, in F, und wird der Quotient durch F, bezeichnet, 
fo bag man F, = p,-F’, hat, fo enthalten die beiden Gleichungen 

9,=0 und F,=0 

genau alle Wurzel⸗Werthe von F. — 0; bie zweite dieſer Glei⸗ 
chungen F,= 0 hat aber lauter ungleiche Wurzel: Werthe, und 
außer biefen, welche der Fi,—O genügen, giebt es Eeinen an⸗ 
dern, welcher der gegebenen F,—0 genügte, nur daß letztere 
Gleichung mehrere gleiche Wurzel: Werthe enthält. 

Auf dieſe Weife fondert man alfo bequem alle Wurzel: 
Werthe ab, deren Berechnung wünſchenswerth bleibt *), fo daß 
man zulegt nur noch Die Wurzel⸗Werthe der Gleichung FY, — 0 
zu fuchen braucht. 


*) Es giebt auch ein Verfahren, wodurch man alle einfachen, alle 
doppelten, alle dreifachen u. f. w. Wurzels Werthe einzeln und jedesmal 
als einfache Wurzel⸗ Werthe einer neuen Gleichung abfondert, welches fich 
ganz auf die oben fiehenden Säge ſtützt. Man fehe deshalb das „Syſt. 
d. Mathem.” 2er Theil, Zte Aufl, pag. 132. 
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Zweite Abtheifung. 
Eigenfehaften der höhern Gleichungen mit reellen Koeffictenten. 


$. 105. 


Hat eine höhere Gleichung. mit reellen Koefficienten den 
imaginären Wurzel⸗Werth p-+-q-i, fo hat fie auch allemal ben 
imaginären Wurzel» Werd p— q ˖i, wo p und q diefelben reellen 
Werthe haben. 

Denn findet man rund , ſo daß pryimr-(cospti-sinp) 
wird, u. ſubſiituirt man dieſen Werth ſtatt x in 
mA iA. A, 0A, 

fo eilt um, wegen ber reellen Koeffieienten, 

— re.cosmp+tA,r" "!.cos(m—1)p+- HA, gr: cost, 
+i-(r" sinmo+A, 1. -sin(m—1)o + FA, _ er sing). 
Weil aber alle Glieder Cin beiden endlichen Reihen nach r) reell find, fo 
wird biefer Ausdruck zur Rechten Cnach $. 18.) nicht der Null gleich, 
wenn nicht jede Zeile für ſich der Nu gleich iſt. Folglich wird L, noths 


wendig der Null gleich, wenn p—q-i ſtatt x geſetzt wird, fo oft F, der u 


Rull sh geworden if, wenn p-Fq-i flatt x gefeut wurde. 


$. 106. 

Hieraus folgt: 

1) Hat eine höhere Gleichung mit Iauter reellen Koefficien⸗ 
ten imaginäre Wurzel: Werthe, fo hat fie folche immer paarweiſe. 

2) Eine Gleichung vom ungeraden Grade mit lauter reel⸗ 
len Koefficienten hat daher immer wenigſtens einen reellen Wur⸗ 
. gel: Werth. 

Solches folgt unmittelbar aus N. 1). — Man fan aber aud) fo 
ſchließen: Sir x + wird ſ. poftis; für xx — wo mird f, negativ 
(weil die höchſte Potenz von x eine ungerade if); folglich muß zwiſchen 
Fe und — © ein Creeller) Werth von x liegen, der f, su Null macht 
(Dal. ss. 58. 59.) *). 


* Iſt die Gleichund von einem geraden Grade, während ſie lauter 
reelle Koefficienten hat, und if ihr lentes Glied A, (ohne x) negativ, 
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3) Last fih eine ganze Funktion ſ. mit lauter reellen 
Koefficienten nicht in lauter reelle einfache Saktoren zerlegen 
(d. h. nicht in lauter Faktoren von der Form x—a, x—B, 
x—y, etc. etc. wo a, ß, y, etc. etc. reell find) — fo läßt 
fie fich doch in Tauter reelle doppelte Faktoren zerlegen, weil, 
wenn x—(p+g-i) mit x<—(p—q-i) multiplicirt wird, alle 
mal der reelle Doppel⸗Faktor x? —2px--(p?-+-q?) hervor: 
geht. — Gicht man den Wurzel-Werthen pg-i die Form 
r-(cospti-sing) fo nimmt der Doppel-Faktor noch die Sorm 
x? — 2rz-cosptr? an. » 


$. 107. 


I. Sol =" — a”, wo a poſitiv gedacht ift, in feine reellen 
einfachen oder doppelten Saktoren zerlegt werben, fo fucht man 


zuerft alle m Werthe x—a-Yi, welche foldhe der Null gleich 
machen, und nimmt dann (nach $. 98.) die m einfachen reellen 
oder imaginären Saftoren | 


x—a.yl | 
Hr ,. . 2x 
d. h. x—alcos m -+i-sın * nn 








1 oder bis 





wo ftatt 6 nach und nach O, 1, 2, 3, -- bi 


5 gefett wird, während man für jedes b einmal das -L, 


dann auch das — Zeichen nimmt. 
| | . gie 


fo hat f, mindeſtens zwei seele Wurzel⸗Werthe, von denen einer pofitio, 
der andere negativ if. 

Denn ed wird L, pofitio für <= und negativ für x 0; ee 
liegt zwiſchen 4200 und O ein Cpofitiver) Werth von x, ber L= 
macht. — Serner wird £ negatis für 0 und pofitin fir —— 5 
folglich Tiegt zwiſchen O und — wo ein (negativer) Werth von x, welcher 
L=0 mad. 
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Für bO erhält man den reellen einfachen Faktor 


1) x—2a 
Für b= 1 erhält man die beiden einfachen und imaginären 
Saftoren 


2 
x (os +i- Fin —— und x—al cos m in), 
m 


Diele beiden mit einander multipllcirt geben aber den reellen 
doppelten Faktor | — 


2) . x? — 2a» O0 tat. 

Für b—= 2 erhält man den boppauen Faltor 
3) x dass har. 

So ergeben ſich nach und nach die reellen doppelten Faktoren 
4) 22 2ac0s hat, 

5. x? a0 tat; — u. ſ. w. f. 


4 





Iſt nun m ungerade, fo erhält man für — den 
letzten doppelten Faktor 


6) x? 2.00 IE Lat, 


Iſt aber im gerade, fo erhält man für 6b = Zn weil dann 








cos 20x =csz«—=—1lmd sın 2er _ sinn =0 wird, eis 
m - | m 
nen legten reellen einfachen Faktor, nämlich 
6% x-a. 


Alle dieſe Faktoren 1.), 2.), 3.), 4), 6) ete. ete. u. 6.) ober 
6.) mit einander multiplicirt, geben dann x” —a”. 

IM. Soll aber x"-ta® in feine reellen einfachen ober 
doppelten Zaktoren zerlegt werden, fo ſucht man wieder zuerſt 
die m Werthe, welche ra” zu Null machen, ‚und welche 

Bd. I . 13 
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a-V_T ober aloos- EOEE His SHE find, wo 


m—1 
2 
Rn geſetzt wird; unb man hat dann bie m reellen oder imagi⸗ 

nären Kaftoren von x" 4-a” ausgedrückt durch 
xl ons SIE Hin ED), 
m m 


Sür 60 erhält man hierans den doppelten reellen Faktor 


oder Gig 





ſtatt b nach und nach 0, 1, 2, 3, +-- big 


1) x? — a0 —ta?. 
Für 6=1, % 3, etc.ete. erhält man ferner die boppelten Faktoren 
2) x? — 2a · eos — 
3) | xt gas Etat; 
| nn | 
4) x? —2a.c0s— ta; — u. ſ. mw f. 
Iſt nun m ungerade, fo nimmt man zuletzt noch b— m—f 


2 
Dann wird aber Sr x; alfo ergiebt ſich dann noch 
zuletzt der reelle einfache Faktor 
5) | x-a. 
Iſt aber m gerade, fo wird zuletzt b nz und 
‚@6-+H1)z _ (m—1)x 
: m 


m 

ten Faktor 
5N | x? gas IH ar, | 

Ale dieſe Faktoren 1.), 2.), 3.), 4.), etc. etc. und 5.) oder 


5.) mit einander multiplicirt, geben nun das Produkt x"--a”. 
IM. Sol der Ausdrud . 


Ka", cosp-La 





und man erhält den legten doppel⸗ 
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in feine einfachen oder doppelten reellen Baktoren zerlegt werben, 
fo beginnt man wieder damit, dag man bie 2m Wurjel⸗Werthe 


der Gleichung 

| X 2a". .x".cosp ta” — 0 
auffucht. Man erhält Ä 

x" = a". (osp-bi- sing), 

alſo x a-Ycosp-ti«sing), \ 
d. h. x= a. (os I? +i.sin Te); 
und die gefuchten reellen doppelten Gaftoren des obigen Aus⸗ 
drucs ſind — 





—— a2 *) 





— 24 · cos 
wo man nur ſtatt » nach und nach 0, 1, 2%, "un bis m—1 
zu feßen braucht, um alle m reellen doppelten Faktoren zu has 
ben, die dann mit einander multiplicirt, den obigen Ausdruck 
x _2a".x".cosp-ta” 

wieder geben. 

Anmerkung Die Nummern 1) und IL) bilden bas fos 
genannte „Iheorem des Cotes“; die Nummer III.) enthält das 
gegen bie von Moivre dazu gegebene Erweiterung. 


Dritte Abtheilung. 
Numeriſche Berechnung der WurzelsWerthe einer numerifchen Gleichung. 


DBorerinnerung. 


Wir denken uns nun eine Gleichung, welche wicht bloß reelle, fondern 
auch wirklich gegebene und in Ziffern ausgebrückte Koefficienten hat. Eine 


Die einfachen imaginären Faktoren find nämlich amsgebrikt durch 
(eos FIR Hirn ER N), Nimmt man aber dieſe beiden 


imaginären. einfachen Zaktoren für irgend einen beftimmten Werth von » 
und multiplicirt man folche mit einander, fp erhält, man den gedachten 
reellen Doppel⸗Faktor. 

13* 
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ſolche Gleichung nennt man eine numerifche, und wir fielen nun Säge 
bin, welche zur foRematifchen Auffindung ihrer Wurzel⸗Werthe dienen. 


$. 108. 


Sturm’s Verfahren zur Auffindung ber Anzahl der reellen Wurzeln, welche eine gegchene 
numerifche Gleichung 1,==0 bat, und der Grenzen, pwiſchen denen eine jede einzeln 
liegen muß. 


Um zu finden, tie viel reelle und wie viel imaginäre Wur⸗ 
gel: Werthe eine gegebene numerifche Gleichung &—0 vom - 

* Grade hat, verfährt man nah Sturm*) auf folgende 
Seife, wobei wir voraugfegen, daß &=0 lauter ungleiche 
Wurzel: Wertbe habe: FA 

1) Man bildet aus £, zunächſt Of, welches wir hier durch 
f, bezeichnen wollen, fo wie fs ſelbſt ſchlechtweg durch £ bezeich- 
net werden mag. 

2) Man verfährt genau fo, wie wenn man mwiſchen f und 
f, den größten gemeinfchaftlichen Theiler fuchen wollte ($. 103.), 
jeboch mit der DVorficht, daß man jeden einzelnen der Reſte 
Cd. h. jebes Glied deſſelben) vorher mit dem entgegengefegten 
Zeichen nimmt, ehe man ihn als neuen Divifor verwendet. 
Wir wollen alle diefe, mit dem entgegengefegten Vorzeichen ge: 
nommenen Reſte bezüglich Durch f,, £z, Ey, Eu bezeichnen, fo 
iſt, wenn ſ vom mien Grade vorausgefegt wird, £, vom (mi), 
f, vom (m —2)ten, «+ vom (m— r)ten, .. 4 vom 1fe 
Grade und fſ, felbft conflant (nach x) oder vom Ofen Grade. 

3). Man fchreibt nun diefe Funktionen der Ordnung nach 
fo neben einander hin, wie das nachfiehende Schema zeigt: 

(©) -- f, f, f, f, , f, .. n—1; ſ.; 
ſetzt in jede x=—o0, x=0 md 50, und be 
flimmt die Vorzeichen (-E oder —), welche die Werthe die. 
fe m-F1 Sunftionen für jeden biefer drei Werthe von x ans 


9 Bulletin des sciences math., phys. et chim. T. IL pag. 419. 
Die Abhandlung Sturm’s felbfi, wovon das Bulletin einen Auszug liefert, 


u wurde der Akademie d. Wiſſ. zu Paris im Jahre 1829 vongesgt 
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nehmen *). Dieſe Vorzeichen ſchreibt man unter die Funktionen 
bin, etwa fo 

f, f,, t. f,, f,, f,, f,; f,, f, W 
fr x —- — +44 4, — 6 
für x=0, * BE + — — — 6 
fir to, .+44++#% +, ++] 

4) Hierauf zählt man, wie viel Abtvechfelungen **) in jeber 
Diefer drei Reihen von Zeichen vorkommen. (In vorliegenden 
Schema hat die erfie Reihe 6 Abwechſelungen, die zweite deren 
5, und bie dritte gar Feine Abtwechfelung, welche Iettere Zahl 
durch O ausgedrückt werden muß. Diele Zahlen ſtehen bier im 
Schema zur Rechten unter dem Buchfiaben W.) — Der Unter 
fchied diefer Zahlen in der erſten und dritten Reihe drückt die 
. Anzahl aller reellen Wurzel» Werthe aus, welche bie Gleichung 
hat. (Diefer ift hier 6—0 oder 6, alfo hat diefe Gleichung 
6 reelle Wurzel-Werthe.) — Der Unterfchieb dieſer Zahlen in 
der erfien und zweiten Neihe drückt Die Anzahl der negativen 
Wurzel⸗Werthe aus. (Mach unferm Schema hätte demnach un⸗ 
fere Gleichung nur einen einzigen negativen Wurzel Werth.) — 
Der Unterfchied biefer Zahlen in der zweiten und beitten Reihe 
drückt bie Anzahl der pofltiven Wurzel: Werthe aus. (Nach uns 
ſerem Schema hätte alfo unfere Gleichung 5 pofitive Wurzel: 
Werthe.) — Zieht man endlich die Anzahl aller reellen Wur⸗ 
gel Werthe von der Zahl m, melche ‘den Grad der Gleichung 
begeichnet, .ab, fo bleibt die Anzahl der imaginären Wurzels 





9 Für = —w werden bie Werth? von f, poſitis ober negatio, 
je nachdem das Glied mit ber höchften Potenz von x Cin f,) poſttiv oben 


nedativ wird. — Daffelbe gilt für x — + ©. — Für x == 0 dagegen vers 
ſchwinden alle mit x behafteren Glieder und es lommt daher alles auf das 
eonflante Glied an. — 

rn) Wenn auf + wieder +, oder auf — wioder — kommt, fo nennt 
‚man dies eine Folge der Zeichen, oder fchlechtweg eine Folge. Wenn _ 
aber auf ein — folgt, ober auf — ein — folgt, fa wird dies eine Ab⸗ 
wechſelung ber Zeichen, oder fchlechtweg eine Abwechfelung genannt. 


v 
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MWertpe, welche bie Gleichung hat. (Ra unferen Schema if 
bie Gleichung vom Hrn Grabe geweſen, weil fie biß zu dem 
conflanten Reſte —f, geführt bat; alfo hat folche 2 imaginäre 
Wurzel: Werthe.) 

5) AR auf biefe Weife die Anzahl der pofitiven und der 
negativen, alfo aller reellen und der imaginären Wurzel: Werthe 
beſtiunnt, fo fubftituirt man in bie Reife CO) der Funktionen 
£ 8,, f,, ete. etc. flatt x irgend zwei reelle Werthe a und b, 
von denen a<b iR, und bemerkt ſich wieber bie Vorzeichen, 
welche dieſe Funktionen annehmen; 

w 


ewa für a, +, — ‚bb, + 

fü s=b,..-, +, +44+4+%-,+ 
zähle abermals bie Anzahl der Abwechfelungen (welche Zahlen 
bier rechts unter W zu finden ſind); und der Unterfchied (A— 2 
ober 2) biefer Zahlen drückt bie Anzahl der reellen Wurzel⸗ 
Werthe aus, welche zwiſchen a und b liegen *). 

Dabei kann man überzeugt feyn, daß fo lange b>a if, 
Die Reihe ber Abwechfelungen für x = b nie größer werden 
wird, als für x— a. Iſt die Anzahl der Abtwechfelungen in 
beiden Reihen eine und dieſelbe, fo liegt zwiſchen a und b gar 
fein reeller Wurzel⸗Werth. 

6) Setzt man auf dieſe Weiſe zuerſt ˖ — 10000, — 1000, 
—100, —10, —1, 0, +1, +10, +100, -44000, 
-+10000, —+- etc. ete. flatt x in bie Reihe (©), fo wird man 
‘ bald entferntere ober nähere Grenzen haben, zwifchen denen bie 
reellen Wurzeln liegen. — Findet man aber 5. B. daß zwiſchen 
100 und 1000 zwei reelle Wurzel⸗ Werthe liegen, fo fegt man 
nach und nach flatt x, 200, 300, 400, u, ſ. f.; und zulegt 


*) Zn unferm fingirten Beifpiele hat die Reihe (O) für <= — 
6 Abwechslungen, für z==a aber Az alſo liegen zwiſchen — und a 
zwei (6 — 4) yeele Wurzel⸗Werthe. — Zwiſchen O und a liegt ein 
— reeller Wurzel⸗Werth, und wiſchen b und + liegen deren 
wei, 
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‚ flott x neue Zwifchen: Werthe, bie man Grensen hat, zwiſchen 
Denen nur ein einziger Wurzel⸗Werth liegt. 

7) Wenn aber für irgend eine ber flat x fubftituirten 
Zahlen, eine der Zunktionen f,, f,, F, + m der Null gleich 
wird, fo kann dies erftlich nie für zwei nächft auf einander fols 
gende diefer Zunftionen zugleich gefchehen, und zweitens ift «8 
Dann allemal ganz willführlih, ob man flatt der Null ein + 
oder ein — Zeichen feßt, während man jedoch eines oder dag 
andere feßen muß, damit die Zeichens Meibhe Feine Lücke bekomme. 

Wir wollen diefes alles durch ein Beifpiel erläutern. Es ſey su dem 
Ende gegeben die Gleichung vom bien Grabe 
f-- x’ — 3x* — 24x’ -+- 95x? — 40x 101 = 0, 


ſo wird | 
f, oder 8, = 5x* — 1%’ — 72%? 190246, 
Dividirt man nun mit diefem f£, in £, fo erhält man, wenn der Dis 
vidend vorher mit 25 multiplieirt worden if, den Qustienten 
Q,=5x—11 und den Reſt — 372x’-+633x?-4-1170x— 3031, 
fo daß man uun 
f, = 3722? — 693x? — 1170x-43031 


oder — = x’ 1,701-x2—3,145-x-+8,147 | 
hat, wenn man durch den conflanten und pofitiven daktor 372 dividirt. 
(Bl. $. 103.) . 


Dividirt man nun mit biefem f. in f., fo erhält man wieder den 
Quotienten 
Q9,=—5x—20,5 und den Reſt — 122,621- 2’ +106,240: «xr}121,095, 
fo daß man gefunden hat 
f, = 122,621 -x* — 166,240-.x— 121 095 
oder f, =x? — 1,356 -x— 0,987, 
wenn man burch den confianten und pofitinen Koefficienten 122,621 
dividirt. 
Wird nun mit biefem ft, wieder in f, dividirt, fo erhält man den 
Qustienten 
Q, =x—0,345 und den Reſt — 2,627.x-}-7,806, 
fo. daß man nun erhält | on 
f, = 2,627:x—7,806 oder . x—2,97, 
wenn man noch durch den eonfanten und pofitisen Koefficienten 
2,627 divibirt. 
Endlih muß man noch mit f, in S, bisibiren, und man erhält den 
Qustienten 
Ä Q. =x+142 und ben Reſt +3,81, 
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fo daß man ulent aetunden hat 
= 38 oder = —, 
im alle man Br durch den conſtanten und pofitiven Koefficienten 
3,81 dividirt. 
Man bat alfo nun, wenn man auch noch f, durch den conſtanten 
und poſitiven Zaktor 5 dividirt 
f= x’ — 3x* — 34x’ +95x? — 46x — 101; 
f, = xt —2,4-x? — 14,4. x" -+38x— 9,2; 
f, = x’ —1,701-x° —3,145-x-+8 147; 
f, = x! — 1,366: x -- 0,987; 


f, = x— 2,97; 
' f, = —1;5 
und man bekommt nun folgendes Schema 
für ft, Si, I SG, Ser Ss 
—- —, bh — + — — 14 „a negative ZBurzel- 
- = mh m mn 1 pofitiver, alfo zwei ima« 
x +0, .. +, +, +, +, +, — 1 | ginäre Wurzel: Werthe, 
ı=-i0,-.1-, 4 -, 4 —-, —- 7 
alfo liegt gwifchen — und —100 fein Wursels Werth; 
x —i0,: ol, +, — ) +, — — 143 
alſo liest zwiſchen — und — 10 kein Wurzel Werth; 
=-6,.1-, 4, 4 4 — 16 
alſo lieſt wien —o» e und —6 noch kein Burjels Werth; 
xm—d, + |, -, + =, — 13 


lolzuch liegt —* —6 und —5 ein Bunel-Wentb; 


sehe lh hl 


ale eg wilden - 5 und —1 fein WunelsWertb; 
xı=0, I tb, — 13; 

mithin liegt mMmiſchen —1 und 0 ein Wurjels Werth; 
s=t4 +1, 4 + 4 — 13 

demnach liegt zwiſchen O und 4 Fein Wurel- Werth; 
x=+5.. | 4 th + + — 11; | 

folglich liegt zwifchen 4 und 5 ein Burzels Werth, 

Don den 3 reellen Wurzel» Werthen, welche diefe Gleichung von Hier 
Grade dat, liegt alfo der eine zwiſchen —6 und —5; der andere zwifchen 
— und O0; der dritte endlich gwifchen 4 und 5, \ 


4. 109, 


Um die Richtigkeit diefed Verfahrens einzufehen, darf man _ 
nur die Behauptung in $. 108. N. 5.) erweiſen, weil die Bes 


hauptungen des $. 108. N. 4.) darin ſtecken, je nachdem man 


€ 109. Bon den höhern Gleichungen. BON 


a — — und b=-+o, oder a=—o und b=0, 
oder a=0 und b=+ w nimmt. — Diefer Sag $, 108. 
N. 9.) heißt aber fo: Wenn die Reihe der Funktionen | 
ß, f,, f, , f,, ae” 
für x a eine Anzahl u von Abmwechfelungen, für —=b da—⸗ 
gegen eine Anzahl v von Abwechſelungen zeigt, fo liegen (vor 
außgefegt, dag a<_b gedacht ift) zwiſchen a und b allemal ges 
Bau u—v reelle Wurzel: Werthe der Gleichung f== 0. Dabei 
ift zu nie Heiner ald », und wenn u—v gefunden werden 
follte, fo Liegt zwiichen a und b gar Fein reeller Wurzel-Merth. 
Diefer Satz kann aber fo bewiefen werden: 
A. Denkt man fich die Funktionen f,, f,, fa, »-- £ fo gebildet, wie 
dies oben befchrieben, aber ohne daß irgend einmal mit einer conflanten 


Zahl multiplieirt oder dividirt worden wär, fo hat man offenbar die 
Gleichunge— 


f= —— f. — ſ. 
= 0.h—f;; 
,= 0,5, —fs 
F 
N = Q. .- +1 / 


= Or ai Ta . 
B. Daraus folgt: 

Wirdsvirgend eine dieſer Zunktionen, . © f , für irgend Einen Werth 
von x 5.9. fürx = e, der Null gleich, fo ieh = re db 
die nächftsanliegenden beiden diefer Funktionen nehmen dann für ben; 
felben Werth von x, (== c) verfchiedene Vorzeichen an, weil Feine dies 
fer beiden nächk anliesenden Funktionen mit f zugleich der Null gleich _ 
werden Tann, in fo fern nie zwei auf einander folgende diefer Funktio⸗ 
nen £, £,, f,, ete. einen gemeinfchaftlichen Faktor (<—c) haben können, 
teil fonft vermöge der Gleichungen in A.) derfelbe Faktor jede der vor: 
hergehenben dieſer Funktivnen, und daher auch Fund fr, d. h. £, und 
öf, zugleich theilen wiirde, mas deshalb nicht möglich iR, weil wir in 
£ = 0 lauter verſchiedene Wunel⸗ Werthe vorausgeſetzt haben. (Bel. 

104.) 

Und le— dieſes gilt offenbar, wenn man auch ſtatt f., fa, fs, ef 
nicht diefe Sunftionen ſelbſt, fondern das ſetzt, was hervorgeht, wenn fie e 
mit irgend einer eonfanten und pofitiven Zahl mulsiplieirt oder bins 
dirt werden. 
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C. So lange in einer Zunktion @,, dem x folche Retig neben ein⸗ 
ander liegende wachſende Werthe beigelegt werben, von denen keiner die⸗ 
felbe zu Null macht, fo lange behalten die Werthe diefer Zunktion p, ein 
und daffelbe Vorzeichen; denn fo wie 2, vom Pofltiven zum Negativen, 
oder vom Negativen zum Pofitiven übergeht, fo oft ik dazwifchen 2, — 0. 
Dagegen ändern die Werthe von 9, für <=c—h und für x=c—+h 
allemal ihr Vorzeichen, fa oft ©, für x=c bet Null gleich und hun. 
endlich klein wir. — Daffelbe gilt alfe von jeder der Funktionen 
$ f., ſ. I _ — So lange baher keine diefer Funktionen durch 
Null hindurch gebt, fo lange behalten die Werthe einer jeden biefelben 
Dorzeichen; und die Reihen diefer Vorzeichen haben alfo fortwährend die 
felbe Anzahl von Folgen und biefelbe Anzahl von Abwechfelungen. 

Man darf jent nur noch die Werthe von x betrachten, für melche 
eine biefer Funktionen f, f,, fa, + £, _, der Null gleih wird. (Die 
Funktion £, ift immer vom nullten Grade, d. h. nach x conftant, umd 
wird alſo für feinen Werth von x der Null gleich.) 

D. Wird nun f, felbk für x c der Null gleich, fo wird ar, oder 
fd für x=e nidt der Null gleich, weil fonk LU gleiche Wurzel s 
Werthe hätte ($. 104.) Und weil he 
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wird, fo haben f,, und Of, allemal einerlei Vorzeichen aber ein von f__, 
verſchie denes, während bie Berthe von Of, oder f, für alle drei Werthe 
c—h, e und c-+-h yon x, einerlei Vorzeichen behalten. Die Vorzeichen 
bilden fich alfo 


alfe 


entweder fo: f, f oder ſo: fh 
fürx=c-h.. 4 — -, + 
fürx=c, -- 0, — 0, + 
frx=c+h .- —, — +, + 


Alſo verliert die obere Zeichen⸗Reihe (für x—= c—h), fooft L für 
einen reellen Werth von x durch Nu hindurchgeht, allemal eine Ab- 
mechfelung (die in dar untern Zeichen: Reihe, für x —= c-+-h, nicht mehr 
vorkommt), wenn nur h unendlidy=Flein gedacht wird. 

E.. Betrachten wir nun noch den legten Gall, nämlich wenn für el 
nen der a von x, 5. B. für x= ec, irgend eine der mittlern Funk⸗ 
tionen f,, fu, f, --- kure die durch F. vorgeſtellt ſeyn mag, der Null 
gleich wird. 

In dieſem Falle Bird (nach B.) weder £_, noch £ er der Null 
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gleich für x==c, fondern fie heloum ·n beide verſchiedene ꝓnden. 
Ferner behalten die Werthe von £ 1 für alle 3 Werthe c—b, c, c+h 


von x (nach C.) ein und baffelbe Vorzeichen; und baffelbe gilt von den 
Werthen von f.ı- Daher geſtalten ſich die Zeichen der Neihe f,_, 
$, fo yı' jeut fo: 

entweder E_4 Br I.41 ober :1,_,; 


l. + 
fürx=c—h .. +, + — +5 — — 
für x e, . + 0, — . +0. — 
für x=cH+h, .. +, u — + +, — 

der &_ fs ra oder ä 1 I hr 
für ch .. — ⸗ +, + — —52 * 
für x=e, — 0, +. -, 0 + 
für c4h: — —, + _, 


+ 4 
und in allen diefen vier denkbaren Fellen hat augenfällig die nntere Zei⸗ 
chen⸗Reihe (für x == c-+h) genau diefelbe Anzahl von Abmwechfelungen, 
wie die obere, wenn nur b unendlich⸗klein gedacht wird. — Durch biefe legtere - 
Betrachtung iſt zu gleicher Zeit: die N. 7. des $.108.) außer Zweifel sefegt. - — 

F. Alſo haben die Werthe der Funktionen 

f, f, f,, f., ... fen f,_v f 

für alle fletig wachfenden Werthe von x, melche nicht f, der Null gleich 
machen, immerfort diefelben Folgen und diefelben Abwechfelungen (nad C. 
und E.); — fo wie aber für x = c, die Zunktion f, der Null gleich 
wird, d. h. fo wie c ein reeller Wurzel⸗Werth von f, — iſt, fo hat die 
Zeichens Reihe für <= c--h (nad D.) allemal eine Abwechfelung wer 
niger als bie für x—=c—h. Und obgleich dies zunächſt nun gilt, wenn 
h unendlich»Hlein gedacht if, fo gilt es doch für jeden größern Werth von 
h fo lange noch, als nicht zwiſchen c—h und c, oder gwifchen o und 
er+h ein zweiter Wurzels Werth von f,—=0 liegt, meil fo lange fort 
(nad) €.) die Zeichen der Werthe von f, fr, fa, --- fich nicht ändern. 

Dadurch ift aber der zu erweifende Sag vollſtändig außer Zweifel ge 
fent und daher das Verfahren des $. 108.) gerechtfertigt. 

Anmerkung. Bei Antvendung dieſes Verfahrens ctbes 
$. 108.) auf eine beliebige Gleichung F. — O iſt es übrigeus 
nicht nöthig, daß man vorher (nad $. 103.) die ungleichen 
Wurzel⸗Werthe erft abfonbert; fondern man kann dag Verfah⸗ 
ren fogleich auf FR, — 0 felbft anwenden. — Hat nämlicd), was 
man vorher nicht wiſſen kann, Fk = 0 gleiche (fogenannte viel⸗ 
fache) Wurzel: Werthe, fo wird der legte Meft nicht confant, 
fondern Ruf; und der Iegte Divifor iſt dann der, größte ge 


! 
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meinfchaftliche Theilr. Nun bivibirt man mit ihm in F, und 
bekomme dann zum Quotienten f.; und auf die Gleichung  — O 
wendet man baffelbe Verfahren (bed $. 108.) dann aufs Neue 
an, während man zu gleicher Zeit (nach $. 103.) jegt überzeugt 
if, dag 5 == 0 lauter verfchiedene Wurzel: Werthe bat. 


$. 110. 
Die Rewton'ſche Näherungs : Methode. 

I. Hat man zwei Grenzen a und b gefunden, zwiſchen 
denen ein einziger Wurzel: Werth der Gleichung K—= 0 liegt, 
fo wird f, Nie und ff — und der wahre Werth 
von x liegt im Allgemeinen näher an a als an b, wann & 
der Null näher liege als 5 und umgekehrt.” Man nimmt 
nun einen, zwei, drei oder mehr Werte a, B, >, fo daß 
a<Za<p<y<b iſt, und fubfituirt folche ſtatt x in & und 
berechnet fu, fa, £&. Finden fih nun f, fu, fo, £, mit einer 
lei Vorzeichen behaftet (während fi, das entgegengefcste hat), fo 
liegt der wahre Wurzel⸗Werth zwiſchen » und b. — Finden fich 
aber nur £, fu fa mit einerlei und £, (nebft fi) fchon mit dem 
entgegengefetten Vorzeichen behaftet, fo liegt der gejuchte Wur⸗ 
gel: Werth zwiſchen B und y. — Haben fchon f„ und fg entge 
gengefeßte Zeichen, fo liegt der gefuchte Wurzel⸗Werth zwiſchen 
a und B. — U. ſ. fe — Auf diefe Weife kann man aljo im- 
mer nähere und beliebig nahe Grenzen finden, zwiſchen denen 
der wahre Wurzel: Werth liegt. Alles fo wie wir Dies bereite 
im $: 59.) unter den Namen ber Newton’fchen Näherungs⸗ 
Methode befchrieben, auch durch Beilpiele erörtert haben. 

II. Hat man aber zwei Grenz⸗Werthe a und b gefunden, 
wo a<b ift, welche fchon einander fehr nahe liegen, fo daß 
b—a fehr Hein iſt (5 oder gar nur 14 oder noch Eleiner), 
fo iſt der gefuchte Wurzel: Werth, von a und von b um noch 
weniger verfchieben; und a, fo wie auch b, wird ein Nä⸗ 
herungs⸗Werth der Wurzel genannt. Man kann nun 


\ 
⸗ 
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x=a-h, ode auch x—=b-Fk ſetzen, und noch das feh⸗ 
lende h oder k Dazu berechnen, während fi hnothiwendig pos 
fitiv, und k nothwendig negativ ausrechnen muß. 

Man hat aber für x=a 

2 

n=0 dh Och It o, 
oder, wenn man die höhern Potenzen des ſehr Eleinen h. außer 
Acht läßt, 

+86, -h=0, d. h. be | 
Aus demfelben Grunde findet he — 
k=— (für x=b) dh ken 
Weder h noch k PR jetzt genau berechnet; nimmt man aber 
ath=a ode b+k=b, 

fo ift in der Regel a! und auch b! ein näherer Näherungs⸗ 
Werth alg a oder b e8 geweſen ift. Berechnet man nun noch 





einmal h oder k aus der Formel — — 5 = indem man jest a! 


oder b! flatt x feßt, und nennt man vie nun erhaltenen Werthe 
von h oder k jet h! und K, fo ift in der Regel 

u al4-h! wieder näher als al 
und auch b’-+-k/ wieder näher als b'e, 
während natürlich k! negativ gefunden wird, wenn b/ ber zu 
große Näherungs: Werth geweſen ift. — Auch dies Verfahren 
findet man fchon im $. 59.) beſchrieben und durch Beiſpiele 
erörtert *). 





* Fourier cin feiner Analyse des &quations determindes, pui- 
1831) hat dagegen mit Recht eingewandt, daß man bei dieſem letztern 
Verfahren nicht gewiß wiſſen könne, ob wirklich a+hbd.h. a‘ ein nähe⸗ 
ser Werth if als a, oder ob nicht vielleicht b+k d. h. b’ der näherere 
if. Man kann zwar f,, und f,. Veen fo wie man ſchon vorher f, 
und f, berechnet hat. Findet ſich dann k, ber Null niher als £,, fo ie 
a’ näher ald.a; und findet ſich f,, ber —* noch näher als En * it b’ 
noch näher ald a. — Gourier meint aber mit Rocht, daß es befier if, 
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IM. Dabei iß a bemerken, daß, chen weil h poftin, k 
aber negatis weten muß, bie Berti von f, mb Of, fur Er 
Eleinere Oreug x — a, allemal verſchiebene, bagegen fur Bir 


größere Grenze x—b allemal einerleĩ Beorzicdhen haben 


werben. 
$. 111. 


L JE 3, bie Wblitung einer games Fuaftion >, Ben x, 
umb ifi n cine pofitive ganze Zahl; iſt ferner I belachig arof 
und pofitio; (heilt man endlich dieſen Werch hin m gleiche 


Theile, unb nennt mau jeben diefer Theile w, fo bag man elle hat 
h 
2 und h= mw, 
fo ik bie Summe 
(© Now Wo Wr Free" 
Ider Differenz der Werthe p,.,— 9, 
deſto näher gleich, je größer die Zahl m ihrer Glicher iR, unb 
man kann bie Zahl n immer fo groß nehmen, daß dieſe beiden 
Ausdrũcke zulegt um weniger von einander abweichen, als jebe 
noch fo Hein, aber beftimmt gedachte Zahl =. 
Denn der allgemeine binemiſche d. h. der Taylor ſche Lehrſatz lie⸗ 
fert uns 
1) mat 40,4. 
Gent man bier na wub nah x-Hw, x-}H2w, --- x+(a—1)w Bett x, 
fo hält men noch 


w w? 
2) . 2 Pıte +dp,4w T de gr + 
w w? 
3) —X = P,+2w 09,420 7T +9’ 9, +aw° 9 + .. 


w w? 
4) P. 44vw = Yrw to +" tr tw gr + ... 
{ j 
w 
n) Prem Perser Pure HOF TE te * 





wenn man, mit welchen der beiden Grem⸗Werthe man bie Rechnung 
anfellen müffe, fchon im Voraus willen Tonne. Er ſtellt su dem Ende 
Betrachtungen an, die wir im $. 111.) durch einige Säge bevorworten 
und dann mittheilen wollen. 
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Abdirt man aber alle dieſe n Gleichungen, und hebt man dabei rechts und 
links weg, was fich wegheben läßt, fo erhält man den vorliegenden Sag, 
wenn man bedenkt, daß je größer m if, deſto Heiner a d 5. w werden 


mug, wie alfo w fo Hein werden Kann, daß alle mit w2 nnd nsch höhern 
Potenzen von w multiplieirten Glieder, wie fie zur Nechten noch su ſtehen 
kommen, weniger betragen als jede noch fo Hein aber befimmt gedachte 
Zahl z. 

I. Aug Biefem Sage kann man wieder zunächft nachſte 
hende Folgerungen ziehen: 

1) Setzt man x=a, x+h=b, alſo h=b—a und 


2, fo ficht derfelbe Sat fo aus: 


9,9, — (Op, t+5p u td Pat «dp, ,) w 
defto genauer, je größer die Zahl n der Glieder zur Rechten ift, 
je Eleiner alfo w. / 

AR alfo 1.8. 2, = Ix’+e, demnach dy, = x”, ſo if 

[a? +(a+w)?-+(@ + 2W)’ + bw’) w=1b’— a’ 
defto näher, je größer die Zahl m der Glieder, je Feiner alfo w v — 
Und fegt man hier a—0, bh, ſo ergiebt ſich, weil nun „=t if, 


Wan HB ++, 
wenn nur n unenblich groß gedacht wird. 

2) Iſt Op, für alle Werthe von x zwiſchen a und b por 
fitio, fo it auch m—y. nothwendig pofitiv. — Oder (aug 
I. ©): IH dp, für alle Wertbe von x zwiſchen x und x-+-h 
pofitio, fo ift auch p. 41 — px pofitiv, wie groß h immer ges 
dacht feyn mag. 

3) Segt man in der Summe zur Rechten in 1.) oder in 
der Summe I. ©.), ftatt jedes einzelnen der n Summanben, 
den größten berfelben, fo hat man zu viel; fegt man aber flatt 
jedes einzelnen dieſer n Summanden ben Eleinften derſelben, fo 
hat man zu wenig. Alfo liegt m» —p. allemal zwifchen den 
Grengen [dp (b—a) und [dꝙ. J. · (b —- a), wenn [On 
den Eeinften, und [dp-), den größten der Werthe von dp, 
vorftellen, welche man flr alle Werthe von x zwilchen a und b 





w= 
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erhält. — Dber: Die Differen; p. —9, liegt Immer zwiſchen 
den Grenzen [dplıh und [dp];.h, wenn [dp.k und 
[dp,), die kleinſten und größten aller ber Werthe vorſtellen, 
welche dp, annimmt, im Sale flatt x alle Werthe zwiſchen x 
and x-+-h gefebt werben. | 
4) Man bat daher genau 

99th 
wo dp,+m unter allen den letztgenaunten Werthen den rechten 
aber unbekannten Mittelwerth zwiſchen dem ſo eben gedachten 
kleinſten und größten Werthe von dp, vorſtellt. 


$. 112. 

Zourier“s Berbeſſerung des zweiten Theils der Newt on'ſchen Naherungs⸗Metchede. 

Auf dieſe Sätze ſich ſtützend giebt nun Fo urier, in Be 
zug auf den zweiten Theil der Newton'ſchen Naherungs · Me⸗ 
thode folgende Vorſichtsmaßregeln: 

J. Man wende dieſen Theil II. des $. 110.) nicht eher an, 
als bis man fich überzeugt hat, daß zwiſchen den Grenzen a 
und b, zwiſchen denen der gefuchte Wurzel: Werth von f, = 0 
liegt, fein Werth von x eriftirt, welcher dh oder 8°, de 
Null gleich macht*), fo daß alfo Sf, und 8°F, für alle Werthe 
von x, die zwiſchen a und.b liegen, immerfort pofitiv, oder 
immerfort negativ bleiben, während fie übrigens einerlei ober 
verfchiedene Vorzeichen haben Fönnen. Gefchieht dies, fo 
gilt dann das folgende: \ 

1. In dem Falle, wo f, und 8°6, für x=a einerlei \ 
Vorzeichen haben (und wo dann eben deshalb die Vorzeichen 
von fi, und. 8°, allemal verfchieden find), wende man dieſen 


kleinern Grenzwerth a an; und der Werth a2: ft dann 
| allemal 


*) Man darf zu dem Ende nur nach 6. 108.) unterfuchen, ob pwi⸗ | 
(din a und b ein reeller Wurzel Werth der Gleichung = 0 oder ber 


7 Gleichung def, = 0 Test, 
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allemal dem gefuchten Wurgel- Werth näher, und hoch immer 
Eleiner als a. Wenn aber 5, und d°f, verfchiedene Vorzeichen 
haben (oder, was daffelbe ift, wenn fi, und 8°, einerlei Bor: 
zeichen haben), dann wende man ben größern Grenz» Werth b 


an, d. h. bi ift dann Ämter näher als b, aber immer 


noch größer als ve gefuchte Wurzel⸗Werth. 
NT. Im erfiern Falle (d. h. wenn f, und de, einerlei 
alfo fi, und N verfchiedene Vorjeichen haben) ſind ferner allemal 


Au ß 
a ur: und, öf. 


zwei neue und nähere Grenzen als a und b, zwiſchen Benen 
der wahre Wurzel⸗Werth liegt; im andern Falle dagegen (wenn 
$, und 8°f, verfchiedene, alio wenn f und def, einerlei Vor⸗ 

zeichen haben) find allemal 
| f. 


fi, 
a— 5 und b— un} 


die zwei neuen und näheren Grenzen ald a und b, soifhen Ä 


denen der gefuchte Wurzel⸗Werth Liege. 
IV. Diefe Regel IT) kann man auch fo ausbrüden: 


Man findet aus ber Formel u allemal zwei nähere 


Grenzen des Wurzel: Werthes ald a und b, zwiſchen denen der 


gefuchte Wurzel- Werth noch liegt, wenn man in z und f, flatt 
z einmal die Eleinere a und dag andere Mal die größere b der 
Grenzen fubftitwirt, im Nenner Oh, aber jebesmal bie eine 
Grenze a, oder jedesmal bie andere b flatt z fegt, je nach» 
dem df, oder df,, abgefehen vom Vorzeichen, den größten abs 
foluten Werth hat. 

V. Stimmen bie. beiden’ nach IV.) gefundenen neuen 
Grenzen in den erften n Decimalſtellen mit einander überein, ſo 
bat ber geſuchte Wurzel: Werth diefelden nm erfien Decimal: 
fielen. Setzt man dann dieſe neuen Grenzen ſtatt a und b, 

Bd. J. 14 
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und wieberholt man die Methobe ber IV.), fo erhält mas im 
‚ ber Regel ichen 20 genaue Decimalſtelen des geſuchten Wur⸗ 
zel⸗Werthes. — Dieſelbe Methode beliebig oft wieberholt, göcht 
«ifo den gefuchten Wurgel- Werth beliebig genau. 

Diefed alled mag nun bewieſen werden. 

1) Nach der in I.) gemachten Berausfegung find die Werthe von | 
Of, für ale Werthe von x smifchen = und b fortwährend mwachtenb aber 
fortwährend abaehmend; Denn fünde irgendwo ein lichergang ber Zumk 
tion Of, som Wachſen zum Abnehmen, oder vom Abuchmen zum Wade 
fen, alfe ein Maximum sder ein Mininum fatt, fo müßte nach ber Lehre 
som Gröften und Kleinen ($. 53.) &OL,), d. h. def, der Null gleich 
werben, was gegen bie Baransfenung 1.) if. 

3) Aus demfelben Grunde ii aber andy f, von x a an bis zu 
x—b hin fortwährend im Wachfen oder fortwährend im Abnehmen bes 
griffen, und zwar findet das erfiere hatt, wenn f, negativ, folglich f, po⸗ 
ſitis if, das andere dagegen, wenn f, poſitiv, folglich fi negatis if. — 

3) Die Werthe von Sf, und def, ändern für alle Werthe von x 
zwiſchen a und b nie ihr Vorzeichen; weil fonk für einen Werth von x 
zmifchen a und b, OL, oder deſ der Nu gleich würde, mas gegen Die 
Vorausſetzung L) iR. 

4) Es iſt nach dem Taplor'ſchen Lehrſatze 
| dh +6 + 
alfo iſt Of, fortwährend mit x zugleich wachen, ‚ fo lange 5°f, poftis 
iR, dagegen abnehmend, während x wächſt, wenn deſ, negativ ſeyn ſollte. 

5) Es finden daher im Ganzen nur vier Fälle Katt, nämlich es werden 
entweder f,,Of,,d°f,; oder f,Df,,O2E, ; oder ſ. dſ. deſ; oder L, OL, 
fürx=al—, 4, —; + -,4; —.+, +; 5. 
frr=b 4, —; -,-,+ +++; Bu Zu Fe 

6) SR ww irgend ein zu Heiner oder zu großer Näherungss Werth, fe | 
kann man das Cpofitis oder negativ) fehlende durch h bezeichnen und 
man hat dann (nach dem Sage $. 111. IL 4.) genau 

eh w+öh' h=0; 
alfo genau | 
f, 
| h =” —— 
wo df. on das vorflellt, mas aus Of, wird, wenn ſtatt x ein uinbekann⸗ 
ter Werth ver wird, der zwiſchen dem Näherungs Werth, w und dk 


4 
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wahren unb genauen Wurzel» Werth wth, der alfo auch allemal 
jwifhen den beiden Grenzen a und b liegt, von denen w bie 
Heinere a, oder die größere b vorfellt. Es if alfo genau 


w 


öF,. ‚und x ng 
ſobald man nur unter di „ den Werth von Of, ſich zeut, welcher für 


einen’ zwar unbekannten, ober allemal zwifchen a und b liegenden Werth 
von x hervorgeht. Dabei liegt diefer Werth Of,,.., felbfi, da Of, zwi⸗ 


fihen a und b immerfort wächft oder immerfort abnimmt, zwiſchen Of, und 
Of, und hat auch mit df, und Of, ein und daſſelbe Vorzeichen. 

7) Gehen wir nun bie vier Säle der N. 5.) einzeln durd. — Im 
erſtern Fall, mo 8°E, gmifchen a und b immerfort negativ if, if Of,, ob⸗ 
wohl jedesmel pofitiv vorausgefegt, doch immer im Abnehmen begriffen, 
ſo daß in diefem Galle , , 

- 8L>df,,. „>d, 


if. Sest man daher in obigen Ausdruck des wahren Wurzel⸗Werthes 





— 
h=— 





%, 
ae⸗ h 


of, flatt Of,,..), fo hat man, vom Zeichen abgeſehen, für den Quotien⸗ 
ten iu menig; zu viel dagegen, wenn oh Ratt Öf,...) geſetzt wird. — 


Nimmt man nun a flatt w, fo if — poſitiv, und mithin iR 


f, 
an noch zu Bein, Dagegen a, \ - fon zu groß. Don biefem 


lettern Werthe kann men aber nicht , ® rer wiſſen ob er nicht auch 
>b mird, daher müſſen wir biefen lestern Werth ganz befeitigen und 


und vorläufig mit dem erfiern Näherungs-Werthe —J begnügen, 


von dem wir gewiß wiſſen, daß er größer als a, aber doch noch kleiner 
als der gefuchte Wurzel: Werth iR. — Nimmt man aber b flatt w, fo if 


fi, f, . 
pofitiv, ale —- Meine, - b_ dagegen größer als biefer 
öf, öf, 





b 
Of, ...n 





f ſ 
von bau ſubtrahirende Quotient öf —. Folglich if —J zu 
— 4 


f 
groß, aber b zu klein, während die erſtere Grenze doch noch 


f , , 
Heiner wie b ik. Don der letztern Grenze J wiſſen mir nicht 
| 14* 
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senis, ob fie nicht auch Meiner wie = if; daher muß ſolche befeitigt wer- 
den. Bon ber andern Grente De wiſſen wir aber gewiß, daß fie 


dem wahren Wuriel:Werthe näher rückt als b, meil fie größer if als der 
wahre Wurzel⸗Werth und doch Heiner als b. — Man findet alfe in bie 
ſem erkern Zalle ber ”. 5) 


a ß. 
di und b— Bf, 
als zwei Grenzen zwifchen denen ber wahre Wurel- Werth liegt, um 
weiche zu gleicher Beit nähere Bremen find, ald a und b. — Dies ſtimmt 
aber genau mit der Ausfage des erſtern Theils der Regel IL). — Zu 
gleicher Zeit if dabei Of,, abgefehen vom Vorzeichen, der größere ber bei 
den Werthe Sf, und Öf,; und bied ſtimmt mit der Ausfage der IV.). 

Geht man den zweiten, und nachher nach den dritten Fal der N. 5.) 
gerade fo durch, fo wird man bie Megeln IIL) und IV.) auch für ſie be 
Rätigt finden. — Wir wollen, um kurz zu fegn, nur noch den vierten 
Sal der N. 5.) betrachten. 

In diefem vierten Galle iR Sf, für alle von a nach b hin ſtetig wach⸗ 
ſenden Werthe von x, weil deſ, fortwährend negatis iſt, immer fort im 
Abnehmen begriffen, aber fortwährend negativ, fo dad BL,>Oh, ih, . 
wenn man die Vorzeichen berüdfichtigt, dagegen nbgefchen vom Vorjei⸗ 


hen, af,>df, fern mug. Dasmal iſt ferner IL, negatio, de 











f, , 
I) . 
gegen SL... pofitiv | 
Nimmt man nun in 6.) die Fleinere Grenze a ſtatt w, fo bat man 


f, 


N f, f, ir eo 
ur alſo iſt W zu groß, und J— in klein. 





Letztere Grenze if jedoch immer noch größer als a, folglich wirklich 
eine nähere Grenze, was man von der erflern nicht mit Sicherheit 
fogen Tann, da fie felbk größer ald b fenn könnte. Nimmt man aber in 
6.) die größere Grenze b Ratt w, fo erhält man 
f, F ——WWW f, 
bg; alſo ik b 35 u Hein, und b-37 iu groß. 
Letztere Grenze iſt aber doch Heiner als b, Folglich wirklich dem wah⸗ 
ren WurzelsWerth näher als b, mas man von der erfern nicht 
fogen kann da fie vielleicht Heiner als a ſelbſt il. — Man hat alſo dasmal 
f j | 


f, 
a b 
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als zwei neue und wirklich nähere Grenzen des geſuchten Wurzel⸗Werthes, 
und dies ſtimmt nicht bloß genau mit der Ausfage der IIL), fondern auch 
wiederum mit der Ausfage IV.), weil dasmal wirklich Of, abgefehen 
som Vorjeichen, größer if, als Of, *). 
Wir wollen Biefe-Auflöfungen der numerifchen Gleichungen 
noch mit einem Beiſpiel beſchließen. 
Beiſpiel. Unterſucht man die Gleichung 

Du )- = 2?’—ı-5=0, 

melde - 9) = dx—2 
und \ 3) 9 = 6x 
giebt, nach der Sturm'ſchen Regel, fo findet man, daß fle zwei imaginäre 
WurzelsWerthe und einen reellen hat, und dag lesterer zwiſchen 1 und 
10 liegt. Fährt man nach bderfelben Regel meiter fort, fo findet man, 
daß derfelbe reelle Wurzel: Werth zwiſchen 2 und 3 liegt; und ſetzt man 
daffelben Verfahren noch meiter fort, fo zeigen fich die Grenzen a= 2,0 
und b= 2,1, zwifchen denen der gedachte reelle Wurzel» Werth liegt. 
Nun kann das im gegenwärtigen Paragraphen befchriebene Verfah⸗ 
ren eintreten, weil auch innerhalb diefer Grenzen Fein Wurzel Werth von 
df,=0 unk auch nit von deſ, S O liegt; denn SL,=Q giebt 
3x’3=0 ser x=+tY, und 8L=O giebt 60 d. h. 
x=0. — Weil aber 5 of, 10 und od ⸗14,23 wird, fo find 


—* und b5 
dasmal die beiden näheren. Srensen. Nun rechnet fich aber aus: 
fi, . 
= —1; 6 =+0,0615 alfe — 7 = +0,0890 und —- % = 0,00543, 


folglich find diefe neuen Grenzen I 
2,0890 und 2,0947, 
Berfucht man aber den Werth 2,09 Cum nicht mit fo vielen Decimal⸗ 
Rellen rechnen zu müffen), fo findet fi für <— 2,09, 1, = —0,050671; 
deshalb ift 2,09 nach zu Bein, und da 2,10 bereitd zu groß war, fo kann 
man ald Grundlage der neuen Annäherung 
2,09 flatt a und 2,10 flatt b 





*) Fourier verfinnkicht dies alles durch gurren auf eine ſehr nette 
Weiſe, was jedoch unſeren Leſern ebenfalls nicht mißlingen kann, ſobald 
ſie die in den nächſten Kapiteln ſtehende Kurvenlehre kennen gelernt ha⸗ 
ben werden. — Fourier giebt ferner noch ſpeciellere Regeln, die theils 
zur Beurtheilung der erlangten Genauigkeit, theils zur Abkürzung der Rech⸗ 
nung dienen, Die wir hier aber übergehen müſſen. 
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ſetzen. Für dieſe jenigen Werthe von = und b beredinen ch nun - 
f,=— 0506715 f,—=-+0,061;5 8, =11,1043; 8, — 11,23; 
und die näheren Grenzen find daher jetzt, weil noch inımer OL, >Df, if, 


abermals . ri 


.— ‘oh, und J 
für dieſe neuen Werthe von a und b. — Nun wird aber 
ſ, 
— = 0,00451 und ne = 0,0054 


di, de 
alſo find die neuen Grenzen 
2,0951 und  2,09457, 
fo daß ber Wurzel: Werth 
x=230945---- . 
in den erſten vier Deeimalficdien ganz genau if. Nimmt man nun 
neuerdings 
22.0945 und b == 2,0946 5 
und wiederholt man das Verfahren fo findet fich 
f, = 0,0005745913755; , f, = 0,000541550536; 
öf, = 11,16079075 und Of, 11,16204748. 
Da bereits A Deeimalen genau find, fo muß dasmal die Divifion bis zur 
bien Decimalßelle fortgefegt werden; man findet daher 


f, 


und bies ift der gefuchte Bunel- Werth x big auf 8 Derimalfellen genau. 
Wollte man nun die neuen Grenzen 
a = 2,09455148 und b = 9,09455149 
nehmen und daffelbe Verfahren noch einmal wiederholen, fo würde man 
Kon Hy genaue Decimalfiellen des gefuchten Wurzel-Werthes erhalten, 
nämli 


' u. ſ. w. f. 
Anmerkung 1. Für beſondere Gleichungen kann die Auf⸗ 
löſung oft ſehr vereinfacht werden. 
J. Iſt z. B. gegeben die Gleichung 
xis - 3x104.7x5 18-0, 
fo ſetzt man x’ =, erhält ee = 0, löſt dieſe 


x = 2,0945514815423263, 
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Eubifche Gleichung nach 2 auf, und findet dann aus fedem ein⸗ 
zelnen der drei Verthe von z noch fünf Werthe für x aug der 


Gleichung x = Vz. 
1. Oder find gegeben reeipunfe Gleichungen, d. h. 


ſolche, die fich nicht ändern, wenn — ſtatt x gelegt wird, bie 


daher neben jebem MWurzel:Werthe a noch den Wurzel-Werth j 


4 haben, und die man daran erkennt, daß die Koefficienten 


von den beiden äußerſten Enden nach der Mitte zu bezüglich 
entweder genau biejelben oder doch Diefelben mit verfchicdenem 
Vorzeichen fi ” 1 B. 


xs— — Ye 1x21i Kl —=N, 
oder rn ! * x———— *0, 
oder xx! —— x? — y?—Yı4H1=0, 
oder xx Ft ri ‚=0; 


fo. kann man folche fogleich auf Gleichungen von nur halb fo 
hohem oder noch niedrigerm Grade gurüdführen*). Sind fie näm- 
li) vom ungeraden Grade, fo laffen fie fich immer durch x--1 
ober durch x— l megbividiren, fo daß die neue Gleichung vom 
geraden Grade wird. Hat aber bie reciprofe Gleichung vom 


geraden Grabe die vom Anfange und Ende gleichtweit abftehen- 


den Glieder mit dem -entgegengefegten Zeichen verfehen, fo läßt 
fie fi) immer durch x?—1 d. 5. dur (x—1)(x-1) wegdi⸗ 
vidiren, fo daß abermals eine reciprofe Gleichung von geraden 
Grade entfieht. Es bleiben daher zuletzt nur folche veciprofe 
Gleichungen übrig, welche vom geraden (Zmten) Grade find, und 


welche fi) (indem. man durch x” dividirt) auf die Form 


*) Die Bleihungen x=+1=0 find ebenfalls folche reeiprofe, und 


laſſen fich daher auf diefem Wege auf Gleichungen vom Grade im ober. 
z{m—1) surügführen, 
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Hz) rare rn Hl + za)t 
—— —X *0 

bringen laſſen. Man ſetzt nun + =z und quadrirt, 

kubirt etc, etc, biefe Gleichung, fo bag man erhält aus 

| | + = 

+2 = 2°, alſo + er; 

hat Hr) 22, alfo + = DL} 


x +4 + +6 =z*, alfo Lot 4248; 
u. ſ. w. f. 

Nah Subſtitution dieſer Werthe iſt dann die neue Slei⸗ 
hung (in =) von halb fo hohem Grabe. Hat man aus ihr 
z gefunden, fo liefert zu jedem einzelnen Werth von z, bie 
Gleichung , 


+ =» nd x=kte— 
dazu, fo daß man zuletzt doch alle Werthe von x gefunden hat, 
Anmerkung 2. Sucht man von irgend einer Gleichung 


£=0 die imaginären Wurzel: Werthe, welche fie hat, fo fett 
mat z=p-+q:i i. fo daß =0 (nad dem Taylor'ſchen 





Lehrſatze) in 


1) 37 rd nl 
und 
2) gq: :Of, — — .z⸗ DH 8, +0 


übergeht, wo f,, Df,, det, def, etc. etc. die Ausdrücke bedeu⸗ 
in, welche bezüglich aug ſ., ak, 826, deſ, etc. etc, hervor: 
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gehen, wenn überall p ſtatt x geſetzt wird *). Hernach kommt 
alles darauf an, alle jufammengehörigen Paare reeller Werthe 
von p und q zu finden, welche beiden Gleichungen 1.) und 2.) 
zugleich genügen. 

Mit dieſer letztern Aufgabe n nun mag ſich die nächſte Ab⸗ 
theilung beſchäftigen. 


Vierte Abtheilung. 


Von der Auflöfung zweier oder mehrerer höhern Gleichungen zwiſchen 
zwei oder mehr Unbekannten. 


4 113, 
Es ſeyen die beiden Gleichungen 
1) Ax?®+Bxt-C—0 
md | 
9) Dx°-LEXS-PFx 6 = 0 


gegeben, in welchen A, B, C, D, E, F, G noch einen zweiten 
Unbekannten z enthalten (fo daß biefelhen beiden Gleichungen 
anch noch nach Potenzen yon z geordnet erfcheinen‘ Fönnten, 
deren Koeffieienten noch x enthalten). Man fol den Unbekann⸗ 
ten x aus beiden Gleichungen eliminiren oder fortfchaffen, fo 
daß eine Gleichung hervorgeht, welche nur A, B, C, D, E, F, 
G enthält, ohne x, welche folglich nur noch den andern Unbe⸗ 
kannten z enthält. 

I, Die Euler’fche Methode. — Man multipficirt die 
erftere Gleichung mit Dx, die andere mit A, und fubtrapirt 
beide Reſultate von einander. Dies giebt eine Gleichung ohne _ 
x®, nämlich | 


J *) Man nimmt nämlich die Sleichuns 
nr + OL he 


und fert hiex herein p Ratt x, und qi Ant h, und erhält die neue Gleis 
— wegen des imnginären-i, ſich in beide obige Gleichun⸗ 
sen zerlegt " 
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3) (BD— AE)x*?--(CD — AFx — AG =0. 
Man betrachtet nun bie 1.) und bie 3.) als die gegebenen 
Gleichungen, aus denen x eliminirt werden fol. Aus biefen 
beiden Gleichungen ſchafft man, ganz auf demſelben Wege, bag 
mit x? behaftete Stich fort. Wird dann der Kürze wegen 

4) BD-AE=A,,.CD—AF=B, mb —AG=C, 
gefeßst, fo daß die 3.) Die Form 

3) A,x®+B,x+C, =0 
annimmt, fo erhält man bie Gleichung 

5) - (A,B-AB )x«-+(A,C—AC,)=0. 

Hierauf multiplicirt man bie 1.) mit C,, bie 3.) dagegen 
mit C und fubtrahirt wieder bie Nefultate.e Dadurch erhält 
man eine Gleichung, welche fich durch x bividiren läßt, und 
welche daher wieder das mit ber höchſten Potenz x? afficirte 
Glied verliert. Solche wird 

6) (AC,—A ‚Ox-+iBC, —B,O = | 

Wird dann zuletzt aus den Gleichungen 5, und 6.) noch 
einmal x ellminirt, fo erhält man endlich die gefuchte Elimina- 
tions: Gleichung ohne x. 

Es iſt Teiche, dieſe Methode auf Gleichungen eines jeden 
Grabe auszubehnen. Auch bleibt fie völlig unverändert, wenn 
bie Koefficientn A, B, C, D, E etc. etc, außer z auch nod) 
einen zweiten Unbekannten y, oder noch mehr Unbefannte ent: 
balten follten, wenn nur in diefen Koefficienten, x ſelbſt nicht 
mehr vorkommt. 

Dieſer Methode wurde aber mit Recht der Vorwurf ge⸗ 
macht, daß die Eliminations⸗Gleichung von einem zu hohen 
Grabe wird, fo daß fie mehrere Werthe für z liefert, welche den 
beiden gegebenen Gleichungen 1.) und 2.) ganz fremd find. 

11. Andere Methode mittelſt des Auffuchens eines gemein⸗ 
ſchaftlichen Theilers. 

Wen x a und 2* ein Paar Werthe von x und z 
find,. welche beiden Gleichungen 1.) und 2.) genügen; fo folgt, 
* daß wenn man flat 2 den Werth PB fegt, oder wenn man fich. 
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unter z din Werth 8 denkt, Die beiden Gleichungen 1.) und 2.) 
den gemeinfchaftlichen Saktor x —« haben müſſen. Sucht man 
alſo zwiſchen den Ausdrücken 
Ax?+-Bx--C unb  Drs-LExs--Fx-LG 

den größten gemeinfchaftlichen Theiler (nach $. 103.), und ſetzt 
man das Verfahren fo lange fort bis der letzte Meft kein x 
- mehr enthält, fo muß folcher für z= PB der Null gleich wer: 
den. Alſo iſt diefer letzte Reſt, wenn foldier — 0 geſetzt wird, 
die Gleichung, welche alle Werthe von 2 liefert, die in Verbin: 
dung mit einem zugehörigen Werthe von x, ben beiden Gleis 
chungen 1.) und 2.) genügen, welche baher. Die geſuchte Elimi⸗ 
nations⸗Gleichung iſt *). 

II. Eine algebraiſche höhere Sleichung zwiſchen x unb z, 
welche eben fo gut nach x ald nach z geordnet geſchrieben wer⸗ 
ben kann, heißt von ber mt Dimenfion oder. von der mir , 
Drdnung, wenn die Summe ber Erponenten von x und von z 
in jedem einzelnen Gliede die Zahl m nicht überſteigt, und we 
nigftens in einem liebe erreicht. . 

So ik ay+bx-te=0 

eine Gleichung zwiſchen x und y von dep 1ten Dimenfon, ober von der 
erfien Drdnung. — Die Gleichung 

ay’-Hbxy+ex®-+dy-Fex+f= 0 \ 
iſt dagegen von der 2ten Ordnung. Die allgemeine Gleichung der Iten 
Ordnung kann noch die 4 Glieder der Zten Dimenfion Ä 

‚ ay’+bx?y+cexy?-+d'x’ 
enthalten, und muß wenigftend nes diefer vier Glieder ü in ſich aufneh⸗ 
men; u. ſ. m. f. 

IV. Iſt aber bie eine der Gleichungen von der mit, Die 
andere-von der nie Dimenfion, fo ift, wenn man x eliminirt, 


*) Diefes Verfahren verſagt jedoch ſeine Dienſte, ſo oft bei irgend 
einer der Diviſionen, Reſte, folglich Diviſoren ſich ergeben, welche zu glei⸗ 
cher Zeit Faktoren der geſuchten Eliminations⸗Gleichung find, d h. welche 
unter derſelben Vorausſetzung, die zu dem Verfahren ſelbſt führt, der 
Null gleich ſind. — Wir glauben dieſe Bemerkung zuerſt gemacht zu haben, 
und wir haben zu gleicher Zeit das Verfahren angezeigt (im Kap. XXI. 
des 2ten Theils des „Syſt. d. Mathem.“), welches im Praktiſchen beſolgt 
werden muß, / Um dieſem Uebelſtande ausjumeiche. 
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die Eltiminations- Gleichung, nach z geordnet, höchſtens vom 
mn! Grabe. 

Und eliminirt man aus drei Gleichungen zwiſchen x, y, z, 
welche bezüglich von der mt, na, pie Dimenfion find, Die 
beiden Unbekannten x und y, fo iſt die End⸗Gleichung,/ nach 
2 geordnet, höchfiens vom mnp* Grabe. 


$. 114. 


Hat man aber aus zwei höhern Gleichungen von ber men 
und n!® Dimenſion zwiſchen x und y, den Unbekannten x eli- 
minirt, und die Eliminationd; Gleichung in y vom mn" Grgde 
erhalten, fo kann man letztere nach y auflöfen, fo daß man man 
verfchiedene Werthe für y erhalten kann. Zu jebem Wertb B 
von y, findet fih dann ein Werth « von x, fo daß diefe zus 
fanmengehörigen Wertbe « und B von x und y, beiden Glei⸗ 
chungen zugleich genügen. Diefee Werth « von x wird aber 
dadurch gefunden, daB man RB flat y in bie beiden gegebenen 
Gleichungen fubftitwirt, Dadurch zwei Gleichungen erhält, welche 
ben einzigen Unbekannten « enthalten, und dann zwiſchen dieſen 
ganzen Zunktionen von x (welche der Null gleich find) den ges 
meinfchaftlichen Theiler fucht, Iegteren aber der Nul gleich ſetzt. 

Hat man bie Elimination mittelft des gemeinfchaftlichen 
Theilers beftimmt, fo darf man nur den legten Diviſor (zugleich 
mit dem legten Reſte) der Null gleich fegen, und man erhält fo: 
gleich den zugehörigen Werth von x, 
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Don den Koordinaten. — Gleichungen der geraden Linie H. 


6. 115. 


Zieht man in einer Ebene zwei auf einander ſenkrechte 
Gerade OX und OY (Sig. 1.), welche auf beiden Seiten ohne 
Ende fortgehen, fo if die Lage eines Punktes M (ober M,, 
‘oder MM, oder MM) in dieſer Ebene gegeben, wenn man feine 
Abftände oder Koordinaten MM, und MM, von biefen ge: 
raden Koordinaten-Aren OX und OY £ennt, und noch bie 
Seite biefer letztern, nach welcher zu der Punkt M liegt. Diefen 
letztern Umſtand geben wir dadurch zu erfennen, daß wir den 
abſoluten Zahlen, welche die Abſtände oder Koordinaten aus⸗ 
drücken und welche man K vordinatensMaaße nennen kann, 
noch ein — oder ein — Zeichen vorfeßen, je nachdem der 
Punft M rechts oder linked von OY, oberhalb oder unterhalb - 
OX Tiegt. — Diefe dadurch entfichenden pofitiven oder ne 
“ gativen Zahlen nennen wir aber Koordinaten⸗Werthe, 
und wir fagen noch: der Koordinatens Werth des Punktes M 
fey Null, wenn der Punkt M in einer der Aren OX oder OY 
felber liegt. — Endlich unterfcheibet man beide Koordinaten da⸗ 
durch von einander, daß man eine beliebige derfelben Abfciffe, 
Die andere dann Ord in ate nennt. — Die Are OX, mit wel: 


cher bie Abfeiffe parallel läuft, oder auf welcher bie Abſciſſe ar 


9) Wir fegen hier durchweg voraus, daß es weder pofitive noch nes 
gative Linien giebt, fondern daß alle Linien durch abfolute Zahlen 
ausgedrückt werden, die weder pofitiv noch negativ find. (Bel. 6.7.) 
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getragen ift (in fo fern nämlich MM, — OM, if) beißt dann 
die Adfeiffen: Are, die andere OY bie Orbinaten-Are. 


$. 116. 


Iſt (Fig. 10.) ein Punkt M gegeben durch feine (pofitiven 
oder negativen) Koordinatens Werthe x und y, fo hat man 
allemal. 

1) OM? —=x?--y?. 

Dezeichnen wir nun bie fpisen, rechten oder ſtumpfen, 
alfo immer Hohl gedachten Winfel MOX und MOY be 
güglich durch « und B, fo find (wie die Betrachtung der Figur 
in allen A Lagen, bie der Punkt M haben Fann, lehrt) « fpig, 
fo oft x pofitid, und & flumpf, fo oft x negativ; eben fo ß 
fpig, wenn y pofitiv, dagegen 3 flumpf, wenn y negativ. — 
Es ift daher in allen Fällen 


9 = und 9) 00 B— Tre 
mo x mit cos« zugleich pofitiv oder zugleich negativ ift, 


während auch y und cosß immer ein und baffelbe Vorzei⸗ 


chen haben. 
Findet man aus 2.) und 3.) x und y und fubftituire man 


diefe Werthe in bie 1.), fo erhält man noch 


4) c0sa? +-cosß? — 1. 
Ferner ergiebt fih noch, wenn aus 2.) und 3.) OM elimi⸗ 
nirt wird, — 
5) —— 
c08 & x 
Endlich folge noch 
6) ga=tl, 


100 das + Zeichen genommen merden muß, wenn y- pofitiv, 
das — Zeichen dagegen, wenn y negativ ift, fo daß ig. mit 
x zugleich poſitiv ober negativ wird. — Es if dagegen allemal 
und unbedingt 

7 


— — — — —— — — — ——— —— — — — — —— — — 
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Br; 


| sa 
7 ga=- 


mit dem eigenen Borgeichen, welches I in allen A Säflen er⸗ 


hält, ſobald man den Winkel MOX oder «, von OX links 
herum nach OY hin von 0° big gu 360° zählt, fo'nämlich daß " 
«>180° und <270°. genommen wird, wenn M in, dem 
Raume XOV Tiegt, während 4) 2700 aber <360° ge 
nommen werden muß, wenn M in dem Raume KOY lie 
gen ſollte. | u 
Wenn wir aber nicht in's Befondere, dieſe letztere Art Die 
Winkel zu zählen, hervorheben, fo werden wir in der Folge um 
tee MOX und MOY, der Punkt M mag liegen, in welchem 
der A Räume man will, immer nur folche Winkel verfichen, 
welche <180° find. = 
§. 117. 


Sind zwei Punkte M und. M’ (Fig. 7. und 8.) durch Die 
Koordinaten-Werthe x, y und x’, y’ gegeben, wo wir x<x! 
vorausfeen, während y<y/,.aber auch y>y’ (felöft y y)) 
feyn kann (Big. 7. und 8.); und zieht man dann durch M die 
. Parallele MD mit OX, fo erhält man ein Dreiet MDMV. 

In dieſem Dreiecke ift allemal bie mit OX parab 
lele Kathete MD durch die Differenz; x—x ber Ab 
feiffen: Werte; die andere, mit OY parallele Kathete 
DM dagegen allemal durch die Differenz E(y'=-y) 
der Drdinaten:Werthe ausgebrüct, wobei man binficht: 
lich der Vorzeichen nur darauf zw fehen bat, Daß Feine biefer 
Katheten negatio wird, weil wir hier von Der Anficht 
ausgehen, daß es durchaus Feine hegatinen Größen, 
alfo auch Eeine negativen Linien giebt Für die Sig. 7.) 
gilt alfo das — Zeichen; im Falle der Gig. 8.) dagegen if 

DM = —(y-y) dh =y-Yy" 
BL | 15 
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4. 118. 

Die Entfernung MM’, ſo wie bie Winfd a, unb 3,, 
weiche bie Sichtung MM? (nicht MM) mit ben Richtungen OX 
wub OY (nit XO, ober YO) b. 5. mit MX, und MY,, 
wenn lettere Geraden mit ben Koordinaten: Arın parallel ge: 
dacht find, macht, findet man nun in bemfelben Dreiecke un: 
mittelbar. Gs if wänlich 

1) MM — -HY@ x)’ Hy —y)” 
unb 





— I__ 
2) 008 , = nr und 3) 0059, = Ir > 


we cosa, mit x’—x zugleich poſitiv oder zugleich negativ if, 
mäheend auch cos B, und y’-—y immer ein unb baffele Bor: 
zeichen haben. — Ferner if 





wo aber ig a, immer pofitio genommen werden muß, in fo fern 
wir x/>x angenommen haben, und deshalb der Winkel «, 
allemal fpig feyn wird. 

Zahlt man aber ben. Winkel =, von MX, an, nach MY, 
hin bis gu 360°, fo iſt allemal 
, I__ — v 
) 180 Tr = 1-7 
mit demfelben Vorzeichen, welches der Duotient zur echten 
gerade hat. 

$. 119. 

Unter den Boransfeßungen des $. 118.) erhält man noch, 
wenn a’ und PB! bie Winkel find, welche OM’ mit OX und OY 
macht, nicht bloß | 


1) OM! = Yx1? — 
und 
2) cos al = om; 3) cospl= m ; 


1 
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fondern auch noch, wenn W. UoM — 5 geſetzt wird, 
4) ".ıc0osö=cosa- cos al-}-cos B- :cosß. 

In dem Dreiecke MON: if nach dem allgemeinern pythagoriſchen 
Lehrſatze der ebenen Trigonometrie, 

MM’: = OM2--0M'2—90N-ON’. cos 5; 

daraus findet ſi ch aber, wenn man ſtatt OM, OM’ und MM’ ihre in x, 
y, x’, y’ ausgedrückten Werthe fest, cos 5 fogleich. 

Stehen die Geraden OM und OM! auf einander fenfrecht, 
ſo iſt cosö—0, alfo dann noch 
5) cos a-cos al-4-cosß-cos Bl = 


Und umgekehrt, an dieſer letztern Gleichung erkennt man wieder, 


daß OM und OM! auf einander fenkrecht fiehen. 
| $. 120. 


I. Sind von zwei Punkten A und B bie Koordinaten» 
Werthe gegeben, nämlich x! und y! für A, und x" und y“ für 
B (Sig. 2. oder 3), fo ift dadurch die Lage der Geraden AB 
gegen die Aren völlig gegeben. Wenn man daher. für einen 
beliebigen Punkt M in derfelben Geraden AB, die Koordinaten s 


Werthe durch x und y bezeichnet, fo ift y bekannt, fobald man 


x kennt (ober umgekehrt); alfo muß zwiſchen x und y, mo 
auch der Punkt M gedacht feyn mag, eine Gleichung eyiftiren, 
und diefe findet fich fehr einfach wie folgt. | 

Man zieht ACD und BE parallel mit der Abſciſſen⸗Axe, 
fo entſtehen drei rechtwinkliche Dreiecke, in denen bie mit OX 
parallelen Katheten AC, AD und BE bezüglich durch x —x', 
xx! und x— x" ausgebrückt find, während die mit OY pa: 
rallelen Katheten BC, MD und ME bezüglich dureh +(y"— yN, 
+(y—y!) und +(y—y’) vorgeftellt find, wo (in der Zig. 2.) 
alle obern () Zeichen zugleich, oder (in der Fig. 3:) alle un⸗ 
tern (—) Zeichen zugleich gelten. Weil aber Diele rechtwinkli⸗ 
chen Dreiecke ähnlich find, fo hat man fogleich 

N — — va 
y —— 15 - Ir 


- - u 
PEN vu, 


⸗ 
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Diefe Gleichung, wenn man 


—E 


9) I durch A 
bezeichnet, geht aber fogleich über in | 
3) y-y=A-dlk—x)), 
oder auch in j 
4) y-y!"=A-x— x), 
oder endlich in 
59) y=A-x-+B, 
wenn noch | 
xini —xigli 
6) IT ud B 


vorgeftelt wird. — Dabei ift nach 2.) und nach $. 118. N. 5.) 
der Koefficint A allemal die trigonometrifche Tangente bed 
Winkels &,, welcher dieſe Richtung AB (nicht BA) mit de 
Adfeiffen: Are OX macht, fobald nur Iegterer von OX nad 
OY Hin ringe herum von 0° bis zu 3609 gesähle wird. 

Daſſelbe würde man auch erhalten, wenn der Punkt M 
jroifchen A und B, oder links von A gebacht worden wärt, 
weil dann in den Duotienten in 1.), Zähler und Nenner zw 
gleich ihr 4- oder — Zeichen wechfeln oder zugleich fie behak 
ten, wie die Betrachtung der Figur in diefem Falle augenblick. 
lich fehen läßt. 

Jede diefer Gleichungen giebt zu jedem beliebigen (pofitiven 
oder negativen oder Null:) Werth von x, den zugehörigen (po: 
ſitiven oder negativen oder Null⸗) Werth von y; oder umge 
Eehrt zu jebem Werth von y, den zugehörigen Werth von x. — 
Jede Diefer Gleichungen wird daher die Gleichung der Ge 
raben AB genannt, weil man aus ihr fo viel Punkte der 
Geraden ald man nur immer will, durch ihre Koordinaten 
Werthe ausgedrückt, finden kann. 


I. Umgekehrt: Iſt eine algebraiſcht Gleichung gwifchen x 


und y von der erfien Dimenfion gegeben z. D. 
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ay--bx+c=0 ode y= 1 £, 


mo _. und J beliebige reelle Zahlen ſeyn mögen, und 


betrachtet man in ihr x und y als zuſammengehörige Koordi⸗ 
naten⸗Werthe eines Punktes M in der Ebene, fo giebt dieſe 
Gleichung unendlich-viele Paare reeller zufammengehöriger Werthe 
von x und y, und jedes dieſer Paare giebt einen Punkt in der 
Ebene, und alle diefe Punkte liegen in einer und derfelben Ge 
raben AB, während A und B irgend zwei dieſer Punkte find. 

1) Und ift c==0, fo geht diefelbe Gerade durch den Urs 
fprung O der Koordinaten, weil die Gleichung dann für 
x—=0 ud y=0 liefert. 


2) Und if b=0, alfo bloß y ſo läuft dieſelbe 
Gerade mit der Abfeiffen-Are OX parallel und ift von ihr um 
+ entfernt, und fie liegt öberhalb OX, wenn —— pofitio 

I ' 


if, und ‚unterhalb OX, wenn —— negativ wird. 


3) Iſt aber a — 0, fo liefert die Gleichung zu jedem 
Werthe von y immer einen und denſelben Werth von x, näm⸗ 
lih = _— Dann Läuft alſo die durch die Gleichung 
ay+-bx-c=0 gegebene Gerade mit der Ordinaten-Are OY 


parallel und rechts von legterer, wenn — T poſitiv iſt, dage⸗ 


gen links von letzterer, wenn J negativ wird. 


4) Iſt b=0 und c=0, fo drückt dieſelbe Gleichung 
die Abfeiffen- Are ſelbſt aus. — Iſt aber a=0 md —0, 
fo drückt die gedachte Gleichung ay—-bx-te=0, welche jest 
x—0 wird, die Ordinaten- Are OY aus, weil zu jedem Werth 
von y, der zugehörige Werth von x der Null gleich wird. 
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$. 121. 
b ce. 
I. Stellt ay+bx-+c=0 ode Ja-zi Zi 


Gerade vor, fo iR —. bie Tangente des Winkels =, ben 
folche mit ber Abfeifen- Are OX macht (nach $. 118. R. 5.). — 
&o lange alfo der Roefficent —— denfelben Werch behält, 


fo bleiben doch, wie auch der Werth von c oder von J 


ſich ändern mag, die durch ay bx-Fe —O vorgeſtellten 
Geraden alle mit einander parallel. 

I. Sol eine Gerade durch einen, mittelſt der Koordina⸗ 
tens Werthe x! und y! gegebenen Punkt gehen, und mit der durch 
bie Sleihung y — axb gegebenen Geraden parallel Taufen, 
fo ift ipre Gleichung y-y!'— a-(a— x"). 

Denn ihre Gleichung ik offenbar fo: y=ax-+b, mährend fle für 
xx’ fogleid y=y’ geben muß, fo daß meh y’—ar+b, if, 
woraus b, ſich beftimmt. 

So Jaufen alfo die beiden durch die Gleichungen 

=ı:&—-7 m y=2%ı-+3 
vorgeftellten Geraden mit einander parallel, weil in beiden Gleichungen 
die Koefficienten von y und x biefelben find. — Die Differenz der beiden 
y, die gu einerlei aber beliebigem x gehören, ik hier — 10; fo meit ſtehen 
alfo diefe beiden parallelen Geraden von einander ab, fobald man die Abs 
Kände nicht fentrecht auf diefe Geraden, fondern parallel mit OXY nimmt. 
II. Iſt in zweien burch die Gleichungen 
) y=ax+b, m 9) y=ax+b, 
gegebenen Geraden, a, von a, verfchieden, fo ſchneiden fich diefe 
beiden Geraden nothwendig in einem Punkte P; und weil. diefer 
Punkt P in beiden Geraden zugleich liegt, fo genügen feine 
Koordinatens Werthe beiden Gleichungen 1.) und 2.) zugleich, 
wenn folche bezüglich flatt x und y gelegt werben. Alſo findet 
man dieſe Koordinaten⸗Werthe x und 9 des Durchſchnitts⸗ 


Punktes P, wenn man in beiden Gleichungen 1.) und 2.) nicht 


bloß Die x, fondern auch die zugehörigen y als diefelben, näm⸗ 





” > x 
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lich als x und y fich denkt, und unter dieſer Vorausſetzung bie 
Gleichungen nad) x und nach y algebraiſch auflöſt. Man 


findet dann W J J 
— 2 D, — 2,0,--2,D, 

3). = "In und 4) y= nn 
für bie Koordinaten: ⸗Werthe des Durchichnitte: Punkt P. 
IV. Wil man den Winkel » finden, welche die beiden 
durch die Gleichungen | | 

1) .y=ax+b,- md 9) y=ax+b, 
gegebenen Geraden A,B, und A,B, (Sig. 4.) mit einander 
machen, fo legt man zuerfi durch O zwei andere Gerade, A,B, 
mit A,B,, und A,B, mit A,B. parallel. Dann find bie 
Gleichungen dieſer letztern beiden Geraden (nach I.) offenbar 

3) y-ax m 4 y-ar, | 
während Diefe Tetstern Geraden denfelben Winkel y(— MOM,) 
mit einander bilden. Nimmt man nun x<=OP=1, ſo 
berechnet fib (aus 3.) PM=a,-1=a, und (aus 4.) 
—PM, =a,-1 = a, dazu. Dann hat man au MM, = a,—a, 
und OM = Yi-Ta,* und OM, =Vi-Fa,?. Sind aber bie 
drei Seiten OM,OM, und MM, des Dreiecks OMM, bekannt, 
fo berechnet fich der Winkel » oder MOM, aus der, unter dem 
Namen des allgemeinern pythagoriſchen Lehrſatzes bekannten tri⸗ 
gonometriſchen Formel 

MM, ? = OM OM, — 20M . OM cos , 
welche fogleich finden läßt | 
1a, 2, 


Vera Via, 


V. WIN man die Gleichung einer geraden Linie finden, 
welche mit der gegebenen Geraden 
 ym=ax-+b, 
einen gegebenen Winkel 1» macht, und noch durch einen Punkt 
D hindurch geht, beffen Koordinaten Werthe x’ und y! gegeben 
find — fo ift dieſe gefuchte Gleichung die nachfichende 
| y—y!=a,.(&—2)), 


— 
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ſobalb 2. ons ber Gleichung 
cos = 1-+a,a, 

Yı-fa,?-) 1a,” 
beſtimmt wird, fo dag a, zwei Werthe bekommt. — Und in 
der That gehen durch einen gegebenen Punkt zwei Gerade 
welche mit einer gegebenen Geraden einen’ und Denfelben Wire 
fel 1» machen. 

‚ VI Wird aber eine Gerade gefucht, welche auf ber Durch 

die Gleichung 

y-ı+-b . 
gegebenen Geraden A,B, (8ig.:4.) ſenkrecht ficht und noch 
Durch den, mittelft feiner Koordinaten» Werthe x! und y! geger 
benen Punkt D hindurch geht, fo ift ihre Gleichung 


1 
y-Y=r7 6-9". 
Sucht man aber bie Länge DH des Perpendikels, fo muß 
. man vor allen Dingen die Koordinaten⸗Werthe x und y 
des Durchfchnitts- Punktes H fuchen, welchen die durch bie 
Gleichungen 


y=a+b m g-N=-la-) 


*) Died erhellet aus V.), wenn man daſelbſt cos. = 0 fest, welches 
Far =0, alſo =—— Tiefe. Man kann dafelbe aber 


auch direkt aus der Figur 4.) ableiten. IA nämlich A,B. die erfiere 
Gerade y=ax-+b, fo ift die mit A,B., parallele Gerade A,B, gege⸗ 
ben ud die Gleichung y=ax; if alſo OP=x, fo if PM= ax. 
Wird nun — PN, durch y‘ bezeichnet, während A,B, auf A,B, fenfrecht 
ſtehen fo, fo bat man in dem rechtwinklichen Dreieck M,OM 
.PM.:OP=OP:MP, d.h. —yıx=x;ax, 


d. h. ya—lz 


Dies iſt alfo die Gleichung der Geraden A,B,. Geht nun A,B, mit 


A. B. parallel und durch den Punkt D, ſo ift die Gleichung dieſer Gera⸗ 
den 45 (nach IL) 


I-Y=-a-m. 
4 
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gegebenen Geraden A,B, und A,B, mit einander gemein ba- 
ben. Nach III.) findet fich „aber | 
_ g'—bJatz! und y= y/a®-xa-}-b 

a?--1 1 
Hat man nun A ne y gefunden, fo ift (nach $. 118. N. 1 
Ä = Ye)’ +9)’. 
Die Rechnung * ſich jedoch noch leichter durch, wenn man 


bier herein ſtatt y — y ſogleich feinen Werth aus der Gleichung 
der Senkrechten fubftimirt; Died giebt | 


» ’ — ı — 
DH=(— x). V 14 4= Eier, 
während Dar —b-arx! 





Tuer 
ift, fo daß man zuletzt 
DH— yI—ax!—b 
: Mita . = 


findet; wo Y1i-+-a? poſitiv oder negativ genommen werden muß, 
je nachdem der Zähler pofitis oder negativ wird, damit DH 
immer durch eine abfolute Zahl ausgedrückt fich finde., 

Anmerkung. WIN man bie Länge des Perpendikels OK 
finden, von O aus auf die Durch die Gleichung y= ax-+b 
gegebene Gerade A,B,, fo darf man nur in vorfiehendem Aus: 
druck y 0 ſeetzen. Man erhält daher 

— 

| 0K = — Yita a? 
wo berjenige Werth yon VI--a? genommen wird, der für OK 
eine abfolute Zahl liefert. 

IR aber die Gerade A,B, ($ig. 9,) durch die Gleichung 


aytbxte=0 ober J 


ve ſo muß man in dem Vorſtehenden, -— ſtatt b, und 


_. ſtatt a fegen, und man erhält dann die ſenkrechte Entfernung 
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€ 
 Yartbe' 
Und weil bie Gleichung für x = 0, noch y — — — und für 
y=0, nd ı=—- liefert, fo bat man (Fig. 9.) 


OGA=—— u OB=—, ale AB= —ya’+b?. 
— Sind nun a, und PB, die Winkel, welche die Nichtung 
A,B,, (nicht B,A,) mit ben Koordinaten: Aren OX und OY 
macht, unb find a, B bie Winkel, welche die Genfrechte OK 
mit denfelben Axen macht, fo bat man 

«= 180°—B, md P=a, 





cosßB= Cosa, —_ OB _ — 
AB — 
———⏑— — —— 
AB Ya? +-b2' 
Divibirt man daher die Gleichung der Geraden A,B,, nämlich 
ay+-bx-+c=0, 


durch Va?-T-b?, und bezeichnet man durch d die Entfernung OK 
berfelben Geraden von O, fo nimmt Die Gleichung der Geraden 
A,B, die Form an 
x-cosa--y-cosß =d, 
wo a und PB die Winkel find, welche die Senfrechte OK mit 
den Koordinaten. Aren OX und OY machen. Ä 
Diefelbe Gleichung giebt aber fogleich der blofie Anblick der Figur (9.), 
wenn man für einen beliebigen Punkt M der Geraden A,B, die Abfeiffe 
OP =x und bie Ordinate PM==y auf die Senkrechte OK sder d preii- 
eirt, in fo fern fegleich 
, x-cos#«—=0S und y-csß=MR=SK 
wird. 
So findet man alfo augenblicklich die Gleichung einer Ges 
raden, deren Entfernung OK von dem Urſprunge O der Axen 
bekannt ift, und wenn man die Winkel noch Fennt, welche dieſe 
Senkrechte OK mit den Axen OX und OY mad. 
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$. 122. 

1. Sühre man eine neue Ordinaten⸗Axe O'Y, (Fig. 5.) 
parallel mit OY ein, welche gegeben ift durch den Abſciſſen⸗ 
Werth p, fo ift der neue Abfeiffens Werth eines beliebigen Punk- 
te8 M, — x — p, wenn der alte Abfeiffen- Werth defielben Punk: 
te8 M durch x ausgedrückt ift. — Und diefes weiſt fich allemal 
fo aus, es mag p pofitiv oder negativ ſeyn, d- b. O'Y, mag 
rechts oder links von OY gedacht werden. 

IT. Führt man eine neue Abſciſſen⸗Axe OX, ein, pa 
vallel mit der alten OX, und durch den Orbinaten- Werth q 
gegeben, fo ift der neue Drdinaten: Werth des Punktes M, 
=y—'qg, wenn der alte Ordinatens Werth deſſelben Punktes 
M durch y ausgebrückt geweſen ift. 


II. Führt man daher zwei neue Koordinaten⸗Axen O,X, 
und O,Y, ein, parallel mit den alten Aren OX und OY, und 
legt man folche durch einen Punkt O,, deſſen Koordinaten: 
Werthe p und q find, fo find die neuen Koordinaten Werthe 
eines beliebigen Punktes M bezüglich durch x—p und y—q 
ausgedrückt, wenn die alten Koordinaten: Werthe deffelben Punk: 
tes M durch x und y ausgebrüct worden find. 


Dies kann man auch dazu benugen, einige der Wahrheiten der vor: 
hergehenden Paragraphen näher zu beleuchten. — Will man 4. 9. eine 
Gerade ausdrücken, welche durch einen, mittel der Koordinaten⸗Werthe 
p .und q gegebenen Punkt A (Fig. 2. ober 3.) hindurch geht, fo denke 
man fich durch A neue Koordinaten Achfen AX, und AY, parallel mit 
den alten OX und OY gelegt; und es find dann die neuen Koordinaten- 
Werthe AD und DM eines Punktes M bezüglih x — p und y—g, wenn 
. die alten, son O aus genommenen Koordinaten Werthe deſſelben Punktes 
M durch x und y ansgebrückt werden. Nun if aber DM=AD-.iga, 
ale y-gq=lx—p).iga, wenn a den Winkel DAM vorftelt, weichen 
die Gerade mit der Abfeiffen»Are machen fol. — Alfo findet man wieder 

J-qg=igaX(z-p) 
als die Gleichung zwiſchen x und y für jeben Punkt M der Geraden AB, 
während x und y die alten von O aus genommenen Koordinatens Werthe 
des beliebigen Punktes M vorftellen, — 

Begeichnet mon aber die neuen, vor A aus genommenen Kosrbine- 

\ 


— 
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ten⸗Werthe deſſelben belichigen Punktes M durch x, und y,, fo if die 
nene Gleichung derfelben Geraden AM dieſe einfachere 

Eoiga ser y,=x,iga, 
weiche mwieberum für jeden Punkt M der Geraden AB Ratt findet. 


$. 123. 

IL. Eind dagegen x, und y, bie, auf die Arm O,X, 

und O,Y, (Fig. 6.) bezogenen Koordinaten: Werthe eines belie 
bigen Punktes M der Ebene, und führt man neue auf einander 
fenkrechte Koordinaten: Aren O,U und O,V ein, fo daß leßtere 
Arm mit erfteren bezüglich den Winkel w bilden, wo von 
OX, nah OY, bin von 0° bis 360° gezählt werden foll; 
find ferner u und v die neuen Koordinaten: Werthe deſſelben 
Punktes M, fo hat man allemal zwiſchen x,, y,, u und v Die 
beiden Gleichungen 
1) x, usb —v-sny md y‚—u-sinb-LvV-cost, 
‚aus welchen umgekehrt wieder gefunden wird 
2) u=x,osp +y,sinvp und v=—x,-sind-Ly,-cosy. 
‚Durch diefe Gleichungen find aber die alten Koordinaten -IWBerthe 
x, und y, in bie neuen u und v, und dieſe letzteren wieder in 
Die erfieren ausgedrüdt. - 
. Man findet die Refnltate 1.) augenblidlich, wenn man u ober 0,0, 
und v oder MQ, auf die Richtungen O,P, und P,M perojieirt, d. h. wenn 
man QB und QD begüglich auf O,P, und P,M ſenkrecht sicht. — Die 
Gleichungen 2.) erhält man dagegen entweder auf algebraifchem Wege, 
dadurch, dag man die beiden Gleichungen 1.) nach u und v auflök; — 
oder auch direkt and der Figur, wenn man x oder O,P,,. und y ober 
P,M, auf die Richtungen O,Q und QM projieirt, d. h. wenn man P,A 
and P,C auf diefe legt genannten Richtungen ſenkrecht sieht. 

Endlich Tann man beide Paare son Gleichungen (1. und 2.) als be 
reits in ber Anmerkung zu 5.121.) gefunden anfehen, weil man jede die 
ſer 4 Drdinaten als eine von O, aus auf eine Gerade gejogene Senk⸗ 
rechte betrachten Fann. 


Diefelden Zormeln 1.) oder 2.) ergeben ſich aber am all 
gemeingültigfien, wenn man die Winkel MO,X, und MO,Y, 
begliglich durch 5 und 5° bezeichnet, fo wie die Winfel MO, U 
und MO,V durch = und ei, und nun von der allgemeingültigen 


= 
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Gleichung ($. 119. N. 4.) ausgeht, nach welcher, wenn « und 
ß die Winkel find, welche O,U mit O,X, und O,Y, macht, 
und wenn eben fo a’ und PB! die Winkel vorftellen, welche O ıV 
mit O,X, und O,Y, bildet, allmal ift 

cos = c0s &-cos a-}-cos el-cos al 

(cos öl = cos 2-cos ß-+cos e!.cos Bl. 


Es ift nämlich, wenn O,M =r gefeßt wird, ‚eben fo allgemein 
gülfig (nad) $. 116.) 


u v 
cos cos It coss=— md cosd= . 
r’ r’ r r’ 


fest man daher dieſe Werthe in die vorſtehenden Gleichungen, 
fo findet man 


19 X, =U:C0s a--v-cos al 
29 51 u cos ß-+-v-cosßl, 


während unter den gemachten Vorausſetzungen, für jede Lage, 


cosa=c0sYy, cos — — Sin p, 
cosß = sin» und cos BI= cos v 
gefunden wird. 
I. Sind aber x und y die auf bie Aren OX und OY 


(Big. 6.) bezogenen Koprdinaten: Werthe eines belichigen Punk⸗ 
te8 M der Ebene; ift ferner ein Punkt O, gegeben durch feine- 


Koordinaten Werthe p und q; und werben durch O, neue auf 


einander fenkrechte Koordinaten-Axen O,U und O,V gelegt, 
welche mit den alten Aren OX und OY, oder mit den durch 
O, mit Ießteren parallel gedachten Geraden O,X, und O,Y, 
bezüglich den Winkel machen, mo von O,X, nach O,Y, 
bin von 0° bis zu 360° gesählt werden fol; find endlich wie 
der die neuen Koordinaten- Werthe deſſelben Punktes M burd) 
u und v bezeichnet, fo bat man allemal 
1) x = p+u-c0sy—v-sinyp und y=gqg+tusiny-v:cosy; 
und daraus findet fich dann wiederum umgekehrt 
9: - a= (&—p)cosd--(y—g)-siny 

und v=—(x—p) sind+(y—g)-cosy, 
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fo daß wiederum bie alten Koordinaten ⸗ Werthe in bie neuen, 
und auch Eumgelchrt bie neuen in Die alten ausgedrückt fich 
ſehen. 

Solches folgt aber unmittelbar aus 1.) in fo fern jezt (nach $. 122.) 
x—p flatt x,, und y—q flatt 7, geſetzt werben muß. 


§. 124. 
Don den ſchiefwinklichen Koordinaten: Apen. 


I. Man kann auch die Koordinaten⸗Axen OX und OY 
unter einem fchiefen Winfel XOY= 9 ($ig. 1.) fich ſchneiden 
laſſen. Ein Punkt M ift dann durch bie mit OX und OY 
parallelen Abftände MM, — OM, und MM, = OM, gege⸗ 
ben, welche in Zahlen ausgebrückt werden, während dieſen Ich» 
teen wiederum das — oder — Zeichen vorgefegt wird, um bie 
Lage des Punktes mittelft dieſer ſchiefwinklichen Koordis 
naten⸗Wertbe näher und völlig zu beſtimmen. 


II. Dann iſt aber, wenn für einen Punkt M(Fig. 10.) 
OP=x, PM=y geſetzt wird, das Dreieck OPM nicht mehr 
bei P rechtreinklich, fondern es it W. OPM = 180° — 9; 
daher gelten nun die Gleichungen des $. 116.) bier nicht mehr. 
Dagegen: findet fich jest 

OM? = x?-+-y? — 2%xy-cosgp. 

IN. Uber es gelten die Nefultate des $. 117.) hier gang 
eben fo; d. 5. find zwei Punkte M und M! (Sig. 7. oder 8.) 
durch ihre Koordinaten: Werthe x, y und x’, y! gegeben, und 
steht man die Parallelen mit den Axen, fo entfleht ein Dreieck 
MDM', und in felbigem ift allemal 

1) die mit OX parallele Seite MD = x'—x; 
2) die mit OY parallele Seite DM!’ = --(y’—y), 
während W. MDM! — 180°—p oder —p feyn muß. 

IV. Statt der Nefultate des $. 118.) erhält man dann 
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aus dieſem Drei! MDM’, mittel des allgemeinern wihagori⸗ 
ſchen Lehrſatzes 
MM’ = Ya! — x)? +(y'—y)? +2@'—yy’—y)-cosq. 

V. &ind wie im $. 120.) zwei Punkte A und B (ig. 2. 
und 3.) (immer unter der Vorausfegung, daß W. XOY—=9p 
iſt) Durch ihre fchieftwinklichen Koordinaten: Werthe x!, y! und 
zU, yu gegeben, und bezeichnet man burch x und y wiederum 
die Koordinaten: Merthe eines beliebigen dritten Punktes M die⸗ 
fer Geraden AB, fo ift genau wie im — 120. 1) und aus ge 
nau denfelben Gründen: 

y=Ax+B, 
wenn ——ſù —A mb. I== 


gefeht wird, während Biefeibe Gleichung ud toiederum in den 
Sormen 
y—y'=A-x—x) oder y—yl!—=A-(x—xi) 
erfcheinen kann; aber der Koefficient Aſiſt jet nicht mehr bie 
trigonometrifche Tangente des Winkels «, ben bie gedachte Ges 
rabe mit OX macht; ſondern A iſt jetzt das Verhältniß, d. 5. 
der Quotient ber Sinus der Winkel & und PB, welche die Be 
vade mit beiden Aren OX und OY made. 
VI Ferner drückt umgekehrt die Gleichung 
| ay—-bx+c=0 
noch allemal eine Gerade aus, wenn auch unter x und y 
fchieftwinkliche Koordinaten: Werthe verflanden werden. — Des- 
‚gleichen gelten alle unter $. 120. TI.) noch aufgeführten Eins 
zelnheiten hier gang unverändert. 
j VII Auch find zwei durch die Gleichungen 
ay-—bzx-pe = 0 und bage 
gegebene Gerade mit einander parallel, ſo oft 2 =— il wenn 
auch W. KOY=—p gedacht wird. And umgekehrt, 
Denn es ift (nach V. und VI.) = —— wenn x’, y und 


x 
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x, y’' die Koordinatens Weste zweier Punkte A und B (Gig. 2. u. 3.) 
der, durch die erfiere Gleichung ay--bx-+e = 0 vebenen Geraden vor⸗ 


ſtellen. Wenn nun auch dieſer Quotient * nicht mehr die Tan⸗ 


x — 

gente bes Winkels vorſtellt, welchen die Gerade AB mit OX macht, fo 
drückt er Doch im Dreieck ACB das Verhältniß, d. h. den Quotienten der 
Seiten BC und AC, folglich das Verhältniß der Sinus ber Gegen-Win- 
tel BAC und ABC iu einander aus. So lange aber das Verhältnig der 
Sinus diefer Winkel daffelbe bleibt, fo lange bleiben auch dieſe Winkel 
diefelben; alfo laufen diefe Geraden, wenn fie nicht in eine und Diefelbe 
zuſammenfallen, doch mit einander parallel. 


VII. Der Durchſchnitts⸗Punkt zweier durch die Glei- 

dungen 
1) y=a,.ı-tb, und 2) y=2ı+b, 
gegebenen Geraden wird genau wie im $. 121. IL) gefunden, 
nur daß auch die Koordinaten: Werthe x und y beffelben, mit 
OX und OY parallel gedacht find, alfo nicht auf einander 
ſenkrecht fliehen. — Aus der Form der Werthe 
u b,—b, md y— a,b, —a,b, 
a. —2, a.—a, 

seht zugleich auch hervor, daß diefer Durchſchnitts⸗Punkt nicht 
eriftirt, fo oft der Nenner Nul wird. — Daraus folgt am 
entfchiedenften, daß die Linien parallel find, fo oft a, =a, iſt, 
fo daß die Deduktion in VIL) als ganz überflüffig erfcheint. 

Um den Winkel y zu finden, welchen die beiden Geraden 
1.) und 2.) (d. h. A,B, und A,B, in Sig. 4.) mit einander 
machen, nimmt man wieder lieber die Geraden 

3) y-max md 4 y=ax 
(d. 6. A,B, und A,B, in Sig. 4.), welche mit den erfteren 
parallel Laufen, und fucht den Winkel Y, den Iegtere mit 
einander machen. Dann findet ſich wieder für OP—1A, 
MM, =a,—a,. Dagegen werden OM und OM, etwas an⸗ 
ders als im $. 121: TIL), nämlich. (nach IV.) 
j OM=Yi1--a,?+-2a, cos ꝙ 


OM, =Yi1-Fa,?-+2a, .cbs gi 





und 


Des: 


S. 124. ’ Schiefwinkliche Koordinaten: Aren 241 
Deshalb findet man dasmal, inbent der Weg des 6. 121. 


- BI) weiter verfolgt wird, 


1--a,-2,4(a, +a,)cosop 
Yi--a2-4+-24,-cosp-Vi a? -+2a,.00s p 


cos = 


Wird aus der Gleichung cosp =0, d. 6, 


4-Fa, 2, +(a, +a.).eosp =0, 

14a, .cosp 

a teosp 

gefunden, fo ſteht die zweite Gerade A,B, auf der een Ge⸗ 
raden A,B, ſenkrecht. (Vgl. $. 121. V.) 

IX. Was im $. 122.) für rechtwinkliche Axen gefagt ift, 
findet für fchiefteinkliche Aren unverändert flatt. — Iſt nämlich 
(Eis. 5) W. XOY=9, find x und y die Koordinatens 
Werthe eines beliebigen Punktes M in Bezug auf die Koor⸗ 
dinaten⸗Axen OX und OY; legt man endlich durch einen Punkt 
O,, deflen Koordinaten: Werthe p und q ſeyn mögen, neue 
Koordinaten: Aren O,X, und O,Y, mit den alten Axen OX. 
und OY bezüglich parallel; fo find bie neuen Koordinaten: 
Werthe deffelben Punktes M bezüglich x — p und y — q. 

X. Will man dagegen überhaupt neue Koordinaten⸗Axen 


— 
2 — 


- 0,U und O, V (Fig. 11.) einführen, welche durch einen belie⸗ 


bigen Punkt O,, deſſen Koordinaten Werthe p und q feyn 
mögen, hindurch geben, und melche ganz beliebig liegen, alfo 
auch unter fich einen ganz belichigen Winkel p' bilden, der ‘vom 
Winkel XOY=_ ganz unabhängig if, und fischt man wieder 
die beiden: Gleichungen, welche zwifchen den alten Roordinatens 
Werthen x und y und den neuen Koordinaten Werthen u und 
v eines und beflelben Punktes M flatt finden, fo hut man am 
Beften, das Verfahren des $. 123.), mo dieſelbe Aufgabe unter 
det Vorausfehung von bloß rechtminklichen Koordinaten -Aren 
gelöſt fich finder, ganz zu verlaffen, und das nachfichende, ganz 
allgemeine zu befolgen. | 

Man giebt nämlich die beiden neuen Koordinaten; Aten 
O, V und O,V durch die Glechurgen 

vi. I. 
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1) yı—-qg=alX, —p) und 2) y.9=2.(%: —p) 
wo x,.und y, bie Koordinaten» Werte eines jeben beliebigen 
Yunites von O,U, und wo x,, y, bi Koordinaten: Werthe 
eines jeden beliebigen Punktes von O,V vorfiien, ſo daß alfo 
(nach IX.) der Winkel UO,V oder 2, dem biefe neuen Koor⸗ 
Binaten-Aren mit einander machen, aus ber Gleichung 


3) cos AHA: a2 Ha, Fa.)eosp 


[64 ı° Gag 
berechnet werden ann, wenn ber Kürze wegen 


4) Yi-ta?+2a,.c0osp=a, und Yi-+a2-+22,.005pP = a, 
gefett wird. — Hernach Iegt man durch den Punkt M die Ge 
raden A,B, und A,B, bezüglich mit O,U und O,V paralkel, 
fo find die Gleichungen diefer Geraden (nach VIE) 
5) y-ym=a.(X%,—Xx) und 6) „—y=ar(&s — 2); 
wenn x, und y, die Koorbinaten-Werthe ber Punkte von 
A,B,, dagegen x,, y. bie Koorbinaten» Werthe der Punkte von 
 A,B, vorftellen. | Zu no 
Nun findet man (nach VIH.) aus den Gleichungen t.) 
und 6.) die Koordinaten: Werthe x und y bes Punktes O; eben 
fo aus 2.) und 5.) die Koorbinaten-Werthe 2 und „U bed | 
Punktes R. Darans dann (nach IV’) | 
0,9 =u=VE-P’ TOD’ +E-PO—- Dres 
oder 
M=u=Ye— x)?’ Hy —y’+ 
und eben fo noch 
O,R — v — Ya'—p)? +99’ po’ —g-cosp 


oder Ä 





2E xy —Y)-cosp. 


QN = v=Ve—9? +9? +2E—X)W—y)-cos 9; 
und fo bat man zulegt die beiden gefuchten Gleichungen gefun 
den. Die End: Mefultate der Rechnung werden aber 


a, \ 
DE u year ai e DIE 
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6) =. a, Iy— q—a,(x—p)] 
woraus fich umgekehrt 
7) s=p+ ut. 
und | 
De art 


ergiebt, wo a, und a, bie in 4.) fiehenden Quadrat⸗Wurzeln 
vorſtellen und pofitio oder negatio genommen werben Fönnen. 
Ob aber der poſitive oder der negative Werth von =, und co, 


“genommen werden müfle, Das hängt davon ab, welche von O, 


gehende Richtung, ob O,U oder O, VU, und ob O,V oder 
O,V! als die pofitiven Richtungen der neuen Koordinaten» Apen 
angenommen werben. 

Und wären die Koorbinaten-Werthe p und q de Punktes 
O,, durch welchen bie neuen Aren gelegt werben, nicht gegeben, 
fondern diefe neuen Axen bloß durch bie Gleichungen 
). y=axr, tb, md 10) „»=3a,x%,+tb,, 
fo wären p und q bie Koordinaten: Werthe des Durchfchnitt; 
Punftes dieſer beiden Geraden; und deshalb hätte man 


11) p=—- u und 12) a. 
2 4 


Dies geht zugleich auch hervor, wenn man die Gleichungen 1.) 
und 2.) mit denen 9.) und 10.) vergleicht, weil man aus die⸗ 
ſer Vergleichung erhält 
13) 4- a, p—b, und _14) g—a,p—b,, 
woraus fih p und q genau eben fo finden, wie folche in 11) 
und 12.) ſtehen. \ 
$. 125. 
' Don ben Polar: Koordinaten. 

Um bie Lage eined Punktes M (Sig. 5.) zu befiimmen, 

gebraucht man anch zumellen ben Winkel p—=MO,X, aber 
16* 
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im Bogen außgebrüdt für ben Rabins 1, und von 
0,X, nad OM hin von O bis 2x gezählt, und dann 
noch bie Länge OM = r. 
Sind aber x, und y, die auf die rechtwinklichen Koordi⸗ 
naten⸗Axen O,X, und O,Y, bezogenen Koordinaten: Werthe 
eines und beffelben Punktes M, fo hat man fogleich 
1) x =rosp und 2) y,=r-sing, 
alſo I) x ty?=r. 
Sind aber OX und OY die urfprünglichen Koordinaten: Aren, 
und if, auf diefe besogen, der Pol O, durch die Koordinaten: 
Werthe p und q gegeben; läuft endlich O,X, mit OX paral 
ld, und ft MOX,=p md O0M=r; find endlich x 
und y die aus O genommenen rechtwinklichen Koordinaten⸗ 
Werthe deſſelben Punktes M; — fo hat man 
4) x=p-+roosp mb 5) y=g+tr-sng. 
alfo 9) &-p’+y—g’=r. 

Auch bier bei dieſen PolarsKoordinaten kann man, wäh⸗ 
vend r immer pofitio bleibt, durch ꝙ theils pofitive, theils ne 
gative Zahlen vorftellen, um die Richtung anzubeuten, in wel⸗ 
cher diefe Koordinate genommen werden fol. In fo fern muß 
man auch bei p die Koordinate, die nie pofitiv und nie negativ 
if, von dem Koordinaten: Werthe unterfcheiden, worunter bald 
pofitive bald negative Zahlen verfianden werden. 

Setzt man aber flatt p irgend einen negativen Werth — v, 
oder flatt p den pofitiven Werth 27— v, fo behält cosp und 
sinp, nach den Regeln der Trigonometrie, doch immer einen 
and benfelben Werth, weshalb bie Formeln 1.—6.) unveräns 
dert richtig bleiben, man mag 9 negativ oder pofitiv nehmen, 
wenn man nur immer denfelben Punkt M in der Ebene bat. 


Zweites Kapitel, 





Bon ben ebenen Irummen Linien; in's Beſondere von 
den Kegelfehnitten. 


$. 126. 


1 Giebt eine beliebige Gleichung ,,=0 zwiſchen x und 
y, zu einer Reihe fletig neben einander liegender reeller Werthe 
von x, zugehörige reelle Werthe von y, fo drückt dieſe Gleichung 
‚allemal eine Reihe ftetig neben einander Tiegender Punkte aug, 
fobald man unter x und y Koordinaten» Werthe verfieht. Die 
felbe Gleihung drücke alfo unter dieſer Vorausſetzung allemal 
eine Linie aus, welche im Allgemeinen Erumm ſeyn wird. — 
Die Gleichung K,=0 nennt man nun bie Gleichung die: 
fer (geraden oder) Erummen Linie. 

Die Gleichung xy==4 giebt 4. B. die krumme Linie ber Fig. 13.), 
die aus zwei abgefonderten Theilen. befteht, und die. wir. fpäter als au ben 
Hyperbeln gehörig erfennen werben. 

Die Sleihung y=e* oder x=Fogy giebt bagegen bie krumme 


Linie der Sig. 14.). 
- Die Gleichung ysiax die krumme Linie ber Fig. 1&). — 


U. Führt man neue Koordinaten Aren ein, fo daß x nnd 
y die alten, u und v dagegen bie neuen Koordinaten» Werthe 
eines beliebigen Punktes. M der Ebene find, fo finden zwiſchen 
x, y, u und v allemal zwei Gleichungen ftatt, durch melche 
die alten Koordinaten Werthe in die neuen ausgedrückt werben 
Fönnen. Gehört nun der Punkt M zu der durch die Gleichung 
50 gegebenen (geraden oder) Erummen Linie, fo kann man 
in fie flaft x und y dieſe ihre Werthe fegen und. man erhälf 
dann fogleich eine neue Gleichung y,, = 0 zwiſchen den neuen 
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Koorbinaten- Werthen u und v beffelben Punktes M, alfo eines 
jeben Puuktes derfelben (geraden ober) frummen Linie. — Die 
Gleichung 4, iR alio wiederum ‚die Gleichung berfelben 
(geraben-pder) krummen Linie, aber auf biefe neuen Axen bezogen. 

IL Sind die alten Koordinaten⸗-Axen rechttoinkliche gewe⸗ 
fen, und ſtehen die neuen wiederum auf einander fenkrecht, fo 
find Die beiden Gleichungen zwiſchen x, y, u und v (nad) 
$. 123.) die uachfichenden, nämlich 

1) =p+Bßu—av mb 2) y=qgtout?v, 
won snd=a mb cosp—=B geftt wird, fo daß 
man noch - 
) +1 

hat; wo p und q bie alten Koorbinaten Werthe ded Urfprungs 
der neuen Koordinaten vorfielen, und wo » der Winkel if, 
ben die neuen Axen bezüglich mit ben alten machen. — Aus 
‚ 1.) und 2.) folgt aber noch 


x? =p?-+-2Bpu—2upv-+B?u?—2aßuv-La?v®, 
xy=pg-Hap+Pdutßp-eqQdv-Feßu’-(B’—a’Juv-apv?, 
y’=q’-+2squ+2ßgv-ta'u?-+2oßuv-HB*V?. 
Eben fo findet man bie Glieder der dritten Dimenfion x®, x?y, 
xy”, y?, in Sauter Glieder ausgedrückt, welche in Bezug auf 
u und v bie dritte Dimenfion nicht überfleign. — U. ſ. w. f. 
IV. ft demyach die alte Gleichung f,,=0 eine alge 
braifche von der mir Dimenfion, fo if dies auch mit der 
neuen 1), ,— 0 der Fall. — Und iſt die alte Gleichung tran⸗ 
ſcendent (d. h. mthält fie x oder y unter ben Zeichen sin, cos, 
log etc. etc. oder im Erponenten einer Potenz), fo ift dies 
nothwendig auch mit ber neuen Gleichung %,>=0 der Fall. 
Man bat daher einen logiſchen Eintheilungs- Grund, wenn 
man alle (geraden und) Frummen Linien in algebraifche und 
in tranfrenbente (Kurven) eintheilt, je nachdem ihre auf 
rechtiojnkliche Aren bezogenen Gleichungen zu ben algcbraifchen 
ober zu ben tranfoendenten Gleichungen gehören. Und die alge- 





v 
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braiſchen Linien können wiederum recht füglich in Linien der 
sten Ordnung, Linien ber Aten Ordnung, Linien der In Ord⸗ 
nung, u. ſ. 1. f., zertheilt merden, je nachdem die, auf recht: 
winkliche Aren besogene Gleichung berfelben von ber 1ten, 2ten, 
Zien etc. etc. Dimenfion der Veränderlichen if. 


Die Linien der it Ordnung find allemal (nach S. 120.) gerade Lis 
nien. Die-Zinien der Yen und aller höhern Ordnungen find Erumme Li⸗ 
nien. Die Linien ber 2ten Ordnung weiſen fih fpäter ald Kegel 
ſchnitte aus. — 

Auch die Kreislinie iR eine Linie der 2ten Ordnung. Sind nämlich 
(3ig. 12.) x und y die Koordinaten⸗Werthe eines beliebigen Punktes M 
der Kreislinie; find p und q die Koordinaten Werthe des Mittel- Punks 
tes C derfelben; und ik CMH==r der Radius des ’ Kreife, fo bat man 
(nad) $. 118.) 

r=(2—-p)’+(y—g” 
1) oder 


0=r’+y’—2px—2yytptg?—r); > 


und dies if die Gleichung ber Kreislinie, welche, wie man fiebt, von der | 


Aten Dimenfion iſt. 

Dieſe Gleichung der Kreislinie wird noch viel einfacher, wenn man 
die een KoordinatensAren CX, und CY, durch den Mittel- 
Punkt C felb lege. Sind dann x, und y, die Koordinaten» MWerthe 


eines Punktes M der Kreislinie, fo wird bie Gleichung der Kreislinie dieſe: 


1 


2) ‚u tTyr-r?=0 
Anmerkung. Wir betrachten nun. in dem Nachſtehenden 
bie Linien der zweiten Ordnung in's Befondere. 


$. 127. 
1. Jede gegebene algebraifche Gleichung zwiſchen x und y 
von der zweiten Dimenſion ift in der allgemeinen Form 
1) ayꝰ bxy Pcxdy Pex0 
allemal nothwendig enthalten; d. h. man kann die Koefficienten 
a, b, c, d, e und f allemal fo beſtimmen, daß dieſe allgemeine 


(ſeechsgliedrige) Gleichung der Aten Ordnung zu gleicher Zeit die 


zwiſchen x und y gegebene iſt. Die allgemeine Gleichung 1.) 
auf rechtwinkliche Iren bezogen drückt daher jede Linie der zwei⸗ 
ten Ordnung aus. 


9 
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II. Drbnet man bie Gleichung 1.) nach y, fo erhält man 
)  ay+Hlbxtdiy-Hoenttes+N) == 0; 

und da dieſe Gleichung eine quabratifchr‘ift (fo lange nicht a — 0 
ſeyn wird), ſo wird fie im Allgemeinen zu: jedem Werthe von 
x zwei Werthe von y liefern, von denen wir den größern Durch 
y’, den Eleinern durch y“ bezeichnen wollen, Es fchneidet alfo 
im Allgemeinen (fo lange a nicht — 0 iſt) jede mit OY (Fig. 16.) 
parallele Gerade bie Linie der zweiten Ordnung in zwei Punk 
ten M und m. Das Stück Mm zwifchen dieſen Punkten ift 
eine Sehne der Kurve: — Dabei bat man allemal (nach 
N. 4. der Einleitg. um Rap. VIE und $. 2) 


3) yhyl=ı +2 und 4) yıyı = — IE ex State 
Il. Seßt man 
u 
5) 4 _ =, 
fo ift z ber Drbdinaten- Werth des Punktes H, welcher die Sehne 
Mm balbkirt, Und dabei findet fich (aus 3,) 


bxt+d bad 
6) z=— ne oder Penzing 





Neil aber diefe Gleichung zwiſchen z und x von der 1 Ord⸗ 
nung iſt, alfo zu den verfchiebenen Werthen von x lauter Punkte 
II liefert, welche in einer und berfelben Geraden IEH! Liegen, 
fo folgt hieraus, daß bie Gerade HH, welche zwei mit OY 


*) Man darf jedoch nicht fiberfehen, 1) daß biefe beiden Werthe y‘ 
und y’ von y, für gemwiffe reelle Werthe yon x reell, für andere reelle 
Werthe von x dagegen imaginär werden können; in welchem Iesteren Sale 
die Kurse von der Drdinaten- Richtung gar nicht getroffen wird; 2) daß 
die Koefficienten a, b, c, d, e und f der Gleichung fo ſeyn Fönnen, dag 
für jeden reellen Werth von x das zugehörige y immer und fehesmal 
imaginär if; in welchen Falle die Gleichung nit einen eimigen Punkt 
vorſtellt; endlich 3) daß bie Koeffisienten a, b, c, d, e, f auch fo feyn 
Fönnen, daß fich die Gleichung 1.) fo fchreiben läßt, nämlich 

Caytpxty)löytex+D=0; 
in welchem Kalle die leichung 1.) nichts weiter als zwei gerade Lis 
nien vorſtellt. 





⸗ 
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parallele Sehnen halbirt, allemal zugleich auch alle mit OY 
parallele‘ Sehnen. halbieren werde. Diefe Gerade HEY nennt 
man ben zu der Richtung diefer parallelen Sehnen Mm oder 
Mim! gehörigen Durchmeffer der Linie der 2ten Ordnung. 
Der Durchmeffeer HH macht dabei mit der Abſciſſen⸗Axe 


OX den Winkel x, der gegeben iſt durch Die Gleichung ($. 120.) _ 





IHRER FFRIPRGEEEE: =): __ Ha 
Der Durchmeffer HIH' halbirt alfo feine Schnen alle unter dem 
Danach Leicht zu berechnenden Winkel 90’—x (wenn wir % 


. ſpitz nehmen). 


IV, Sührt man nun neue Koordinaten: Arm OU und ov 
ein, fo wird (nach $. 126. III.), in fo fen p=q==0 if, 
x=Pu—ov y=ahßy, m atp—=t if; 
und die Gleichung 1.) nimmt nun die Korm an: | 
8) Av®+Buv+Cu?+Dv-+Eu+F=0; | 
und dann kann man alles in IL) und IH.) Gefagte für dieſe 
neue Gleichung wiederholen; und fo findet fich denn, daß es 
auch einen Durchmeffer giebt, ber alle mit der neuen Ordina⸗ 


ten:Are OV parallelen Sehnen halbirt. Weil aber die neue 


Ordinaten⸗Axe OV mit der alten Ordinaten⸗Axe OV einen ganz 
beliedigen Winkel ı» machen kann, fo bat die neue Ordinaten⸗ 
Are jebe denkbare Lage. Alfo giebt es für. jedes Syſtem paral; 


leler Schnen allemal einen. zugehörigen Durchmeffer, ber fie alle 


halbirt. — Alſo bat jebe Linie der Zten Ordnung unendlich 
piele Durchmeſſer *). 


*) Wollte man dieſe beiden Durchmeſſer, von denen deu 2te jedweder 
iſt, in Gleichungen ausdrüden, die fich auf diefelben Koordinaten: Aren 


begiehen, und dann ihren Durchfchnitts- Punkt auffuchen, fa würde man 


“finden, daß ſolche mit einander parallel laufen, ſo oft. hi-4ac—=0 if; 
daß die Koordingten⸗Werthe ihres Durchfchnitts- Punkte aber allemal ges 


funden werden, fo oft b’— 4ac nicht Null if; — endlich, daß fich letztere 
ganz unabhängig zeigen von dem Winkel a», den die OV mit der OY 
macht. — Daraus folgt dann, daß wenn nicht alle Durchmeſſer mit ein⸗ 


⸗ 
/ 


250 Elemente d. analyt. Geometrie. Kap. II. $ 127. 


V, Ohne deſe Unterſuchungen bier weiter zu verfolgen, be: 
trachten wir auch noch etwas bie Gleichung IL. 4.), nämlich 
yuyl cx tar, 


Der Ausdruck zur Rechten iſt * Glied der Gleichung 1.) 
oder 2.), welches dafelbft für y — 0 übrig ‘bleibt. Setzt man 
aber in 1.) oder 2.) y=0, fo giebt ſolche als Werthe von x, 
—0OA und OB, in fo fern A und B die Durchſchnitts⸗ 
Yunkte der Abſciſſen⸗Are OX mit der Kurve vorſtellen. Alle 
läßt fich der Ausdrud oxttex+f in bie Faktoren 
e(x-+OA)(x—OB) zerlegen (nach $. 98.), und bie vorfte 
bende Gleichung (II. 4.) läßt fih fo fchreiben 


.n yeylm —(2-+0A)(«— OB). 


Iſt nun etwa OP=x, fo it xHOA= AP, —OB — —BP, 
y'=PM, yu —-Pm, und die vorſtehende Gleichung giebt uns 


PM-Pın = —-PA-PB. 
Nimmt man x—= OP, fo erhält man eben fo 
P!M’. Pin! = —.P/A-PIB; 


und aus biefen beiden letztern Gleichungen folgt noch 
PM - Pın : PM’. P/m! = PA PB: PA.PB. 
Dieſe Eigenſchaft gilt alfo für jebe Linie der 2im Ordnung. — 
Auch würde man ganz daffelbe finden, wenn man fchieftoinklüche 
Aren einführen wollte, fo daß Die belichigen Schnen PM und 
"PA einen beliebigen Winkel p mit einander machten. — Und 
söge man ab mit AB parallel, fo wäre wieder 
pa-pb: :PA-PB — pM-pm : PM-Pım 
oder. 
pa-pb : pPM-pm = PA -PB: PM-Pım 
— PA .PıB : PM. Pi’. 
ander Bord Laufen, folche allemal alle in einem und demfelben Punkte 
ſich ſchneid | | | 


— 


— 
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Wir wollen jedoch auch dieſe Unterſuchungen nicht weiter 
verfolgen, ſondern uns mit dieſer Andeutung begnügen, die man 
Teiche noch weiter ausſpinnen kann. Wir wollen zu anderen 


- Betrachtungen übergehen. 


VI. Löſt man nämlich die Gleichung 2.) nach y algebraifch 
auf, fo erhält man 






(b?—4ac)x?+2(bd— ?ae)&+1d?—Aaf) 
. 2a . 

Iſt nun b?— 4ac negativ, fo giebt dieſe Gleichung für 
s—to um fü <=—n*) allemal imaginäre Werthe 
für y; alfo hat die Linie der 2ten Ordnung daun feinen unend⸗ 
lichen Schenkel **). — Iſt aber b?— Aac pofitio, fo hat y 
reelle Werthe für x— + und aud) fr = —o; alfo 
bat die Kurve dann 4 unendliche Schenkel — Und ift (gleich 
fam Ausnahme: Weile) b?—Aac= 0, fo giebt bie Gleichung 
entweder für = tw, die Werthe von y-reell; dann find 
feßgtere aber für = — ao imaginärz; und dies ift der Fall, 


- wenn bd—-2ae pofitiv if. Oder es iſt bd—2ae nega 


tiv (zugleich mit b?—4ac—=0) und dann find die Werthe 
von y reell fir x=— a, dagegen imaginär für = w. 
Jedesmal hat alſo, wenn b’—Aac=0 if, die Kurve nur 
zwei unendliche Schenfel. 


*) Die Redensart s=-+o oder z=—@ fol nichts weiter 
bedeuten, als daß ſtatt x recht große und immer größer werdende Übrigens 
pofitio oder negativ genommene Werthe geſetzt werben. 


. **) Den Ausdrud px?+-2gxtr tann man auch fo ſchreiben, 

nämlid) 
2 42 
HET 

Iſt daher p negativ und pr—gq” pofitiv, alfo qꝰ Epr, fo wird ders 
gelbe Ausdruck px? +-2gx-+r für jeden reellen Werth von x, nega⸗ 
tiv. Die Wertbe von y aus der Gleichung 9.) werden alfo für jeden 
reellen Werth von x imaginär, und die Gleichung .9.) felb Kelle dann 
feinen einigen Punkt vor, fo oft b?—4ac megativ, zugleich aber 
(bd — 2ae)? <(b? — dac)(d?— Aal) iſt. Ä 
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lichen Schenkel, alfo wenn b’—Asc nmegatid if, ueumen 
wir Ellipfen. 

Ale Linien ber zweiten Orbnuung wit 4 unendliche Gches 
keln, alfo wenn b?—Aac poftiv if, heißen Hyperbeln. 

Endlich nennt man alle burch die Gleichung 1.) gegebenen | 
Kurven, fo oft b’—4ac=0 if, fo daß fie deshalb mg 
zwei unendliche Gchenfeln haben, Barabeiln. | 

Ale Linien der 2 Ordnung Find alfo Elipſen, Hyperbel⸗ 
ober Parabeln. 

ent — ber DET ON 
nung aus dem Kegel durch Ebenen gefchnitten werben können, mund and 
umgelchtt, daß jeder folder egelſchnitt allemal eine Linie ber Sen Orb⸗ 
nung, folglich entweder eine EBipfe, Hwverbel oder Parabel if. 

$. 128. 


Statt in ſolche befondere Unterfuchungen einzugeben, wie 
wir dies im vorfichenden Paragraphen gethan haben, wollen wir 
lieber für die durch die Gleichung 

1) ay?’-bxy-pex’+dy-—ex+-f= 0 
gegebenen Linien der 2t= Ordnung, wenn fi) dieſe Gleichung 
auf die fenkrechten Aren OX und OY bezieht, neue Arm O U 
und O,V einführen, wie died in Sig. 6.) zu fehen if, und wie 
wir folche im $. 123. IL) eingeführt haben. Dann haben wir, 
wenn x und y die alten, u und v bie neuen Koordinaten⸗ 
Werthe eines belichigen Punktes M ber Ebene find, 

2) <s=p+Pu— av md 9) y=qtautßv, 
wenn 

4) ain — ⸗ und cosy=ß . 
geſetzt wird. — Iſt nun M ein Punkt der, durch die Gleichung 
1.) gegebenen Kurve, und fest man dann in dieſe Gleichung 
fiatt x und y ihre Werthe, alfo auch flatt x?, xy und y? die 
MWerthe (aus $. 126. III.), fo erhält man bie neue Gleichung 
zwiſchen den Koordinaten: Werthen u und v berfelben Punkte, 
alfo derfelben Kurve. Sie mirb aber 


N 
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65) . Av?-+Buv--Cu?+-Dv-+-Eu--F=B9, 
wo A, B, C, D, E und F folgende Bedeutungen haben, 
nämlich 
A=aß? —baß —+-ca?; | 
B = 2aaß-+-b(ß? — a?) — 2caß; 
6) C=aa? +boß +cß?; 
D = 2aqB-+b(pß — qe)— 2cpa +-dB — ea; 
E = 2aga-+-b(pa-F-qß)+2cpa+da-teß; 
F=aqg’ +bpg . + ep+dgq-rep+f. 
Keil aber p, q und a ganz willlührlich genommen. wer 
den Eönnen, in fo fern bloß B mit « mittelft der Gleichung 
| +1, 
zuſammenhängt, fo Fann man verfuchen, ob es nicht allemal 
möglich ift, die neuen Aren O,U und O,V gegen bie Kurve 
fo gu legen, daß bie Gleichung der Kurve viel einfacher und 
nur breigliedrig wird. 

Sept man aber B=0, D=0 und F=0 ud 
beftimmt man daraus die Werthe von p, q und a, fo erhält 
man zunächſt us B=0O d.h. aus - 

YUa— Haß-+-b(B?— a?) = 0 
oder Ka— sin cos p-+-b(ceos p?— sin y?) = 0, 
wenn man durch cos? dividirt, 


Ka — tg y+b(l—ig Y?) = 0° 


ober rg 01; 
alſo 
u Eu = ey 


Diefer Werth ift, wie man ficht, mer reell; alfo iſt ein folcher 
Winkel 1» immer möglich. — Hat man aber den Winkel y bier 
aus beftimmt, fo kann man « und PB (nämlih sin und 
cos dv) als bekannt anfehen, unb bie beiden andern Gleichungen 
D=0 und F=0, nämlich 
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N) A —beig+lP— Loop +d3—ca=0 
nud 


10) aq’+bpgtep’ +dqrep-+f=0 
dienen mun noch zur Beſtimmung von p und q. Denft man 
fih in der Sleichnug 9.) unter p und q alle ihr gemisgemben 
Werthe ald Koordinaten: Werbe, fo ſiellt biefe Gleichung 9.) 
eine gerade Linie vor. Denkt man fich in ber Gleichung 10.) 
unter p und q ebenfalls alle ihr genügenden Werbe als Koer 
binaten: ZBertbe, fo deiickt folche, ba fie dann von ber Gleichung . 
1.) nicht verfchieben if, unfere Linie - ber zweiten Orbuung ſel⸗ 
ber wieber and. Die von uns gefuchten Koorbinaten⸗Werthe 
p und q gehören alfo deu Durchichnittd: Punkten ber durch bie 
Gleichung 9.) gegebenen Geraden mit unferer Kurve, au... Mas 
findet zwei folche Punkte O,, weiche ben Forberungen gen 

gen, wenn nur bie Werthe von p und q (aus 9. und 10) 
fich wirklich reell ausweiten und nicht imaginär werben; im 
letztern Falle würde Eein einziger folcher Punkt O, exiſtiren. 

Eliminirt man aber q aus ben Gleichungen 9.) und 10) 
fo erhält man für p wirflich zwei reelle Werthe; während di 
9.) zu jebem reellen Werth von p allemal auch einen reellen 
Werth von q dazu liefert. 
€8 giebt alfo in jeder durch bie Gleichung 

1) ay’—-bxy-+-cx?+-dy-pex+f=0 
gegebenen Linie der 2" Ordnung allemal zwei Punkte O,, 
welche fo find, dag wenn man O,U fo Iegt, daß fie mit OX 
den: Winkel 1» bildet, wie folcher in der Gleichung 8.) gefunden 
worden, und wenn man O,V fenfrecht auf O,U nummt, bie 
auf diefe neuen Koordinaten: Aren O,U und O,V bezogene 
GSleichung nur breigliebrig wird, nämlich die Zorm 


11) Av?--Cu?-+-Eu=0 
oder | 
I) v=— Lu⸗ _E, ot v?=gua-thu? 
A A | 
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annimmt, wenn man -/ durch h, and * durch g 
bezeichnet. — 

$. 129. 

I. Aus dieſer Unterſuchung ziehen wir die wichtige zecernus 


daß die Gleichung 


1) 7 8x huꝰ, 


wenn man ſie auf —— Axen bezieht, und wenn man 
g undeh ganz beliebig reell ſich denkt, noch alle Linien ber 


2ten Ordnung vorftellt, d. h. daß Niemand eine Linie der Atem 
Ordnung geben kann, bei welcher es nicht möglich wäre, neue 
und rechtwinkliche Axen fo einzuführen, dag Die neue Gleichung 
derfelben Kurve die Form 1.) annimmt. 
Wir werden · daher die Eigenfchaften ber Einien ber zweiten 
Ordnung bloß aus dieſer Gleichung 1.), nämlich aus 
y 
ableiten, indem wir g und k ganz beliebig reell uns denken. 


"Und wir folgern fogleich: 


die Gleichung 1.) drückt alle Ellipfen aus, wenn hnegatin, 
⸗ ⸗ ⸗alle Hyperbeln⸗, wenn h pofitio, 


- 


⸗ ⸗ 5 alle Parabeln ⸗ wenn h Null iſtr). 


*) Dies Pig fogleih, wenn man unfere jegige Gleichung auf Null 
‚bringt, nämlich . 
—E— gx = 0 
daraus macht, und fie "dann mit der allgemeinen fechögliebrigen Gleichung 
ay? +bxy+cex? +dytex+f=0 
vergleicht. Man erhält dann 
a1, b=0, c=—Hh, 
alfo b?—4ac=4h (Bel. $. 127. VL). 
Man kann aber aus obiger 1.) 
y= Vhx’+-gx 
folgern, und dann fieht man wie fie, wenn h negativ if, für x= +», 
y allemal imaginär liefert; daB fie aber y reell liefert Cfür <=»), 
wenn h pofitiv iſt; daß fie endlich, wenn h=0 if, y reell liefert für 
xz=+n und imaginär für = — (wenn g poſitiv); oder y ima⸗ 
ginär für = tw, und red für = — 0 (wenn g negativ). 


N 
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IL. Nehmen wir OX! (ig. 17.) zur pofitiven Seite ber 
Abfeiffen>Are, und bezeichnen wir den jebigen Abfcifien- Werth 
befielben Punktes M durch x‘, ber vorher, wo OX bie poſitive 
Seite der Abfeiffen: Are vorfellte, Durch x bezeichnet war, fo 

bat man 


x —ıl 
und aus der Gleichung 1.) gebt nun bie neue Gleichung 
2) y„”?=—ge-hr” 


hervor, welche diefelbe Kurve ausdrückt. Iſt nun in der 1.) 
ber Koefficient g negativ, fo iſt in ber 2.) der Koefficient 
—g pofitiv. 

Daraus folgt aber wiederum: 

Die Gleichung 1.) liefert fhon alle Linien der zweiten 
Ordnung, wenn man nur dem g alle denkbaren pofitinen 
Werthe beilegt; weil jeber eben fo große aber negative Werth 
von g, bei einerlei h, genau dieſelbe Kurve liefert, nur auf de 
andern Seite der Drbinaten: Are liegend, welche man für daß 
felbe aber pofitive g auf ber einen Seite dieſer Are findet. | 

II. Wir werben daher in ber Gleichung 1.), nämlich im 

”’=g-thx’ 
den Koefficienten g allemal poſitiv uns denken und boch noch 
alle Linien der zweiten Ordnung vorgefielit haben, während 
h=0 alle Parabeln, h negativ glle Ellipfen und h pofitio 
alle Hyperbeln liefert. 

In diefer Gleichung „= —=gx--Iıx? nennt man die 
allemal pofitiv gedachte Zahl g den Parameter der Linie ber 
zweiten Orbnung *). 

| $. 130. 


#) In neuerer Zeit nennt man jeden ned unbeſtinnut selaffenen 
Buchſtaben g; I ete. etc., ber in irgend einer Gleichung zwifhen x und 
y, die eine (gerade oder) krumme Linie vorfielt, vorkommt, einen Pas 
rameter. Im gegenwärtigen Kapitel mag aber das Wort in ber obigen 
fpecielern Bedeutung beibehalten werben. 
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$. 130. 
Don der Parabel in's Beſondere. 


Alte Parabeln find durch die Gleichung 
1) „”’=px oder x= pr 


ausgedrückt, je nachdem man OX oder OY (Sig. 18.) zur Ab: 
feiffens Are nimmt, während OX und OY auf einander fenfrecht 
gedacht werden. Dabei heißt p der Parameter der Parabel. 
Sehen wir nun zu, was aus diefer Gleichung alles hervorgeht. 

I. Da zu jeden x—=OP zwei gleiche Werthe PM und 
Pm von y fich ergeben, fo theilt Die Abfeiffen- Are OX bie Pa- 
vabel in zwei congruente Hälften. Diefe Gerade OX halbirt 
bie mit OY parallelen Schnen, unter einem rechten Winkel; 
deshalb heißt OX der Haupt:Durchmeffer, und O der 
Haupt-Scheitel der Parabel. 

IL. Iſt d der Abfeiffen- Werth eines beliebigen Punktes F 
in dem Haupt: Durchmeſſer OX, ſo iſt 


FM= Vad-y? = — Ve? (p—2d)x+d?, 


Nimmt man nun d fo, daß der Ausdruck unter dem Wur⸗ 


selseichen, während x ganz unbeſtimmt bleibt, ein voll⸗ 


ſtändiges Quadrat wird, nimmt man alſo d fo, daß 

2) Pd 5 dei 
wird, fo läßt ih FM in x rational ausdrücken, nämlich 

3) FM =x-+4-4p: | 

Diefen einzigen Punkt F in OX, ber vom Scheitel o 

(nach 2.) um den vierten Theil des Patameters abſteht, und 
deſſen zugehörige Ordinate FG ſich — 3p ausrechnet uns 1.), 
nennt man den Brenn⸗Punkt der Yarabıl 





9) De Ausdruck px⸗ —* iſt ein volikändiger Quadtat, iv bft 
Gp’ = pr 
iſt. Erik nämlich dann 


= [ve-(«+ 2)]. 


Bd. 1. 


* 
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II. Denkt man ſich bie Kurven als Unendlich⸗Vielecke, 
aus unendlich Eleinen geraden Linien sufammengefebt, Die paar- 
weife Winkel mit einander machen, welche unendlich wenig von 
zwei rechten Winkeln verfchieben find, und denft man fich unter 
der Tangente einer Kurve an den Bunft M (Fig. 18.), bie 
Verlängerung einer folchen unenblich-Eleinen Seite MN, fo if. 
es leicht, für bie Parabel die Lage ber Tangente MT zu be 
flimmen. Zieht man nämlih gu M und N bie Ordinaten MP 
und NR, besgleihen MSZ mit OX parallel, fo ift, wenn 
PR=MS=h gefegt wird (aus 1.) 

MP = Ypx; NR=Yp(x+h), alfo NS = Yp(&«Th)— Ypz. 
Wird nun Winkel MTX — Winkel NMS = p geſetzt, fo hat 
man in dem Dreiede MSN | 


NS _  Yp&+th)—Ypx 
BP Mn 


wo h umendlich-Elein gedacht if. Multiplicrt man aber bier 


zur Rechten Zähler und Nenner mit VYp(x--h)-+Vpx, um 
mit h wegbividiren zu Eönnen, fo erhält man 


—— 
Vp@&-H-h)-+-Ypx 
Weil aber alles 16 fo Kleine, vom Unendlich: Kleinen unend 
lich weit abliegt, fo wird dies Nefultat am genaueflen, wenn 
man Null ſtatt h fee. Dadurch erhält man ganz genau 


—7 2; p 
9 sr px . V. 


Aus dieſer ig P kann man. fen pe Subtangente PT ke 
rechnen. Es iſt nämlich 


MP 
Z0=-PF=Tr 
alfo | 
5) Subtg. PT =; — %, 


woraus noch - 
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6) oT=0P = :x°) 
hervorgeht. 

Zieht man MW fenfrecht auf bie Tangente MT, fo hat 
man die Normale, und diefe fchneidet ab die Subnormale 
PW. Letztere berechnet fich aus der Proportion 

PT:MP = MP:PW, 
welche deshalb flatt findet, weil TMW ein bi M rechtwinl⸗ 
liches Dreieck iſt. Dan findet hieraus: 
7) Subnorm. PW = }p, 


ſo daß die Subnormale für jeden Punkt M der Parabel die 
‚. felbe Fänge behält, und folche ift dem halben Parameter gleich. 
IV. Berbinden wir nun die Eigenfchaft der Tangente MT 
mit der des Brenn⸗Punktes F. — Man findet fogleich 
8) FT=FM=FW=x-+3p; 
alfo if | 
9).  BßFNW=-B FWM=%. WMZ; . 
db. 5. ZM, welche parallel mit OX gedacht worden ift, und 
FM bilden mit der Normale MW, und daher auch mit der 
Tangente TMt gleiche Winkel **). | 
V. Legt man durch einen beliebigen "Punkt A ber Parabel 
(Fig. 17.), die durch die Gleichung \ 
. 9) y„=px 
gegeben ift, eine Gerade AY,, fo daß fie mit. OX ben Winkel 
ATX = 9 bildet, und außerdem noch AX, parallel mit OX; 
find x, und y, die neuen auf die ſchiefwinklichen Axen 


*) Danach Iaffen fich Tangenten leicht zeichnen. Man sieht von dem 
Punkte M aus, an weldhen man die Tangente haben will, MP ſenkrecht 
auf OX, macht OT OP, und zieht MT. 

*”) Ein Lichtſtrahl, welcher parallel mit OX in irgend einen Punkt 
M der Parabel einfällt, wird daher, nach den bekannten Gefegen bee Op 
tif, in ber Richtung MF qurlichgemorfen. Denkt man fih die Parabel um 
OX herumgedreht und dadurch ein Umdrehungs⸗Paraboloid gebildet, fo 
werden alle Strahlen, welche in einen ſolchen Spiegel parallel mit. OX 
einfallen, nach dem Punkte F surückgemorfen. , 
| | " 17 
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AX, und AY, bezogenen Koordinaten: Werthe deſſelben Punk⸗ 
tes M, deſſen alte Koordinaten Werthe_ x und y find, fo bat 
man, wenn MO mit AY, parallel gedacht if, 
OP=xs, PM=y AQ=xz, m QM=y,; 
außerdem noch) W. MOR=9, alfo " 
OR=y,-cosp und MR=y,-sıno. 


Sind nun x und y die alten Koordinaten Werthe des Punktes | 


A, fo dog man noch zwiſchen x und y bie Gleichung 
? — pr 
bat, fo erhält man aus der Anfiche der Figur (17.) 
xt, typ mb yaytyı sang. 
Subſtituirt man nun Diefe Werthe flatt x und y in die 
Gleichung y?—=px, fo ergiebt ſich als neue Gleichung I der 
Parabel (megn 9° == pr) 

10) y-sinp?-+(2y- sin P—P-cosp)-yı=PXı- 
Diefe Gleichung liefert gu jeben x, zwei ungleiche y,, fo lange 
nicht das mit y, behaftete Glied herausfält. Nimmt man ab 
p fo, daß der Koefficient von y, dee Null gleich wird, d. 9. daß 

11) W-siinp—p-cosp=0, oder dgy= =, 


alfo 


— — 
— y4 4p Sei VAR 
wird, fo entficht Diefe neue Gleichung der Parabel, nämlich 


12) y?=p'x,, wenn man Ac-p=p fett. 


Diefe Gleichung zeigt, daß AX, alle mit AY, parallele 


Sehnen halbirt, fo oft AY, mit AX, oder mit OX den durch 
die Gleichung 11.) gegebenen Winkel p bildet, welcher Winkel 
fein anderer iſt (nach TIL A.) als der, ben die Tangente an A, 
mit OX macht. Die mit OX parallele AX, ift alfo ein 
Durchmeffer der Parabel, und diefer halbirt alle Sehnen, 
welche mit der durch A an bie Parabel gelegten Tangente AT 
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parallel laufen. — Und weil der Punkt A ganz willkührlich ge⸗ 
wählt ift, fo folgt, dag die Parabel unendlich viele Durchmeffer 
bat, welche alle mit einander und mit OX parallel laufen. (Vgl. 
die Note zu $. 127. IV.) 


VI Man mag auch noch in der Parabel die linea di- 
rectrix (Leitlinie) DH (Fig. 18.) bemerken, welche fenfrecht 
‚auf OX und von OY um zp entfernt liegt, fo dag OD = OF 
il. Die durch M mit OX parallel geleste ME ift dann 
—=x-+34p alſo =MF=FT,. Das Biere MEFT iſt ein 
Rhombus; das Dreied MER gleichfchenklih. — Diele Eigen: 
fchaft der Iinea directrix giebt ein Mittel ab, mit einer ein⸗ 
fahen Vorrichtung die Parabel mechanifch zu zeichnen”). 

VE. De Umſtand, dag (Fig. 18.) FM=x-+4p iſt, 
giebt eine fehr einfache Gleichung der Parabel, wenn man fie 
‚auf Polar-Koordinaten bezieht und FX zur Are, F aber zum - 
Pol nimmt. Bezeichnet man nämlich den Winkel MFX (im 
Bogen für den Radius 1 ausgedrückt) durch p, fo wie FM durd) 
r, fo bat man OP=x, FP=x—Ip, ah FP=1r-.cosp; 


alfo x—4p=r-eosp 
Da nun x+4p=r | 
ift, fo folgt aus dieſen beiden Gleichungen, wenn man x elini- 
nirt, die Gleichung zwifchen r und ꝙ, nämlich ' 
13) — — oder — — 
| 1—cosp (sin pP)? 


*) Nämlich fo: Man Iegt an die Leitlinie DH (ig. 18.) ein Lineal, 
und daran Jegt man ein Winkelmaaß (ein rechtwinkliches Dreieck) BVW.. 
Ein Saden wird nun mit feinen beiden Enden in F ng in B befefligt, 
und diefer mit einem Stift in m an die Geite BV ſtraff angelegt, fo daß 
er die gebrochene Linie BmF bildet. Wird nun das Dreied BVW’ an 
der Leitlinie H’DH mit den einen Schenkel VW’ hingerüdt, fo daß der 
andere Schenkel BV fortwährend mit fih und mit OX parallel bleibt, 
und fpannt man mit dem Stifte den Faden immer firaff an, ohne daf 
fich der Stift vom Dreieck entfernt, fo wird folcher die Parabel mO ber 
ſchreiben, wenn nur der Faden fo lang gemacht worden war, daß man das 
erſte Mal mF=mV hatte. | 
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Und dies iſt bie Polar⸗Gleichung der Parabel. Sie giebt 
bie ganze Parabel, wenu man p tig von 0 bie 2x wachſen 
läßt, zu jebem ꝙ aber aus ber Skichung ben Radius⸗Vektor 
r dazu findet, 
$. 131. 
Bon der Ektipfe in's Beſeudere. 
Denkt man fi in der Gleichung 
4 2 — px— qx⸗ 

p und q beliebig pofitiv, fo giebt fie alle Ellipfen, fobald man 
unter x und y bie auf rechttsinfliche Aren AX und AY (Zig. 19.) 
bezogenen Koorbinatens Werthe verficht. Auch bier nenne man 
die, allemal pofitio gedachte Zahl p den Parameter der EL 
lipſe. Aus biefer Gleichung 1.) müflen nun die Eigenfchaften 
aller Ellipſen hervorgehen. 

I. Set man y=0, fo giebt die Gleichung 1.) die bei 


ben Abſeiſſen⸗Werthe O und 7 für die beiden Punkte A und 


B, welche bie Abfeiffen-Are AX mit der Ellipſe gemein hat 
(Fig. 19.). Man hat dabei | 


D AB — T | 
I, Nimmt man x negativ, oder pofitie aber größer ald 
7° fo zeigt ſich y allemal imaginär; alfo ift die Ellipfe zwi⸗ 


| * den durch A und B gehenden Ordinaten⸗ Dichtungen AY 
und BV eingefchloffen. 
III, Bezeichnet man bie Entfernung AB Ds 2a, fo 
bat man 
3) I= — 2a, off p= 2ag; 
und bie Gleichung 1.) der Ellipſe kann danu auch fo gefchrie 


ben werden (indem man 2aq ftatt p fegt) 
4) y’ = gq(2ax—x?) 





’ 
ı 
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Halbirt man AB in C, fo dag AC= CB= a wird, fo finde 
ſich aus dieſer Gleichung für x—= a ber Werth von y= CD 
dazu; und fo findet fi), wenn man CD durch b begeichnet 


5) b’=ga?, alſo q= 
Die Gleichung 1.) ober wi der Ellipſe * badurch über in 
6) J y„’= = —ã | 


wo b>a, b=a, aud b<a feyn wird, je nachdem man 


-q>1, ode q=i1, oder g<1 gegeben hatte. 


IV. Legt man nun durch C eine neue Ordinaten⸗Axe 
CY, parallel mit AY, und ift für denfelben Punkt M, beffen 
alter Abfeiffen: Werth durch x bezeichnet worden, der neue, von 
C aus auf CX genommene Abſciſſen⸗Werth durch x, vorge 
ſtellt, ſo hat man 

7) xa-x; 
und ſubſtituirt man dieſen Werth ſtatt x in die Gleichung 6.) 


der Ellipſe, ſo erhält man die neue Gleichung deſſelben Ellipſe, 


nämlich 
8) y⸗ —2 —x,?), ode a’y?+b?x,?—=a?b?. 


Aus diefer Gleichung erhellet, "dag wenn man CX ale 
Abfeiffens Are nimmt, zu jedem pofitio oder negativ genommenen. 
Abſciſſen⸗Werthe x, zwei gleiche aber entgegengefegte Ordinaten⸗ 


Werthe gehören; daß aber auch, wenn man CY, zur Abſciſſen⸗ 


Are nimmt, dann zu jedem poſitiv oder negativ genommenen 
Adfeiffen- Werth y zwei gleiche, aber entgegengeſetzte Ordinaten⸗ 
Werthe x, fich ergeben. Alſo theilen die jetzigen Axen CX und 
CY, die Ellipfe in vier congruente Viertel. 

V. Den Punkt C nennt man den Mittel-Punkt, bie 


Punkte A, B, D und E die Scheitel der Ellipſe; die Linien 


AB mb DE heißen die Haupt: Durchmeffer Cauch bie Aren) 
der Eflipfe, und jeder berfelben halbirt die Sehnen, die mit dem 
andern parallel laufen, de 5. bie auf ihm fenfrecht fichen; «die 
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poſitiven Zahlen a und b heifien bie halben Axen der Ellipſe, 
und zwar wird die größere von beiden die halbe große Axe, 
die andere dann die halbe kleine Axe genannt. 

Da man endlich immer die größere Axe der Ellipſe zur 
Abſciſſen⸗AAxe CX nehmen kann, fo folgt, daß die Gleichungen 
8.) und 6.) noch alle Elipfen vorftellen, wenn man flat a 
und b beliebige pofitive Zahlen fegt, aber immer b<a oder 
höchſtens b=a ſich denkt (nie b>a). — Und fo wollen wir 
alfo von nun an immer sorausfegen, daß ba fey. Dabei nen 
nen wir die Gleichung 6.) die Scheitel-Sleihung, Die 
Gleichung 8) Dagegen die Mittelpunft8- Gleichung ber 
Ellipſe. 

VI. Suchen wir wieder in der größern Are AB der 
Ellipſe einen Punkt F fo, daß fih FM in x rational aus 
drücken läßt; nennen wir d feinen Abfciffen- Werth, fo ift aber 
mals nie im $. 130. II. für die Parabel) 
| FM= Va, — ty". 

Setzt man hier wieder flatt y* feinen Werth (aus 8.), ſo en 
hält man 


a? — b2 
FM= * x,°— 2dx,+(d?-+-b?); 


und dieſer Ausdruck ift ein vollftändiges Duadrat, wenn 





9) = (d2+b°) 
ft, woraus 
10) d=TFVe—b® 


ſich ergiebt; dabei wird aber für dieſe Werthe von d 
11) “ FM= (Er —b? xt a). 


Die Gleichung 10.) zeigt zwei folche Punkte F , nämlich F 
und Fi, die man erhält, wenn man CR — - CF = +-Yar—p® b® 
nimmt, Dabei giebt die Gleichung 11.), fo lange man (wie 
in der Figur) x, poſitiv ſich denkt 
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12) en HE x, Fa⸗ Berne 
und 
13) FM= Zr _b N, 


und dieſelben Werthe zeigen ſich auch noch als die richtigen, 
wenn man x, negativ nimmt, der Punkt M alfo links von 
CY, liegt. 

Abdirt man aber biefe beiden Gleichungen, fo erhält man 

14) FM+FM=22=AB 

welches eine merkwürdige Eigenfchaft der Ellipſe iſt, deren man 
ſich bedienen kann, um mit Hülfe eines Fadens und dreier 
Stifte, die Ellipſe mechaniſch zu zeichnen 9). 

VII. Ziehen wir wieder (genau auf demſelben Wege, wie 
im $. 130. IH. fir die Parabel) eine Tangente an den Punkt 
M der Efipfe. Iſt MN ein folches Element der Kurve, alfo 
 MS=PR=h unendlich-Flein, und ift p der Winkel, welchen 
Die Tangente TNM mit der Abfcifien- Are OX macht, fo hat 
man, weil Winkel NMS = 180°—o ift, 

NS _Yosn ya, Yetı), 
ET 


während y,, die zur Abfeiffe x, gehörige Ordinate — 
bagegen Yun Die zur Abſciſſe xı-t-h gehörige Ordinate 
2 ya (x,+-h)? vorſtellt. Dies giebt, wenn man im Zäh⸗ 
ler ſtatt F und y, ‚th dieſe Werthe feßt, dann mit h ‚Sähler 








” Dan nimmt einen Saden von der Länge 2a und befefigt feine 
Enden an den aus CF—=CF'=Yya?—b? berechneten und beſtimmten 
Punkten F und F’. Mit einem Zeichnen: Stift fährt man dann auf ber 
Zeichens Ebene fo herum, daß derfelbe den Faden FF’ immer ausgefbannt 
erhält; fo wird diefer-Zeichen-Stift immer in einem Punkte DI der El⸗ 
lipfe fich befinden. 
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und Nenner wegbividirt, zuletzt aber Null ſtatt h febt, weil Null 
dem Unendlich» Kleinen am nächften kommt, 
b?x, 

15) = 
fo daß p ein ſtumpfer Winkel wirb, wenn x, pofitiv, Dagegen 
ein fpiger Winkel wird, wenn x, negativ, db. h. wenn der 
Punkt M zur Linfen von CY, liegen follte, weil Daun 
pofitio wird, fo lage nur y pofitiv bleibt. Dieſelbe Glei⸗ 
chung gilt aber auch noch, wenn y negativ feyn follte, menu 
‚ man nur den Winkel MTX oder $ von O bis 360° zähle. 

Aus ber ig p findet man wieder bie 
__Y_ a?y? _ a?’— x? 

16) SußtgPT I > 
fo lange nur x,, wie in der Figur, pofitin gedacht wird. Sollte 
aber der Punkt M, alfo auch T links von CY, liegen, fo ba 
x, eine negative Zahl if, fo muß Die abfolute Länge ber Linie 
PT aus ber Gleichung , ls 

16) Sul T=— = —! Fr 
bergeholt werden. — Daraus folgt aber noch 

17) CT’ = +, oder CP:CB= CB:CT, 


wo das obere Zeichen N gilt, wenn x, pofitio, mo Dagegen 
das untere (—) Zeichen genommen werden muß, wenn x, ne 
gativ it, damit CT immer durch eine abfolute (nicht negative) 
Zahl ausgedrückt fey. De Abfeiffens Werth des Punktes T . 
iſt dagegen allemal = — , d. h. bald pofitiv, bald negativ. 


Zieht man die Rormale MW, fo findet fich wieder die 
Subnormale PW aus ber Proportion 
PW:PM=PM:PT, 

welche | 
18) SubnormPW — 4%: . 
liefert. Diefe Gleichung giebt den Abfcifien- Werth des Punk: 











| 
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tes w, es mag x, poſitiv oder weseiiv ſeyn, allemal 
2__b? . 





VII. Drüden wir nun FT, FT, FW, FW in x, 
aus, da biefe Linien alle von x, abhängen. Man findet aber 
aus den Abfeiffen-Werthen der Punkte F, F, T und W. 
: (nad} $. 117 .) Ä | 


19) +r=F az „ine, E 
1 
20) +M=-— mb u —Ee 
x 1 
wo die obern Zeichen gelten, wenn x, poſitiv, bie untern aber, 


. wenn x/ negativ en ſollte. sn 


21) FW, ar pr Ye’—b® VE a 


und 
22) FW=VTB_ — a? x ‚Va®—p?), 
Vergleicht man aber diefe Mefultate mit den N. 12.) und 
N. 13.), fo findet man augenblicklich 

23) FM:FM = FT: FT = FW; FW. 
Aus dieſer Proportion geht aber hervor, daß die Normale MW 
ben Winkel FMF' balbirt; und daraus folgt, daß jeder Strahl, 
welcher von F! ausgeht, allemal von der Euipſe nach F hin 
zurückgeworfen wird. 
IK Es ſey bie auf die Haupt⸗Axen CX und CY (Sig. 20) 
bezogene Sleichun der Ellipſe 


1) y® — ara), oder a’y?-—-b’x? = a?b? 





2 2 - 
oder | Zto=1 


gegeben. Bieht man nun OY, beliebig, fo daß fie mit CX ben 


Winkel p bildet, zieht man MO parallel mie CY,; — iR CP =x, 
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PM=y, CQ=x/, QM=y/, fo bat man PO = — y!-cosy, 
MP = Y. cin p; alfo 

x—x4yl.cosp mb y=yl-sing. 
Subſtituirt man aber biefe Werthe flatt x und fiatt y in bie 
Gleichung 1.), fo erhält man die neue Gleichung derfelben EL 
Iipfe zwiſchen ben Koordinaten: Werthen x! und y’, welche fich 
auf die fchieftwinklichen Aren CX und CY, bezieht, nämlich 
9) (a?sin p®-+b?cos p%).y/?--2b?x'yl.cosp +b?x!?—a?b?. 
Zieht man aber CX, noch beliebig, fo dag CX, mit CX den 
Mintel y bildet, und nimmt man CX, und CY, zu Koordi 
naten-Aren (die unter fich den beliebigen Winkel Pp—ıp bilden); 
find ferner die Koordinaten: Werthe CR und MR bezüglich durch 
x, und y, bezeichnet, fo bat man im Dreiede COR Die 
Proportionen 








cR _ OR CO 
sinp sıny  sin(p—Y) 
b. h. ——— 
—* 58 sind cin ( — v) 
Daraus findet ſich aber ſogleich 
_ m (#— v) — sın v 
"_x sin p und yI= — * sing 


Subftituirt man dieſe Werthe flatt Pr und y’ in bie Gleichung 

2.), fo erhält man Die neue Gleichung berfelben Ellipſe, aber 

auf bie Koordinaten: Aren CX, und CY, bezogen, nämlich 

3) (a’sin p%-Fb?cos p?).y,2-+Xa?sin p- sin p-+b?cos p-cos ıp)-x,y, 
Masin au?-+b?cos ıp2)-x?=a?b?, 

Diefe Gleichung giebt, fo lange der Koefficient von x,y, nicht 

Null iſt, zu jedem Werthe, yon x, zwei ungleiche Werthe von y,- 


So wie man aber swifchen p und % die Abhängigkeit \ 
. 4) a? sin p-sin bb? cos p-cos y = 0 
oder arte p-1gYp--b? = 0 


feitfegt, fo daß der Koefficient von x,y, der Null gleich wird, 
ſo reducirt ſich die Sleichung 3.) auf 


— 
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5) (a? sin p° —-b?cos p?)-y? +(a?sin p? 4+-b?cos 92). x 2 


— a?®b?, 

Diefe Gleichung giebt nun zu jedem Werthe von x, zwei 
gleiche aber entgegengefegte Werthe von y,, und auch zu jebem 
Werthe von y, zwei gleiche und entgegengefeßte Werthe von x,. 
Folglich liegen diefe neuen Aren CX, und CY,, fobald zwi 
fhen p und w die Abhängigkeit 4.) ſtatt findet, fo, 
Daß jede die Sehnen halbirt, die mit. der andern parallel laufen. 
Deshalb nennt man folhe Aren zufammengehörige Durch 
meffer. Und da p oder  willführlich gewählt werden Fann, 
fo bat die Ellipſe unendlih viele Paare zufammengehöriger 
Durchmefier. Aus der Gleichung 4.) folgt aber noch 


bæ . cos ib 
a Se Orr 
alfo 
W b2.cos vy 
sınoao = 
at. sın ı»?—-b*.cos ı? 
9) und 
— 1° sind 
COS p = m, 
Va*- sin virbisen »b? 
fo daß | | 
7 2 
8) a?sın P*-Tb?cosp? — a2b2. a?sın y?-+-b?cos wꝰ 


a®sın u?--b?cos y? 
wird. Ä 
Sind nun CA, und CB, bie Längen der zufammenge- 
hörigen Halbmeffer und bezüglich durch a, und b, bezeich⸗ 
net, fo giebt bie Gleichung 5.) für x, = a, nothwendig y,— 0 
oder für y,—=0 nothwendig x,—a,; dagegen für x,—=0 
notbivendig yR,—b,. So findet fich alfo 

 {(, ab ab 


— — — bı = — — 5 
Va? gin p?--b2cosıp? Va?sin p®-+-b?cos p? 
9) ober (wegen 8.) 
_ Vatsin p2--bteos vw: 


 Va®sın »?--b?cos pe 
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während bie Gleichung 5) der. Ellipfe u bie Form 
10) arystbiz?=a2b? oder +: —1 


annimmt. 


Aus dieſen Reſaltaten ergeben ſich auch noch augenblicklich 
die Gleichungen 


11) * a®?b,? = a°-b? 
und 
12) a,b,-sin(a,, b,)== ab, 


wenn man unter (a,, b,) ben Winkel X, CY, ode (p — v) 
verfteht, den die zufammengehörigen Halbmeſſer unter ſich bilden, 
fo daß 
13) sin(a,, b,)= Sinſp - ) = sing- cos ’— 008 Yb- sin 
_. a?sınp?-+-b?cos ꝓꝰ 
alfo (wegen 7.) = — — 
wird. 

Iſt X.,.CXW ein anderer Werth von. Y, und if 
Y,CX = ber durch bie Gleichung 4.) gegebene zugehörige 
Werth von p, fo bag man 
14) a?tg p-ig W-+-b? = 0 
bat, fo find CX, und CY, abermals zufammengehörige Durch⸗ 
meſſer, und CA,=a,, fo wie CB, = b, zuſammengehörige 
Halbmefir. Die Gleihung ber .Efipfe, auf diefe‘ ar CX, 
und CY, bezogen, iſt daher wieder 


a2y, +b2x?=a,b, oder +1, —=1; 


und die Längen a, und b, ergeben fich end 9), wenn man 
dafelbft  flatt ᷣ, alfo auch p! ſtatt p fest. Es iſt aber dann 
auch noch (nach 11. und 12.) 

15) 2?°+b?=a?+b?=a?+b®, 

16) a,.b,-sin(a,, b,) = a,.b,sin(a,, b,) = ab 

und überdies findet man auch noch - 

17) 2,2, 8in(a,, 23) = b,.h,-sin(b,, a 

wenn man unter (a,; a,) den Winkel X, CX, = — ver⸗ 
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ficht, den a, und a, unter fich bilden, während (b,, b,) bie 
- analoge Bedeutung hat, alſo den Winkel Y,CY,.=pP—g 
vorſtellt. 

Dieſe Gleichungen 16.) und 17) Ichren ung alfo, daß 
AB,CA,=AB,CA, = ABCA und AB, CB,=AA, CA, 
alſo auch 

'OB,B.A,C= OA,A,B,C, 


folglich auch noch 
. AB,B,A, = AA,A,B, 
und deshalb A,B, mit A,B, parallel ift. 

Dies find die merkwürdigſten Eigenſchaften ber zuſannnen⸗ 
gehörigen Durchmefler der Ellipſe. 

X. Der Umftand, daß (ig. 19.) für irgend einen Punkt 
M der Ellipſe, defien Abſciſſen⸗-Werth CP=x, iſt, bie Länge 
FM, wenn F ber Brenn: Punkt ift, fich allemal in x rational 
ausdrücken läßt, ift Veranlaffung gu einer fehr einfachen Polar⸗ 
Gleichung der Ellipſe. Seht man nämlich den Winkel MFX = =op 


und FM ='1r, ferne 12 * —e, fo daß Fu PER 


und b?— a2(l—e?) und eDl ift, wo dann e die Excen⸗ 
tricität der Ellipſe genannt wird, fo hat man (nach VL N. 12.) 

r=ex, ta, während x, =r-cosp—ae | 
iſt. Eliminirt man nun aus dieſen beiden Gleichungen ben Wer; 
änderlichen x,, fo erhält man 

_ alL—e?) 

(O)-- KT T_-Ze.0089 
als die Polars Gleichung der Ellipſe, in welcher p alle Werthe 
vorfielt von O bis 2m, während r- allemal ber zu jedem 
MFX = 9 gehörige Radius⸗Vektor FM if. 





*) Würde man aber den Pol in F’ annehmen, alfo W. MFX =» 
und FM =r fegen, fo würde man als Polars Gleichung 
all—e?) 
—41-te-00sp 


| erhalten. 
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XI. Nimmt man b=a, fo fallen die Breun⸗Punkte mit 
den Mittel: Punkte zufammen; bie Scheitel-Gleiihung wird 
dann biefe: 

y?—=ax—x?; 
die Mittel⸗Punkts⸗Gleichung Dagegen dieſe: 
j yP?=a!— x; 
und die Polar⸗Gleichung dieſe, nämlich 
= 

Diefe letztere Gleichung läßt aber eben fo gut, wie Die beiden 
andern erkennen, daß jeßt alle Halbmefler der Ellipfe einander 
“gleich find, und daß man jet diejenige Ellipfe habe, welche in 


den Elementen der Geometrie unter bem Namen der Kreiglinie | 


bereits Hinlänglich betrachtet ift. 


5. 132. 
Bon ber Huperbel in's Beſondere. 


Die Gleichung 
1) y ⸗ px-qx, 
in welcher q beliebig poſitiv gedacht iſt, drückt alle Hyperbeln 
aus, wenn ſie auf rechtwinkliche Axen bezogen wird. Dabei 
kann man p bloß poſitiv, oder bloß negatis nehmen ($. 129.) 
Da fie fi) von der Gleichung für alle Elipfen ($. 131. N. 1.) 
durch nichts unterfcheidet, ald dag -q flatt —q fleht, und 
da die Gleichung aller Ellipſen ($. 131. N. 6.) auf die Form 


2 2 
„=, (ax—x’) oder y2 xx 
gebracht werden kann, fo wird die Gleichung aller Hyperbeln 
auf die Form 
2) Y„P= BIP LARA ode y2 b° (x? 2ar) 
a a? a? 


gebracht werden Eönnen, two man ſich b und a beliebig pofitiv . 


denft (alfo b<a, b=a, und auch b>a), während dieſe Glei⸗ 
dung aus ber vorgebachten Gleichung aller Ellipfen hervorgeht, 
wenn daſelbſt —b? ftatt b?, oder bY—1 flatt b geſetzt wird. — 

Aug 


\ 
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Aus dieſer Gleichung 2.) eönnen nun alle Eigenfchaften der: 


Hyperbeln abgeleitet werden. | 
I. Für y=0 erhält man zwei Werthe von x, nämlich 


- O und 2a. — Die AbfeiffensAre AX ſchneidet alfo die Hyper⸗ 


bei in zwei Vunken A und B, ſo daß (Fig. 21.) 
3) AB= 2a 
if. Diefe Ränge AB heißt die Are der Hpperbel, und a wird 


‚bie halbe. Are genannt. 


‚Il. 9Halbirt man AB in C, fo daß 
4) AC=CB=.a 
wird; lege man durch C eine neue Ordinaten⸗Axe cY, unb 
ift für den Punft M, für welchen AP=x ift, Par, fo 


hat man 
x—=a-tx; 
und die neue Sleichnng der Hyperbel wird nun | 
5) 6; 2_—a°) oder a?y? —b’z?pa?b’=0, 


welche Gleichung die Mittel: Puukts⸗Gleichung der Hy⸗ 
perbel genannt wird, in fo fern C der Mittelpunkt der 


Hyperbel heißt. Die Steihung 2.) wird die Scheitel⸗Glei⸗— 


hung genannt, und A und B beißen die Scheitel der 


Hyperbel. 


Dieſe Mittel⸗Punkts⸗Gleichung der yperbel unterſcheidet 
ſich aber von der Mittel-PBunkts- Gleichung der Ellipſe (9. 131. 


N. 8.) nur dadurch, Daß hier — be ſteht, wo dort b?; fo dag 


dieſe aus jener hervorgeht; wenn man dort b-Y—1 ſtatt b fegt. 

Diefe Gleichung 5.) läßt fehen, einmal. daß die Aren CX 
und CY, die Hpperbel in vier congruiente Viertel theilen; und 
dann auch, daß zwiſchen den durch A und B gehenden Ordi⸗ 
naten- Richtungen AY und BV Fein Punkt. der Kurve liegt. 

IN. Auch in der Haupt⸗Axe XCX der Hpperbel finden 
fich toieder zwei Punkte F und FY, welche Brenn⸗Punkte 
genannt werden, und welche Die Eigenfchaft haben, dag FM 
und FM in die Abſciſſe x, des Punktes M, rational (d. h. 

B. I. 18 


u 
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während x, ganz unbeſtimmt bleibt, ohne Wurzel⸗Zeichen) 
fich ausdrücken laffen. Dan findet genau fo wie im $. 131. VL) 


6)  @F=cCh=yerb 


und 
- _ , [Ya?’-+b® wo die obern Vorzeichen 
N IM= + a x,+a) +) gelten, wenn x, po 


Ä \a’-b? tiv, Dagegen alle unteren 

9 FM=+ FI) (—), wenn x, negativ ifl 

Daraus folgt aber | 

FM— FM = 2a = AB 
oder 

FM—FM = 2a = AB 

IV. Auch die Tangente MT wird an die Hpperbel gerade 

fo gegogen, wie fie im $. 131. VIL) für die Ellipſe gezogen 

worden if. Man finde, wenn 


je nachdem x, poſitiv, oder 


9 x, negativ iſt. 











10) Mintel MIX = 9 
geſetzt wird, 
b?x 
11 = L. 
) ig op a?y N 


und biefe Gleichung gilt wieder für jedes pofitive oder negative 
x, und y, wenn nur p bon O bis 360° gezählt wird. Dar: 
aus folgt dann 











_ aryꝛ za! 

iy Sei FT — — 3 
daraus ſogleich noch 

13) 
ſo wie 

2 
19 ge, x, 
und 


2 . 
1) CT=+-. 55  CT:CB=CB:CPp, 
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wo jedesmal die 4 Zeichen gelten ‚ wenn x, poftib, De — 
Dagegen, wenn x, negativ ifl. x 

„Dessen ift der Ubfeiffen« Werth bed Punktes T allemal . 
= —; fo wie der ded Punktes W allemal — STH ——x, 


iſt, fo F beide mit x, zugleich ihr Zeichen wechſeln. 

V. Run kann man wiederum FT, F'T, FW, FW tn 
x,, a und b ansbrüden; man findet nämlich (nad) Anleitung 
des $. 131. VIIL), oder des 6. 117.) 


16) TE -mattr, —— 
17) FT — Verb? —— at, 


u ee 
+. Narben); 
19) FW=+ Ser) 


++. (x, Vartbr—ar), 


mo die 4 Zeichen gelten, wenn x, pofitio, die — Zechen da⸗ 
gegen, wenn x, negativ iſt. 

Daraus folgt dann wieder, mie in der Ellipſe, 
2). FM:FM=FT:ET=FW:FW. 
Und daraus geht hervor, daf in der Hyperbel die Tangente MT 
den Winkel FMF’ halbirt *). 

VI. Für x, =t» wird CT=0; dh. je weiter 
ber Punkt M der Hpperbel auf beiden Seiten des Mittel- Punk 
tes hinaus rückt, defto näher komme die Tangente MT dem Mit 








*) Ein Strahl, welcher von F’ atisgeht und die Hnperbel in irgend 
einem Punkte M trifft, mird alfo fo nach MS zurückgemorfen, wie wenn 
er von F nach M in gerader Richtung nach S zu gienge. 

, 18 * 
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tel- Punkte C, fo daß der Punkt T dem Punkte C unendlid 
nahe rücken kann. Desgleichen if für x. +@ (aug 11.) 


Ä y_byeze_ry( ) für x, = 
weil =; 7 1 7 fr x, to 
j , 


| 
— + b wird, 
—_-Aa 


gNR=+ fin=te) 


Zieht man daher durch C ziel gerade Linien DCE’ un 
D'CE, fo daß 


" b 
21)  gDX=14ECX=- 


wird, fo nähern fich denfelben die Schenkel ber Hyperbel auf 
beiden Seiten ohne Ende; und fie kommen ihnen unendlid 
‚ nahe, fo daß man fagen kann, daß die Schenkel der Hyperbel 
im Unendlichen mit biefen Geraden zuſammenfallen. Diefe Ge 
raden DCE! und D’/CE heißen die Afymptoten der Hype 
bel. Ihre Lage wird beftimmt durch bie Gleichung 21.), welcht 
noch zeigt, daß 


22) RN AD=BD=b 
wird, fo dag man ' 


CD = CE = (CD! = CE! = Ya?+b? = CF = CF! 
hat. 





VII. Sind (Fig. 22.) CX und CY bie Haupt⸗ Axen de 
Hyperbel, d. h. auf einander ſenkrecht und ſo, daß wenn x undy 
die Koordinaten⸗Werthe (CP und PM) eines beliebigen Punkt 
M der. Hnperbel vorftellen, dann 


y, a?y?—b?x?-+a?b? --() oder y2* an) 


die Gleichung ber Hpperbel ift; und führt man nun (genau wit 
‚im $. 131. IX. für die Ellipſe gefchehen ift) neue Koordinaten 
Aren ein, und namentlich zuerſt eine neue Ordinaten-Are CY, 
ſo daß Y,CX=p mird, und daß x! und y! die neue, 
auf die Aren CX und CY, bezogenen Koordinaten Wert 
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(CQ und QM) deſſelben Punktes Mvorſtellen, fo wird die 
neue Gleichung der Hyperbel zwifchen x! und yt diefe: 
2) (a?sing* - b:᷑ cos prylr—2biriy'. .cos 9—b?y!? 
-La?b? — —(. 
Wird aber noch eine neue Abfciffens Are CX, eingeführg 
ſo daß W. X, X =y if, und find x, und y,. die, auf 
Die KoordinatensAren CX, und CY, bezogenen Koorbinatens 
Werthe (CR und RM) deflelben Punktes M, fo wird die neue 
Gleichung derfelben Hpperbel zwiſchen x, und y, biefe: 
3) (a?sin p®— b?cos p?)y ?-+2%(a?sin ꝙ · sin — b?cos p- cos p)- Kıyı 
+ (a? sin u? —b? cos ꝰ) · + a?b? 0. 
Nimmt man bier wieder zwiſchen p und v die Abhängigkeit 
4) a?sın ꝙ sin — b?cos 9-cosy=0 od, attgp-tgyp—=b?, 
fo daß der Koefficient von x,y, der Null gleich wird, fo find . 
wiederum CX, und CY, sufammengehörige Durchmef: 
Ter der Hpperbel, von denen jeder die Sehnen halbirt, melche 
mit dem andern parallel laufen. Solcher Paare sufammenge 
höriger Durchmefler der Hpperbel giebt es wieder unendlich 
viele. Die Gleichung der Hpperbel auf die zufammengehörigen 
Durchmeſſer CX, und CY, (als Koordinaten: Aren) bezogen, iſt 
5) (a* sin p° —b? cos $?).y; un sın JJ 


—+a?b? = — 


br cos be eos w 
7 = N sın o— ——⏑⏑⏑ 0, 
a? sın p  Yatsıny?T-btcos 7 
a? gin v 


CO; 
Va* sin y2-+-b* cos y? 





if, fo daß 
. . — b? cos pꝰ — a? sın y? 
7) a?+sın o?—b :Cc0s op? — a?b? "arsin yeT-becosy? 
wird. Daraus geht hervor, daß bie Koefficienten von y,? und 
x, in der Gleichung 5.) immer verfchiebene Vorzeichen haben, 
d. 5. daß der eine poſitiv, ber andere aber negativ ſeyn wird, 


cl 
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und daß die Gleichung Üüberhanpt nicht mehr gilt (weil fie dann 
x, und y, zugleich ganz verliert), fo oft 
a? sin y?—b* cos db? — 0 d. h. tg = * 


it, d. h. fo oft CX, mit der Aſymptote zuſammenfällt. Dar: 
and folgt weiter, daß von den beiden zufammengehörigen Durch⸗ 
meſſern ber Hyperbel ber eine berfelben allemal bie Hyperbel 
ſchneidet, der andere aber dann biefelbe allemal nicht ſchneidet. 
Daher it in ber Hyperbel von zufammengehörigen Halbmeſ⸗ 
fern niche bie Rede, alfo auch nicht von Eigenfchaften, welche 
den, unter den N. NM. 11.) 12.) 15.) 16.) 17.) des $. 131. 
IX.) für die Ellipſe hingeftellten, analog wären *). 

VI. Nehmen wir in der Gleichung VI. 3.), wo noch % 
und p ganz mwillführlih und von einander unabhängig gedacht 
find, p und w fo, daß 

tg = 2 und {6 9 = _. 
wird, fo daß VTCK und p — 360° _UCKX toird, 
während CT und CU die Afpmptoten der Hyperbel (Fig. 22.) 
find, — fo fält EX, mit ET, und CY, mit CU zuſammen 
und man bat. nun bie Aſymptoten zu Koordinaten: Aren ges 
nommen, fo daß, wenn man MS parallel mit CU zieht, 
(8S=x, und? MS=y, 

bie Koorbinaten des Punktes M der Hpperbel fi find. Weil aber 
biefe Werthe von » um @ 


a 





| Kay = et ns 
r __-b_ “ d | — a , 
RR, Va’--b: un | IT abe 


*) Noch mag man bemerken, daß in ber Elipfe, wenn » fpik ges 
nommen wurde, der: Winkel u dann allemal fich als ein ſtumpfer Winkel 
auswiehz daß aber in der Hoperbel beide Winkel p und p zugleich ſpitz 
fegn Fünnen und werden, und daB namentlich. wenn » fpig genommen 
wird, der Winkel nie Rumpf ſeyn kann, menn CR, und CY, zuſam⸗ 
mengehörige Durchmeſſer ſeyn follen. 


. 
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liefern, fo oc bie Gleichung VI. 3.) jetzt über in 

(0). x, y, =%a?+b?°), 

welches bie einfachfte Gleichung der Hyperbel ift, die fid) auf 

die Aſymptoten ale Koordinaten⸗Axen bezieht. Dabei nennt 

man 4a?-b?) die Potenz der Hyperbel. — Zieht man 

aber dutch B’mit CE eine Parallele BH, fo ift allemal 
CH? = DII? = BH? = 4(a?+b?), 

IX. Die Afymptoten der Hyperbel haben noch die Eigen- 
fchaft, da wenn fie (und die Hyperbel zugleich) von irgend 
- einer geraden Linie KLIk oder K/EMK! (Sig. 22.) in irgend 
einer Nichtung gefchnitten werben, dann bie Entfernungen ber 
Durdhfchnitts: Punkte diefer Geraden mit den Schenken der Hy⸗ 
perbel und den Afymptoten, einander gleich find, nämlich 

KL=kl oder Kl=kL; 


eben fo 
K'L = ki! oder Ki = kW. 
Nimmt man nämlich die Haupt:Aren CX und CY zu Koors 
dinaten⸗Axen, und find x und y ihre zugehörige Koordinaten: 
Merthe, fo iſt die Gleichung der Hyperbel . 

1) =); 
Dagegen find die Sleichungen beider Afymptoten CHD und CE 
bezüglich 

b 

2) 2x und JSE7t. 
Nun führe man eine neue Ordinaten⸗Axe CY, ein, parallel mit 
der beliebigen Geraden KLIk, welche mit CX einen Winkel 4 
. bildet; begeichnet die, auf Die Koordinaten-Aren CX und CY, 
bezogenen Koordinaten: Werthe durch x’ und y’, und hat dann 
jroifchen den Koordinaten-Werthen x, y, x’ und y/, wenn fie 
einem und demfelben Punkte der Ebene (alfo auch der Aſymp⸗ 
tote, oder der Hyperbel) angehören, die Gleichungen 

x=x/Ly.osp md "ymylsing. Ä 

Subftituirt man nun Diefe Werthe ſtatt x und y, in bie Sie 
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chung 1.) ber Hyperbel, und auch in bie Gleichungen 2.) ber 
Alpmptoten, fo erhält man als neue Gleihung der Hyperbet 
(VII. 2.) 


3) (a? sin 92—b? cos p*)-y— 2b?x'y!.cos 9—b?x!? 


+a’b?—0; | 
und für bie beiden Afymptoten erhält man bie neuen Gleichungen 
.4) (a-sin p—b-cos p)-y! = bx’ 
und (a-sin p-+-b-g0s p)-y! = —bxf, 


wo für x—=—CP!, bie beiden Werte von y! aus ber Glas 
hung 3.) begüglich die Werthe P/L und —PA vorfielien, wäh 
rend der Buchſtabe y! in der erfiern der Gleichungen A.) den 
Werth PK, in der andern der Gleichungen 4.) dagegen ben 
Werth —Pk bat (für x<—=—CP', Findet man nun 
aus 3.) dieſe beiden Werthe von y', und aus A.) ebenfalls die 
beiden Werthe von y’, und giebt man folche von einander ab, 
fo ergiebt fich augenblicklich die Wahrheit der obigen Behauptung. 

Diefe beiden legtern Nummern enthalten aber die merkwür⸗ 
digſten Eigenfchaften der Alymptoten der Hyperbel. 

X. Der Umftand, daß (Gig. 21.), wenn F der Brenn: 
Punkt ift, die Linie FM in x(—= CP) ſich rational ausdrücken 
läßt, giebt wiederum eine fehr einfache Polar⸗Gleich ung de ' 
Hyperbel, wenn man MFX—Yp und FM=r fegt. Ban 
fegt nämlich wiederum, ganz analog wie bei der Ellipſe 


—E =e, alſo a?b2 = ae 
und‘ nennt e bie Ercentricttät der Hpperbel; dann nimmt 
man aus IM. 7.), indem man fi) x, poſitiv denkt, 
r=ex,—+ta; ‘ 
außerdem aber hat man noch (weil FP=CF+ cp iſt) 
| rcosp=ae-tx,; 


eliminirt man nun x, aus Bieten Jestern beiden Sleichungen, 
fo erhält man 
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(©)--- = a-(i-e®) _ ale 1) 


1—e-0sp ercosp—l. 


Dies ift die Polar: Gleichung der Hyperbel. Sie giebt nur fo 


lange pofitive Werthe von r, als ber Nenner e-cosp—1 

pofitiv iſt. Sie giebt alfo nur, dann Punkte der Hpperbel (da 

rd. h. FM sie negativ werden kann), wenn ꝙ zwiſchen O 

(oder 3600) und demjenigen Werthe p! von p liegt, der durch 
die Gleichung 


e- 00 10 oder = 


gegeben ift, welche Gleichung zwei Werthe von p! liefert, wo⸗ 


von der eine ſpitz if, der andere im After Duadranten liegt *). 
Diefe Polar: Bleichung giebt alfo nur denjenigen Theil der Hy: 
perbel, twelcher rechts von CY liegt. — Für x, negativ (etwa 
für den Punkt m), hat man aber (nach UI. 7.) 

, r=—eX,—3, 
und außerdem noch 

r-c0sp—=ae-t-x,; 
folglich, wenn man hieraus wieder x, eliminirt, 

a (e!—1) , 
(Q--- = 73 —— IJ 

unb dieſe Polar⸗Gleichung giebt den andern Theil der Hyperbel 
zur Linken von C. — Führt man ſtatt W. mFX=9 lieber 
W. mFX!/=yp en, fo dag p und y Nebenminfel find, fo 


bat man cosp=—cos%y, und die Gleichungen ©.) und 
@.) nehmen dann bie Form an 

Oro) (fi ben Theil der Hyperbel 
” —A1te-cospl ur Rechten von C; 

C.).. DEE a-(1—e?) | für den Theil ber Hnperbel 
“ —ı1—ercospl zur Linken von C. 


Dieſe letztere Gleichung (C,) giebt natürlich auch den andern 


+ %) Diefer Winkel p° if genau derjenige, melchen die Alymptoten 
mit CX machen (nad van, ) 
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Theil der Hpperbel zur Rechten von C, wenn man unter r 
nicht FM fondern FM, und unter nicht W. NFX fondern 
W. MFX verficht. 

XL Endlich) kann man in der Hpperbel (mie in $. 131. 


XI. für bie Ellipſe) ba fegen. Die Scheitel-Gleichung ber 


Hyperbel wird dann 
y?—x2— 2x} 
die Mittel⸗Punkts⸗Gleichung dagegen 
2 — x2— 22; 
und bie Polar» Gleichungen, in fo fen e— 2 wird, wer: 
den, wenn r=' FM und W. MFX=9 gefegt find, 
a a 

= cos p V2— 1 ober os p-Y2—+1 
für Die Theile rechts ober linke. 

Die Afyınptoten ſtehen dasmal auf einander fenfrecht, und 
die Hyperbel Heißt bie gleichfeitige. Sie ift unter den Hy 
perbeln das, was der Kreis unter deu Ellipfen if, und fie bat 
in der That eine große Menge Eigenfchaften, welche denen 
des Kreiſes, wie folche ung aus der Elementars Geometrie be: 
Fannt werden, ganz analog find. | 

Anmerkung Wergleicht man alle drei Gattungen ber 
Linien der zweiten Ordnung mit einander, fo findet man noch: 

1) Iſt y’=px-tgx’ 
die Gleichung für alle Linien der zweiten Ordnung, wo p po 
ſttiv, q dagegen O, negativ und poſitiv feyn kann, fo iſt bie 
Drdinate über den Brenn-Punkten allemal — Ip, oder, wie 
man fich ausdrückt, allemal dem halben Parameter gleich. — 
Man findet daher zumeilen bie Brenn: Punkte nach dieſer Ei⸗ 
geufchaft befinirt. U 
| 2) Hq gegen p fehr klein, fo if für fehr Eleine Wer⸗ 
the von x, das Glied qx? gegen das Glied px fehr Elein, und 
dad y aus y?=px-tgqx?, von dem y aus y?= px, 
ſehr wenig verfchiedben. Alfo kann man in folchem Falle bie 
Ellipfe und bie Hpperbel (alfo auch den Kreis) gan ;i nahe 


11 
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am Scheitel, als eine Parabel anſehen, ohne merklichen 


sol H. 
$ 133. 


Wir wollen am Schkuffe dieſes Kapitels noch zeigen, 1) 
Daß jeder ebene Schnitt eines Kegeld allemal eine Linie ber 


zweiten Ordnung ift, und 2) daß jede Linie der zweiten Orb» 


nung aus jedem gegebenen (fenkrechten) Kegel gefchnitten ter 
den Fann, indem man eine Ebene. durch ihn legt. 

Denkt man fich nämlich einen Winkel BAZ —= 4a (Sigg. 
23. 24.) um einen feiner Schenkel AZ, der im Raume feſt ge 
dacht wird, herumgedreht, fo befchreibt der andere unendliche 


Scheel AB eine Eonifche Oberfläche, welche an der Spige 


den Winkel & bat. Legt man durch biefen Kegel eine, ganz bes 
liebige Ebene DMP (Sigg. 23.— 25.), in welcher aber die Are 
AZ nicht Liegt, und welche wir die Schnitt-Ebene nennen 


wollen, fo kann man die Are AZ des Kegeld allemal auf biefe 


Schnitt-Ebene projiciren, und dadurch bekommt man die Axen⸗ 


Ebene BAC ſenkrecht auf der Schnitt-Ebene DMP, und beide 


Ebenen ſchneiden fich in der Geraben DX, welche wir alg Ab- 
feiffen- Are nehmen wollen. Wir ziehen für einen beliebigen 


untt M des Schnittes DM die MP ſenkrecht auf DP, fegen- 


— — - — — —— 


DP=x, PM=y und füchen nun die Gleichung zwiſchen 


x und y. 


Da PM fenkrecht ſteht auf der Ebene ABC, alſo auch auf 


BoO, fo ſteht die Ebene BMCP ſenkrecht auf ABC, alſo auch 


fenkrecht auf AZ, fobald man nur BC fenfrecht auf AZ ge 
dacht bat. Daher iſt der Schnitt BMC ein Kreis, BC fein 
Durchmeffer, und MP fenkrecht auf dieſem Durchmeſſer; alfo 
hat man nach den Elementen der ebenen Geometrie - 


*) Daher leiften Heine Hohlſpiegel, die Kugels Segmente find, deren 
Madius a if, als Brennfpiegel nahehin daffelbe, was nicht größere para- 
boloidifche Teiten, deren Parabel durch die Gleichung y2 — 2ax geges 
ben if, febald n nur der größte Werth von x gegen a ſehr! Kein if. 


t 
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BP:PM = PM:CP 
ode 1) MP?=BP.CP db. y*’=BP.CP. 
Dies iſt aber bie verlangte Gleichung des Schnittd DM, fo- 
bald wir BP und CP in DP oder x ausbrüden. Zieht man 
aber DH mit BC parallel, und feßen wir 


2) AD=e, 
fo iſt noch 
3) DH = 2eSin ja. 


Um aber BP und CP in DP oder x auszudrũcken, müflen wir 
drei Fälle unterfcheiben, einmal wenn W. CDX—=PB dem 
Winkel « gleich ifl, fo daß DX mit AB parallel läuft (Fig. 23.); 
dann, wenn W. CDX=P größe ifl ald a, fo daß DX 
ber AB (in E etwa) begegnet (Fig. 24.); oder endlich, wenn 
W. CDX = PB kleiner ift als der Winkel «, fo daß die DX 
der verlängerten BA in E begegnet (Sig. 25.). 

L Läuft DX mit CB parallel (Fig. 23.), ift lo B= «u, 
fit BP=DH= 2c-sin ja von x gang unabhängig, und 
in dem gleichfchenklichen Dreiecke CDP it CP = 2%x sin 4a. 
Folglich geht die Gleichung 1.) bes Schnitte DM jegt über in 

2)  y?=A4c-(sinya)?-x; 
und dies ift bie Gleichung einer Parabel, deren Parameter 
.p = Ac- (sin 3a)? iſt. 
Umgekehrt kann man für jede durch die Gleichung 


2 — 
= px 
gegebene Parabel aus Ietterer Gleichung - 
p == Ac-sin 4a? 


allemal c fo dazu finden, daß ber gegebene Kegel in der gefun⸗ 
denen Entfernung c, parallel mit AB gefchnitten, allemal gerade 
bie gegebene Parabel liefert. | 

I. Iſt B>« (Sig. 24.), fo sieht man DL parallel mit 
AB, fo daß = 
0 BL = DH = 2c-gn ja | 
wird. Dann berechnet man LP und CP in ben beiden Drei: 
eden LDP und CDP aus dem Sage, „daß fich die Seiten 
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verhalten, wie die Sinus der Gegen- Winkel"; und man finder 
fogleich, weil sin (I0’— za) = cos za iſt, 

IP. PO) und Can, 

COS zu cos zu 
Setzt man nun BP=BL—LP und flatt BL, LP und CP 
ihre Werthe in die Gleichung 1.), fo erhält man 
sin (Ba): ‚sine 2 
(cos 3a)? 

und dies if, da sin (B—a) mit B—a zugleich pofitiv ift, 
allemal bie Sleichuns einer Ellipſe, welche mit der Scheitel⸗ 





y?=%c- sin P- ig za x — 


> 


Steigung y? = —-(2ax—x?) verglichen, 
c-sin B-1g 3a = u: und ——— * 


liefert, aus welchen beiden Gleichungen die halben Aren a und 
b berechnet werben Fönnen. 


Ungetehrt/ iſt irgend eine Ellipſe durch die Gleichung | 
y? =, Qa—x’) gegeben, fo darf man nur 


2 BL. 
c-sin ß- tja und SITE * — = e 
fegen, und man wird aus der 26m Gleichung (weil b Da ge: 
dacht werden kann) allemal B, und dann aus der erfien Glei- 
hung noch c fo dazu finden, daß Der gegebene Kegel gerade 
diefe Ellipſe liefert. | 

mM. Iſt B<a (Fig. 25.), fo giebt die ganz analoge Be 
handlung für den Schnitt die Gleichung 

y? — %c-sin B-tg la u a IE * —* Du; 

und dies ift Die Gleichung einer Hpperbel, und der Schnitt giebt 
die volftändige Hnperbel, wenn man dem Kegel an ber Spiße 
einen zweiten Congruenten gegenüber ſtelt, wie ebenfalls leicht 
zu beweiſen iſt. 


. Drittes Rapitel. 


Bon ben Koordinaten im Raume. 
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Soll die gegenfeitige Lage mehrerer Punkte, die nicht in 
einer und berfelben gegebenen Ebene liegen, näher beſtimmt wer⸗ 
den, fo nimmt man brei auf einander fenkrechte Koordinaten 
Ebenen XOY, XOZ und YOZ (Sig. 26.), welche fich in drei 
auf einander fenfrechten KoorbinatensAren OX, OY, O2 
ſchneiden. Diefe drei Ebenen bilden acht Räume, und in jedem 
biefer Räume iſt ein Punkt M völlig gegeben, wenn man feine 
drei fenfrechten Abſtände MM,, MM, und MM, von den drei 
KoorbinatensEbenen Eennt. Diefe Abftände nennt man nun die 
Koordinaten des Punktes M; während unter Koordinaten 
Werth eines Punkts M die pofitiven oder negativen Zahlen 
verftanden werden, welche man erhält, wenn ben in abfoluten 
Zahlen ausgebrückten Koordinaten noch ein 4 oder — Zeichen 
vorgefeßt wird, um angubenten, daß ber Punkt M auf der einen 
oßer auf ber entgegengefeßten Seite der Koordinaten: Ebene liegt. 
— Und liegt der Punkt M in ber Koordinaten: Ebene felbft, fo 
ſagt man: „der ihm in Bezug auf diefe Koordinaten: Ebene zu⸗ 
Eommende Koordinaten: Werth ſey der Null gleich". . 


$. 189. 


I. Legt man durch M drei Ebenen parallel mit ben Koor- 
Binatens Ebenen, fo entfteht ein rechtwinkliches Parallelepipedum, 
in welchem je vier parallele und gleiche Kanten auf zweien ge 
genüberſtehenden Ebenen (und allen geraden Linien in denfelben) 
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ſenkrecht ſtehen. Akfo ſteht OX auf MM’, OY auf MM”, und 
OZ auf MM ſenkrecht. Sind nun x, y, z die Koordinaten: 
Werthe des Punktes M, fo hat man 
OM =MM, =M,WM"=M,M4= +,x, 
OM" = MM, =M MM =M,M“=-£-y, 
OM« = MM, =M,M! =M,M! = +1. 
Folglich ift 
1) 0OM=VeFy pr 


und 
2) cos MOX = = ou: cos MOY— = am’ cos MOZ = om 


two OM nicht negativ feyn kann, während Diefe Koſinuſſe be: 
jüglich mit x, y, z zugleich poſitiv oder negatio find. Alſo 
wird 5. B. der Winkel MOX fpig oder ſtumpf feyn, je nachdem 
x poſitiv oder negativ gegeben ift; u. f. m. — Aug den Blei; 
dungen 2.) und 1.) folgt auch noch 


73) (os MOX)2-+(oos MOY)'--(cos MOZ)?= 1. 


II. FEN ein zweiter Punkt, gegeben durch feine Koordis 
natens Werthe x’, y’, 2’; fo bat man (nad) I.) 


4) oON= — — — 


und 
5) cos NOX— an; cos NOY = I; cosNOZ = IR 


Legt man aber noch durch M neue Koorbinaten:Aren MX, 
MY', MZt, mit den alten OX, OY, OZ berüglich parallel, B - 
find in Bezug auf dieſe neuen Koordinaten» Ebenen die Koordis 
naten⸗Werthe des Punktes N offenbar 

xı—x, yY—-y und 2—ı; 
und daher ift noch (nach I.) 
) 2 MW Ne 
und, 
— 2 
* 
während man von dieſen drei Winkeln ſagt: „fie ſeyen 





7) cos NMX In: ; coseNMY = LT; ; cosNNMZ’ = 
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„die Winkel, welche die Gerade MN mit den drei Koordinaten 
„Agen OX, OY und OZ made." 
IT. Im Dreied MON hat man, nad dem allgemeinern 
ppthagorifchen Lehrfage der Trigonometrie, 
MN? = OM?--ON*— 20M-ON.cos MON. 
Daraus findet ſich 


N cos MON = 


Set man aber hier herein ſtatt OM, ON, MN ihre, in dx 
Koordinaten: Werthe ber Punkte M und N ausgedrückten Werthe, 
fo erhält man 
u rtbyeyibaea 
wo OM und ON nie negative Zahlen vorftelen. Diefe Ste 
chung läßt fic) aber (nach 2. und 5.) auch fo fchreiben: 


9) cosMON = cos MOX.cos NOX +coeMOY, cos NOY + cos MOZ.cos NOZ. 


OM2-LON?— MN: 
—I0M.0N 


Iſt daher 
10 | cos MOX cos NOX-Leos MOY :cosNOY-Feos MOZ-cosNOZ — 0 
) oder x. x’-+y: y’-+2- —(, 


fo fiehen OM und ON auf einander fenfrecht; und umgekehrt 
ſtehen OM und ON auf einander fenfrecht, fo findet Die Glei— 
hung 10.) flaft. 

Anmerkung. Da zwei Ebenen unter fich denfelben Win | 
kel machen, den zwei auf diefelben fenfrecht gedachten Geraden 
unter fich bilden, fo kann man dieſe letztern Wahrheiten auch 
fogleich auf Winkel ausdehnen, welche zwei Ebenen unter fi 
und mit ben Koordinaten: Ebenen machen. 


$. 136. 

&ind M, N, P; Q beliebige (und beliebig viel) Punkte, ent 
weber alle in einer Ebene, ‚oder im Raume beliebig verteilt; 
denkt man fich die Linin MN, NP, PQ, QM geogen; find 
ferner u, 2, x, g die Winkel, welche diefe Richtungen MN, NP, 
PO, QM (to man nicht bie entgegengeleßten Richtungen, ED 
nicht PN flatt der Richtung NP nehmen darf) mit einer. belies 

bigen 


‘ 


J. 








-— oo — — — 


| 
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bigen Geraden OX (und nicht mit ihrer enfgegengefeßten Rich: 


tung XO) machen ®), fo iſt allemal 


"MN.cos utNP- cosv+-PO: .cos x--QM:- sg —=U. 


Denn, man denke ſich zuerſt die Punkte M, N, P, Q mit OX in ei- 
ner und derſelben Ebene, wie etwa in Fig. 27.), ſo hat man 
MN-cosa= M,N,, weil hier ſpitz gedacht iſt, 

NP. cos ——N ‚Pr, meil » nad der Figur Rumpf if, 

PQ.cosz= P,Q., weil x der Figur zu Folge fpig genommen wer⸗ 
den muß, 

OM-cose—=—0Q,M,, weil e In der Figur ſtumpf iſt; 

alfo fpringt in dieſem Falle die Nichtigkeit des Satzes in die Augen. 

Aber gerade fo bleibt die Sache, wenn M, N, P, @ beliebig im Raume 
vertheilt find, und OX miederum beliebig im Naume liegt; weil fich jede 
Linie 4. B. MN auf die Gerade OX gerade fo projicirt, wie auf eine durch 
M gelegte Parallele mit OX; und um dies letztere vecht anfchaulich zu 
machen, Darf man nur durch die Punfte U und N Ebenen auf OX ſenk⸗ 
recht gelegt Ach denken. 


$. 137. 


T Sind x, y, z die Koordinaten-Werthe eines Punktes 
M, die ſich auf die Koordinaten⸗-Axen OX, OY, OZ beziehen; 


legt man dann durch O drei neue, wiederum auf einander ſenk⸗ 


rechte Aren OX,, OY,, OZ,, welche ihrer Lage nach gegeben 
find durch die Winkel ' 
X,OX, X, OV, X,02; V, OX, Y,OY,., ‚02; 2,0%, 2,0%, 2,02, 


1’ deren Kofinuffe bezüglich ri 


a, B, 9 al, BL, y'5 all, pH, yil ⸗ 
bezeichnet ſeyn mögen; — und find zuletzt x., Yı, 2, die drei 
neuen, auf dieſe letzteren Koordinaten⸗Axen bezogenen Koordine- 
ten⸗Werthe deſſelben — M, ſo hat man allemal 


*) Treffen ſich zwei Gergde im Raume gar nicht, obgleich jede ohne 
Ende fortgeht, ſo verſteht man unter dem Winkel, den ſie mit einander 
machen, allemal den Winkel, den die eine derſelben mit derjenigen Ge⸗ 


aden macht, weiche durch einen Punkt der erfieen, mit ber andern parallel 
- gedacht wird. ® 


SL. 19 
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= x+PBy+yı)N) (max taiyıtr oz, 
v +. — ax P'y+ Zum 2) y=Px,+Py.+ Br} 

2, = adiz 4-Bly-t-yt = ytrytrez. 
Dabei eriftiren zwiſchen ben 9 Kofinuffen noch 6 Gleichungen, 
nämlich 


a? +8? -y? = aut BB! + 97’ = 0 
en 








oa pr tt =1 act BB LH — 0 

alle ua 41% —1 ala BB + yy = 
während flatt dieſer 6 Gleichungen auch dieſe anderen 6 Glei⸗ 
chungen genommen werben Eönnen, nämlich 


o--at Hair — 1 oB-taiß/-tarpt — 0 
—* PB" = \ und 6) ——— —0 

Aal u Zu mt Su Prey j. 
Die Gleichungen 1.) findet man amt einfachken, wenn man fich ben 

beſonderen Fall denkt, wo x, y, z und x,, y. und z, alle pofitin find, 
und nun (Fig. 26.) die Punkte O, M’, M,, M auf die OX, proj cirt, m 
dann der Sat des vorſtehenden $. 136.) eintritt und die erſtere der Glei⸗ 
ungen 1.) ohne Weiteres liefert. Projieirt man aber diefelben Punkte 
auf OY, und OZ,, fo erhält man die beiden andern der Bleichungen 1.). 
— Die Gleichungen 2.) würde man ganz auf diefelbe Weiſe bekommen, , 
wenn man fi) OX,, OY, und OZ, als Die alten Aren dächte, und dans 
OX, OY, 0Z als bie neuen. 

So hequen diefe Darkellungs : Weife ift, weil man mittelft derſelben 
die Gleichungen 1.) und 2.) jedesmal augenblicklich bilden kann, alſo letz 
tere nicht im Gedächtmiß zu behalten braucht, fo if doch der nachſtehende 
Beweis diefer Gleichungen 1.) und 2.) gründlicher, weil er fich auf ale 


Lagen des Punktes M erfredt. Man fege nänlih OM=r; und be 
zeichne durch - 
5 55 und 5, FE, 2 


die Kofinufle der Winkel 
MOX, MOY, MOZ und MOX,, MOY,, MOZ,, 


) D. h. die auf OX, genommene Kosrdinate x, ift allemal bie 
Summe der Projektionen der 3 alten Koordinaten x, y, z auf diefe Are 
OX;,; u. f. f. au für y, mb z,. — 

Umgelehrt ik aud jede alte Ordinate x, oder: y, oder z, gleich der 
Summe ber Projektionen der drei neuen Koordinaten x., Jr, z, auf be 


süglih OX, oder OY, oder OZ.— Dies letztere drücken die drei Sleichun⸗ 
gen 2.) aus. 
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fo hat man (nad) $. 135. N. 2.) 


s—-, 3, = md a — 2% 
r r r r r 
außerdem aber ift noch (nach $. 135. N. 9.) 
 .. d=8ra-t2e.a/ te”. 5:0 +5°B +8". y. 
"= BEP tet. und Es FB sea! 
Sf syte’ . ya! 26 -a’-5'-B’'-8. y" 


Werden nun hier herein flatt 5, 6°, 5°, &, e’ und e” ihre fo chen vorge⸗ 
zeigten Werthe gefent, fo hat man fogleich die Gleichungen 8.) und 1.). 
Die Gleichungen 3.) und 5.) find Keine anderen als die Gleichung 
6. 135. N. 3.). — Die Gleichungen 4.) und 6.) endlich find Feine ans 
deren als die Gleichung $. 135. N. 10.), in fo fern bie neuen Aren 
paarweiſe unter ſich rechte Winkel bilden, und daffelbe auch mit den alten 
Aren der Fall if. 


I. Bon den 9 Kofinuffen o, a, all, B, PB", pm —8 
und „il bleiben nur drei völlig willkührlich; Die übrigen find 
von biefen dreien abhängig, wie ſolches aus ber geometrifchen 
Betrachtung der Figur hervorgeht. — Man kann aber drei neue 
unabhängige Werthe p, w und 6 einführen, fo dag alle 9 Ko⸗ 
finuffe &, ß, 9, al, Bl, lol, Bl und fonach die alten 
Koordinaten Werthe x. y,z (in die neuen x,, Yı, Zı und noch) 
in p, und 6 ausgedrückt erfcheinen, während p, und 6 
ganz willkührlich gedacht werden können. | 


Ä Es werden fich nämlich die beiden Koordinaten: Ebenen 

X,0Y, und XOY in einer Gerade D’OD ($ig. 28.) fchneiden, 
welche wir bie Knoten⸗Linie nennen, und es iſt nun bie Lage 
der neuen Koordinaten: Axen OX,, OY, und OZ, völlig be; 
flimmt, 1) wenn man den Winkel p Eennt, welchen OD mit 
OX madıt, 2) den Winkel ꝙ, welchen OX, mit OD macht, 
und 3) den Winkel 0, welchen die Ebenen XOY und X,OY,, 
oder bie Geraden OZ und OZ, mit einander machen und ber 
fpig oder ſtumpf feyn wird, je nachdem man Die eine Richtung 
von OZ, oder die entgegengefeßte zur pofitiven Seite der neuen 
Koordinaten: ‚Aren wählt und durch OZ, bezeichnet. Der Win 
kel 6 ift alfo derjenige, deſſen Koſinus wir vorher durch yi be; 


zeichnet. haben. 
19 * 
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Man nimmt alfo 
KoD=» YOD=%°-+9, X,0D=y, Y,OD = 900 
und cos d — A 
und ſucht nun die übrigen Koſinuſſe o, ß, y, etc. etc. alle in 
o, v und 6 auszudrücken. Dies geſchicht leicht mittelft dei 
Sage der fphärifchen Trigonometrie, nach welchen allemal 
cos a —= cos b-cos c+sın b- sin c-cos A 
iR, fo oft a, b, c bie drei Eeiten eines fphärifchen Dreicdt 
ausdrücken, und A ben, ber Seite a gegenüberliegenden Winkel 
vorſtellt. Diefen Sat wendet man auf bie 8 Förperlice 
Dreiecke an, welche bezüglich gebildet werben aus ben Kanten 
OD, OX, OX,; OD, OX, OY,; OD, OY, OX,; OD, OY, 0Y,; 
OD, 02, OX,; OD, 02, OY,; OD, OX, 0Z,; OD, OY, 02; 
während man ftatt des Winkeld A immer den Winkel an be 
Kante OD fett, welcher bald 6, bald 1800— 0, bald 90° 
bald auch 90°-1-9 iR. 

Man findet dann, wenn alle Kofinus und Sinus der Bir 
kel 90°--y, 90°-+-Y, 180°—4, 90°—6, 90046, auf cn 
und sin der Winkel 2, v, 0 zurückgebracht find, bie nachfichen 
ben Refultate, nämlich 

—— cos ꝙ · cos -ein p- sin v· cos OÖ; 

sin ꝙ · cos - Cos p-sin cos 0; 
y=—sin v·- Sin ; 

al == - 005 ꝙ · sin y-+-sin p-cos v. cos 6; 

7) <Pl= sing-sind-+-cos p-cos W-cos 6; 
Yyl= eos»-sin; 


all — — sin p: sind; 
BN= —cos 9-sind; 
yll — cosh. 


u Und in der That genügen diefe Werthe den 12 Gleichun 
gen (1. 3. —6.) vollſtändig. 
II. Legt man durch einen Punkt O4, deſſen Koorbinaten: 
Werthe p, q, r ſeyn mögen, neue Koordinaten: Aren OX!, 
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‚, O'Y', OM parallel mit den alten OX, OY, OZ; und’ legt man 
‚dann dur) O0! noch ein drittes Koordinaten-Aren-Syfem , 
OX,, OY,. O/Z,, deffen Lage gegeben ift durch die Winkel 
X O, X,oY, X,07; Y,OX', Y,OY', Y,012; 
ü 2ZOV, 2,0%, 2,0, 
deren Kofinuffe bezüglich ' | 
89 al, 3 al, a, 

find, fo bat man (nad I. 4 2. u. $. 135. U), wenn x, 
Yı: 2, die, auf diefe Ießtern Uren besogenen Koordinaten-Werthe 
deſſelben Punktes M find, deſſen erſteren Koordinaten⸗Werthe 
‚durch x, y, 2 vorgeſtellt werden, 

| x=p-+ox,-Lo'y, Fat, 

18) a y= gq-+Px,+P'y ‚tPß"z, 

| = rs +Y'y+Ytz,, 

wo die 9 Koſinuſſe von den 3 Winkeln 2, %, 0 mittelft der» 
vorſtehenden Gleichungen 7.) abhängen, fobald ꝙ bie Lage ber 
Knoten⸗Linie OD d. 5. den Winkel XOD, w die Lage von 
‚OX, d. 5. den Winkel 'DOX,, endlich 6 die Lage der Ebene 
X, ON, d. h. den Winkel Z’O1Z, vorſtellt. 


4. 138. 


Man kamn auch flatt rechtwinflicher Koordinaten WWerthe 
x, y, 2, Polar:Koordinaten 9, b, r für denfelben Punkt M 
einführen. Es ift nämlich der Punkt M gegeben, wenn man 
den Winkel 6 (von O bis Ix gebacht) Eennt, welchen die Ebene - 
MOX mit der Ebene YOX macht; ferner wenn in dieſer Ebene 
MOX der Mintel MOX —= ꝙ befannt ift (der von 0 bid x 
gerechnet wird), endlich wenn man noch. Die Länge r des Ra⸗ 
dius⸗Vektor OM hat. 

Und man finbet ſogleich 
| XTcos p; rSin p. cos md z=r-sing-sind. - 





Vierter Kapitel, 





Wie Flächen und Linien im Raume burh Gleichungen aut 
gebrüdt werben. 


$. 139. 


1. Hat man brei auf einander fenfrechte Aren OX, 01, 
02 (Fig. 26.), und find x, y und z bie drei zugehörigen Koor 
binatens Werthe eines beliebigen Punktes M, (fo Bag x und y 
bie Koorbinatens Werthe feiner Projektion M, auf XOY vw 
ſtellen, nd „= MM, if); und liefert eine Sleichuus 

= —=0 
zu fletig neben einander liegenden reellen Werthen von x undy, 
auch reelle Werthe von z, fo ift die Gleichung fz,,,. = da 
Nepräfentant irgend einer ebenen oder Erummen Fläche, ſobald 
man unter den unendlich vielen zufammengehörigen reellen Was 
then von x, y, 2, welche Biefer Gleichung genügen, Koordinaten 
Werthe zugehöriger Punkte verficht, — Es find nämlich x und 
y ganz belichig zu nehmen, und z ergicht fich dann aus be 
Gleichung f== 0 jedesmal dazu. 
II. Bezieht man zwei folche Gleichungen 
1) 0 und 2) 9,0 

auf diefelben Koprbdinaten:Aren OX, OY und. OZ, fo bat ma 
zwei ſolche Flächen, fobald man in jeder Gleichung unter z ehn 
was anderes, nämlich jedesmal die Funktion von x und y (d.h. 
den Ausdruck in x und y) verficht, der aus ber Gleichung fid 
für 7 ergiebi, und der in jeder Gleichung ein anderer if. — 
Denkt man ſich aber in beiden Gleichungen die x, y und aud 
die z als genan Diefelben, fo finden fich y und z als Funktio⸗ 


EN 


— — — u vn 
» 
. 
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nen von x allein, d. h. in x allein ausgedruckt, und man hat 
dann nur die Punkte im Auge, welche beide Flächen mit einan⸗ 
der gemein haben, d. h. die Durchfchnittslinie beider Slächen. 
Und da man jede gerade oder Frumme Linie im Raume als die 


Durchfchnittslinie zweier durch fie gelegten Slächen betrachten 
Tann, fo kann man jede gerade oder Erumme Linie im Raume 


durch zwei folche Gleichungen zwiſchen x, y und z vorftellen, 
welche y und z in x ausgedrückt Tiefen. 


— 


III. Hat man nun eine Gleichung &,.—0 für irgend 


eine Fläche; führe man bie neuen-KoordinatensAren des $. 137 
“ IE.) ein; und fege man in f=0 ftatt x, y, z biefe Werthe 


aus $. 137. IH. 8.), fo erhält man augenblicklich die neue Glei⸗ 
hung F,.,y2.., 0 für dieſelbe Fläche, jedoch auf diefes andere, 


alfo auf ein gang beliebiges neue, aber wiederum rechtwinkli⸗ 


ches Axen⸗Syſtem bezogen. 

Es geht aber ſogleich aus der Form der Gleichungen des 
§. 137. UI. 8.) hervor; 

1) Die beiden Gleichungen &,,.—=0 und Fr,y.. — 0 
find beide zu gleicher Zeit algebraiiche, oder beide zu gleicher 
Zeit tranfcendente. - 


2) Im Falle fie algebraifche find, find fie auch beide alle | 


mal- von einer und derfelben Dimenfion. 
IV. Daher kann man bie Slächen eintheilen in a) alge 


| braifche und b) tranfcenbente, je nachdem Die Gleichung 


f,,,,, 0 berfelben, algebraifch oder tranfcendent ift. Und die 
algebraifchen Flächen werden dann wieder eingetheilt in 


o) Flächen der erften Ordnung, deren Gleichung von 


der erfin Dimenfion ift, alfo die Form 
Ax+By + +-D= 0 
bat; 


B) Slächen der zweiten Ordnung, deren Glechung von 
der zweiten Dimenſion iſt, alſo die Form 


Ax Byꝰ0 +DsytEx ty GsHyTKr FL = 0 


hat; 
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4) Flächen def dritten, vierten, nt" Drbuung, Deren 
Gleichungen won ber britten, vierten, n!= Direnflon finb. 

V. Bird eine gesehene Fläche von ben drei Koorbinaten- 
Ebenen gefchnitten, fo nennt man bie Durchichnlitg:- Ziguren bie 
Grundfänitte — HM 1... 0 bie Gleichung der Fläche, 
fo iR, je nachdem O Matt =, Matt y aber Ratt x geſett wird | 

ſ. „o O bie Gleichung bed Orunbichmitted in der Ebene XOY 
auf Die Arm OX unb OY beypgen; 
f,.0,.=0 Die Gleichung bed Grundfehuitted in ber Ebene XO7 
auf bie Arm OX und OZ bezogen; 
fo,y. = 0 bie Gleichung bes Grundſchnittes in ber Ebene YOZ 
auf Die Axen OY und OZ bezogen. 
VlI. Setzt man aber in der Slckung f,,. 0 be 
Fläche, flatt 2, y, x abwechfelad und bezüglich e, b, a, fo if 
fe die Gleichung eines Schnittes, weldyer mit XOV 
‚parallel, und von XOY um Fe entfernt gelegt iſ 
auf Aren bezogen, welche in ber Ebene bed Schnit 
te8 parallel mit OX und OY gedacht find, und 
durch den Punkt, in welchen biefe Ebene des Gchait: 
te8 von OZ getroffen wirb. 


Ferner iſt 
64.0 bie Gleichung eines mit XOZ parallelen und von 
XOZ um +b entfernten Schnittes 
md _ 
f,,y,,=0 bie Gleichung eited mit YOZ parallelen und von 
YOZ um +a entfernten ES chnitted, jedesmal auf 
Aren bezogen, welche in ber Ebene des Schnitte 
durch den Punkt, in denen bie Ebene bed Schnittes 
von der einen der drei Koordinaten-Aren getroffen 
wird, mit den beiden andern der Koorbinaten- Aren 
OX, OV, 02 parallel gelegt find. 
‚VI. Wil man aber durch die, vermöge der Gleichung 
f,,y,. = 0 gegebene Fläche einen beliebigen ebenen Schnitt legen, 
fo muß man entweder die Gleichung der durchgelegten Ebene 
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auffuchen und dann beide Gleichungen in Verbindung als die 
Punkte des Schnmittes Beftimmenb beibehalten. (nach I1.), oder 
man muß biefe Ebene als eine neue Koorbinaten« Ebene anfehen, 
und die neue SHeichung der gegebenen Fläche ſuchen (nach III.), 
weldye fich auf bicfe und noch zwei andere belichig auf ihr and 
auf einander ſenkrecht genommenen Koordinaten: Ebenen bezieht. 
Dann ift ber geſuchte Schnitt der (nah V.) leicht zu findende 
neue Grundſchnictt. 


6. 140. 


Von den Flaͤchen der erſten Ordnung. 


Betrachten wir nun die algebraiſche Fläche der erſten Ord⸗ 
nung, wie ſolche durch Die Gleichung der erſten Ordnung 
Ax+By-+Cz+D=0 
gegeben if. 


J. Die Gleichungen ihrer drei Grundſchnitte find (nach 


. 139. V.) 


AxBy D =0; Ax--Cı--D = 0 md By+-ü4D=0; 
alfo wird die Fläche der erften Ordnung von allen drei Koor⸗ 
dinatens Ebenen in geraben Linien gefchniften. 

I. Führt man neue Koordinaten-Ebenen ein, fo nimmt 


die neue Gleichung derſelben Fläche ber erſten Ordnung die Form 


A,xı+B,y,+C,3,+D, =D 

an (uach $. 139. IH. 2); alſo find die urnen Srundſchninte 
wiederum gerade Linien. 

Die Fläche der erſten Ordnung wird alſo von jeder Ebene 
nach jeder Richtung in einer geraden Linie gefchnitten. Dies 
it aber der Charakter einer Ebene. Alſo drückt bie Gleichung 
der erfien Ordnung allemal eine Ebene aus. — Und umgekehrt; 
jede Ebene kann und wird allemal durch eine Gleichung ber 
erften Ordnung ausgedrückt werden, mern man fie nur auf 
rechttinkliche Koordinaten» Aren bezieht. 

IL Um nämlich die Gleichung zwifchen den Koordinaten: 


. Werthen x, y, und z eines jeben Punktes M einer gegebenen 


25 Eimus &. aulıt. Gesmeiz. Zip. IV. 5 18 


Ehe gu fulen, bene mn Fl, meer ON, ODE, GIZ ke ii 
auf dmasles imknleus Saskimues- Bas wuufflien, um © 
und ah die geuhene Ebene dm Bapıukilek GE fü, wall 
Ber agfnfen Ebuze ie Hi begszmet. Die Sage Ber: Ehe ii 
zum ndlig gegen, feheik men ki Enge GE — I ki To 
senkiäckö Sue uub: mach Kir Tinlel HAN, EIE, TBINE, meh 
bezüglich; o, 2, z fee mügen. Dame aber falgs ud SE 
Bub bh «fiel bez Eumme ber Feruliinumn wen =, y miı 
uf OH gleich GE, fe ft x, x, 2 cum Plz WU der finpb 
den Ebrue eughiumm; alfa hat wuzn 
tr 
ut dies Hi Bir Ehckhuung ber Ebase. — Dicſe Eieishuug kam 
abız auch mady wit cinex beliebigen Zcht ı wunltipliciet: afühane- 
IV. JE babe ame Ebane gezeten kur Die Chess 
D As+B+Cı=D, 
mut dh fir Eine des zen O aus auf Biefelbe geffilten Fe 
wenkiäis ON; fe fnmer a, A, z fie Bofeffe Der BE 
BOX, HOY, HOLZ, weiche kaö Yerpenkitel OV mir: han tu 
yes OX, OT, OZ made, fe iä fir Elichung beide 
Ebess auch 
2 a+ftas=h 
E muß alfe bir car Binfer Gleichungen 1.) un 2) a8 
Dee ante ih ergeben, wenn wur bie anlre mit irgah mE 
unbefzuntee Zahl  mukltiplict. Felgich mal es cine wie 
Kmmte Zahl ı geben, fe Ba 
=ua, B=%, Cr m Dei iſt 
Dekret un abbirt man aber die drei erſtern dieſer Glehen 
gen, fe ahük zum (wegen a’-{-3°-7”— 1) 
) 2-B’-C=r, de r=JAar- BC 
wo 
A B € 


4) a —, P=—, B=—; 


x R 
fe wie Rasen 
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Mittelſt der Gleichungen 3. 5) hat man alio für jede durch 
die Gleichung 
Ax By G= 


gegebene Ebene, bie Länge h des von O uk auf dieſelbe gefäll⸗ 


ten Perpendikels OH, fo wie die Winkel HOX, HOY, HOZ 
gefunden, melche ſolches mit den drei Aren macht. 
V. Sind daher zwei Ebenen gegeben durch die Gleichungen 


1), Ax +By +Cz = 
und | 
2) Ak+-By-+Cz=D!, 


fo find folche offenbar mit einander parallel, wenn dieſe Win: 
fel HOX, HOY, HOZ für beide biefelben werben, alfo wenn, 


- fobalb YA®+B?+C?=r und YA®+-Br--CR?—=r ge 


feßt wird, . 
tz un 


_M B_B ,„ C£_0C — 
Two TTV 
d. h. wenn 
A_B_C | 
9) Tu ud 7 | 


KEN. — Der Abftand der beiden parallelen Ebenen von einan- 
D 
der ift dann -+{(2 2). | 
VI Laufen aber bie beiden Ebenen, Die durch die Gleis 

chungen 

1) Ax+By-+Cz =D 

2) Ak+-By-+Cz =D! 
gegeben find, nicht mit einander parallel, fo fchneiden fie fich 


in einer Geraden; und dieſe Gerade iſt durch dieſelben beiden 


. rn 

Dieſe Bedingung des Parallelismus zweier Ebenen findet man 
euch, wenn man die Bedingungen auffücht, welche erfüllt ſeyn müſſen, 
damit die Grundfchnitte der beiden Ebenen mit jeder von zwei Koprdinas 
tens Ebenen, unter fich parallel find. 
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Gleichungen gegeben, fobald man in beiden nicht nur x und y, 
fondern auch z ale biefelben Werthe vorftellend fich denkt. Die 
Ebenen bilden an diefer Geraden einen Minfel mit einander, 
welcher dem Winkel HOH! gleich ift, den bie von -O aus 
auf diefe Ebenen gefällsen Berpendifel OH und OH’ mit einan- 
der machen. Und nach $. 135. N. 9.), fo wie nach der vor: 
liegenden N. IV.) ift fogleich 
AA BB, CcC 
3) -cos HoH=— +7 71777 


— AMBBAC. 
— rer!“ 
wo r— YA?+B2+C? und r== YArTBrTC? if. 
Die beiden Ebenen 1.) und 2.) fiehen alfo auf einander 
fenkrecht, wenn man = 
4) A ABæ · BC. —=0 
hat. J 
VII. Will man die Gleichung aller Ebenen finden, welche 
durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen, deſſen Koordinaten⸗ 
Werthe a, b, c find, fo ſchreibt man nur | 
Ax—a)+B(y—b)+- CZ — 0) =0 
und nimmt A, B, C ganz willführlich. 
Denn die Gleichung 
Arı+By+C+D=0_ 
drückt jede Ebene aus. Weil mir aber nur diejenigen haben wollen, welche 
durch den genebenen Punkt (a, b, c) gehen, fo mügen a, b, © flatt x, y,z 
gefest, der @leichung genügen; alfo muß 
— Aa+Bb+Cc+D=0 
eine identifche Gleichung feyn. Eliminirt man nun D, dadurch daß man 
‚die beiden legtern Gleichungen von einander ſubtrahirt, fo erhält man 
die obige. 

VII. Sol eine Ebene durch die drei gegebenen Punkte 
hindurchgehen, deren Koordinaten »Werthe begüglih a, b, c; 
a,b, cd und al, bW, cH find, fo nimmt man ihre 
Gleichung 

1) ‚As-+BypC+D=0 


> 
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und hat dann die drei Gleichungen 
Aa -Bb Ce +D=0 
Aa! +-Bb! +Ce +D=0 
Aall4-Bb!--Cel+-D 0, 


findet daraus die Werthe m, n, p der drei. Unbekannten A 


5 n, und dadurch geht die Gleichung 1.), wenn man fie 
vorher durch D dividirt, über in 
3) ° ‚mx+ny+pz+1=0 


und biefe Gleichung ber gefuchten Ebene kann man nun auch 
noch mit einer ganz beliebigen Zahl D multipliciren, fo daß 
man als Gleichung berfelben Ebene noch hat 

4) Dm-x-+Dn-y+Dp-2z-+D=0. 

IX. Sol bie Gleichung einer Ebene bingefchrieben ter: 
den, welche durch einen, 'mittelft bee Koordinaten Werthe a, b, c 
gegebenen Punkt bindurchgeht, und noc mit ber durch die 
Gleichung | 

1) Ax+B3y+Czı+D =0 
gegebenen Ebene parallel Läuft, fo fchreibe man Br 

2) Aa-a+Bg—b) Ha )=0, 
und man bat die verlangte Gleichung (nad) VI. nd v). 

X. Sol aber die Ebene durch den Punkt (a, b, c) hin: 
burchgehen und auf der Ebene VII. 1.) ſenkrecht ſtehen, fo if 
ihre Gleichung 

3 Ak-a)pBly—b)F-OG—e‘)=0, 
fobald A’, B! beliebig gewählt find, C/ aber aus der Gleichung 
4) . A-A+-B-B-HC-O=0 (VB. VLR4) 
dazu gefunden if. — Es giebt daher unendlich viele folche Ebe⸗ 
‚nen, die durch einen gegebenen Punkt gehen und zu gleicher Zeit 
auf einer gegebenen Ebene ſenkrecht ſtehen. 

XI Soll aber die Ebene durch zwei gegebene Punkte 
(a, b, ce) und (al, b’, c) hindurchgehen und auf der durch die 
Gleichung VII. 1.) gegebenen Ebene fenfrecht ſtehen, fo iſt ihre 


” 
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Gleichung die 3.), ſobald außer der Gleichung 4.) auch woch 
die Gleichung 

5) Aa! —a)+-Bib’—by-+- Che c) = 0 
sur Beftimmung ber Koefficienten B’ und C’/ genommen wird. 
— Es giebt aber nur eine einzige Ebene ber Art. 


$. 141. 


Yon den Flachen der zweiten Örtnung. 


Die allgemeinfte Gleichung der Slächen ber zweiten Ord⸗ 
nung, auf rechtwinkliche Axen bezogen iſt 
1) Ax?-+-By?+-Cz?+Dxy-HExz+Fys-+6x+Hy-+-Kz+L=0. 

J. Denkt man fich ‘hier einen befiimmten Werth 2’ flatt z 
gelegt, fo hat man (nach $. 139. VI.) für den mit XOY paralle 
len und von XOY um +z! entfernten Schnitt, die Gleichung 
der zweiten Ordnung zwiſchen x und y, deren Glieder der höch⸗ 
fin Dimenfion Ax?-+Dxy-+By? find, fo dag, wenn dieſe 
Gleichungen wirklich Kurven vorftellen, diefe Schnitte Tauter 
Darabeln find (im Sale D? — 44B = 0), oder lauter El: 
Iipfen (wenn D?—4AB negativ), ober endlich Tauter Hy 
perbeln (wenn D®—AAB pofitiv if). Und da auch 2! = 0 
feyn kann, fo ift der in XOV liegende Grundfchnitt Darunter 
mit begriffen. 

Die mit den Koordinaten: Ebenen parallelen Schnitte treffen 
alſo die Erumme Fläche der zweiten Ordnung (den Körper) ent: 
weder gar nicht, oder doch immer in lauter gleichnamigen Ke 
gelfchnitten; denn, was für die eine ber Koordinaten: Ebenen 
gefagt ift, gilt offenbar auch für jede ber beiden andern. 

11. Führt man neue Koordinaten: Agen ein, genau wie im 
$. 137. IR), fo wird die neue Gleichung derfelben Fläche genau 
twieder von berfelben Form, wie die Gleichung 1.), nämlich 
2) Ax2-+-Biy? Ci, "rD&,yı+E%, z,+F'Yy.2z,46G%x, 

+Hy ‚+Kz,+10= O, 
nur daß die Koefficienten A’, B’, ©, D!, etc. etc..die ſechs 
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beliebigen Stücke p, q,r und @, %, Ö in fich aufnehmen, wäh: 
rend’ p, q, r die Koordinaten Werthe des Anfangs Punkte der 
neuen Koorbinaten, @, %, 0 aber die Winkel find, wodurch die 
Lage der neuen Koordinaten:Ebenen gegen die alten feftgeftellt . 
fich fieht. — Da demnach, die mit biefen neuen Koordinaten- 
Ebenen parallelen Schnitte, wenn fie die Fläche wirklich treffen 
(nach I), entweder lauter Parabeln, kauter Ellipfen, oder lauter 
Hyperbeln find, jebe dieſer neuen Koordinaten⸗Ebenen aber eine 
‚ ganz beliebige Ebene im Raume iſt, fo folgt 
baß jebe Släche ber zweiten Ordnung von jeder belichigen 
Ebene in einer Linie der zweiten Ordnung gefchnitten wird, 
und daß alle mit. dieſer Ebene parallelen Schnitte, wenn fie 
die Fläche der zweiten Ordnung wirklich treffen, immer Ke⸗ 
gelſchnitte derſelben Art ſind, nämlich lauter Parabeln, oder 
lauter Ellipſen, oder lauter Hyperbeln *). 
Während aber die mit irgend einer Ebene parallelen Schnitte 1. B. 
lauter Ellipſen ſind, können die mit einer andern Ebene parallelen Schnitte 
lauter Parabeln, und die mit einer dritten Ebene parallelen Schnitte lau⸗ 
‚ ter Hyperbeln feyn. | 
IL Weil durch Einführung neuer Roorbinaten, Aren ſechs 
unbeſtimmt bleibende Stücke p, q, x, 9, %, 9 in bie Gleichung 
hineinkommen, fo kann man über Ietere nachgehends fo dispo⸗ 
niren, daß ſechs Glieder ber neuen Gleichung Null werden und 
berausfallen. Namentlich kann man aber bie mit x,y,, Xı2, 
und y,z, behafteten Glieder herausfallen laſſen, fo daß noch 
alle Blächen der zweiten Ordnung durch die einfachere Gleichung 
3) Ax?--By?+-Cz?--Dx--Ey-+Fr-+-G = 0 
. vorgeftellt find, wenn fie fich auf rechtwinkliche Axen OX, O 
und ÖZ bericht. 
Mird abet diefe Gleichung 3.) zu Gennde gelegt ſo kann 
man noch folgern: 


) unter den Hyperbeln kann ſich ausnahmeweiſe der Schnitt befinden, 
der bloß zwei gerade Linien giebt (vgl. Note zu 8. 127. II.), welche ſich 
ſchneiden oder welche mit einander parallel laufen. 
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a) Alle mit XOY parallelen Ebenen fchneiben den Körper 
in lauter Parabeln, Eipfen ober Hyperbeln, je nachdem A-B 
Null, pofitiv oder uegativ iſt. 

b) Alle mit XOZ parallelen Ebenen fchneidben den Körper 
in lauter Parabeln, Ellipſen oder Dyperbein, je nachdem A-C 
Null, poſitiv oder negativ if. | 

c) Alle mit YOZ parallelen Ebenen fchneiden Ben Körper 
in lauter Parabeln, Ellipfen oder Hyperbeln, je nachdem B-C 
Null, pofitio oder negativ if. Daraus folgt aber noch: 

d) Wenn von ben drei Reihen Schnitten, welche parallel 
mit den drei Koordinaten: Ebenen gelegt gedacht werden, zwei 
Reihen lauter Ellipfen, oder beide Reihen lauter Hyperbeln fink, 
fo muß die dritte Reihe jedesmal lauter Ellipſen geben (fo daß 
nicht alle drei Reiben Hyperbeln feyn Fünnen). 


Denn, it A-B und A-C pofitiv, ſo find entweder A, B und C all 


- drei zugleich pofitio, oder alle drei zugleich negativ; folglich if Dann B-C 


nothwendig auch pofitid. — Sind aber A-B und A-C beide negativ, fo ik 
EU ’ b. 7 poſitiv, alfo iſt dann B-C ebenfalls pofitiv. 


Sind aber alle drei Reihen der Schnitte Ellipfen, fo nennt 
man den Körper ein Ellipfoid;, und find zwei Neihen de 
Schnitte Hyperbeln, fo wird der Körper Hyperboloid genannt. 


e) Iſt einer der drei Koefficienten A, B oder C, 5.2. C, 
der Null gleich, fo find zwei Neihen der mit den Koordinaten: 
Ebenen parallelen Schnitte, Parabeln; die dritte Reihe der Schnitte 
kann dann ebenfalls lauter Parabeln liefern (wenn noch em 
zweiter Koeffictent 5. B. B der Null gleich if) oder auch Ian 
ter Ellipſen (wenn A-B pofitio) oder auch lauter Hyperbeln 
(wenn A-B negativ if). Einen foldhen Körper kann man en 
Paraboloid nennen, wenn man nicht. vorziehen will, unter Pa 
taboloid augfchließlich den Körper zu verfiehen, deſſen drei Rei 
ben, mit den Koosdinaten-Aren XOY, XOZ, YOZ paralleler 
Schnitte, alle drei lauter Parabeln geben. 


IV. Beſtimmt man die ſechs Unbeſtimmten p, Gm, , 0 
ſo 


um — — — — 
[4 
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ſo, daß in der Gleichung 2.) nicht bloß die mit X V, X, 


und y,z,. multiplicirten Glieder, fondern auch diegmit x,, yı 


und 2, afficirten herausfallen, fo findet man die Gleichung 
von der Form 

4) Ax 4Byr 0r⸗ =D, 
welche noch alle Ellipſoide und ‘alle Hyperboloide aber nicht . 
mehr die Paraboloide liefert, weil im Galle der Paraboloide die 


ſechs Gleichungen, welche zur Beftimmung der ſechs Unbeftimms 


ten p, q, 7, p, V und 6 dienen follen, auf Widerfprüche führ 
ven, und dieſe anzeigen, daß für Die Paraboloide dieſe Form 4.) 
der Gleichung nicht flatt finden kann. Ä 

Dagegen enthält bie Gleichung von ber Form . 

5) Ax?+-By?--C2?+Dx-HEy-+-Fz — 0 

noch alle Flächen der zweiten Ordnung. 

V. Sind in der Gleichung 

Ax?-+By’+ C2? =D 

A, Bund C alle drei pofitio, fo liefert fie alle Ellipſoide. Sind 
aber zwei dieſer Drei Kocfficienten pofitiv und der Dritte nega⸗ 
tio, fo liefert fie ale Hpperboloide: 

Diele Gleichung läßt übrigens fehen, dag alle Ellipſoide 
und alle Hpperboloide durch drei auf einander fenkrechte Ebenen. 
XOY, X0Z, YOZ, in acht congruente Theile getheilt wer⸗ 
den. Der Punkt O felbft heißt dann der Mittel⸗Punkt die 
fer Körper. 

VI, Sind in der. Gleichung | 

1) Ax’+By?+Cz?=D Ä 
A, B, C pofitio, fo daß fie alle Efipfoiden vorſtellt, fo find 
B.VB. Vz die drei Entfernungen des Mittel-Punt- 
168 O von ben Punkten, in denen. die Fläche ded Ellipſoids von 
den drei Aren OX, OY, OZ gefchnitten werden, und die man 
die Scheitel bes Elipfoids nennen kann. Diefe drei Entfer, 
3.1. . 20 
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y) Flächen der dritten, vierten, nm Ordnung, ber 
Gleichungen von ber britten, vierten, nien Disenfion find. 

V. Wird eine gegebene Fläche von ben drei Koordinaten 
Ebenen gefchnitten, fo nennt man die Durchſchnitis⸗Figuren bie 
Grundſchnitte. — Iſt fx,.=0 bie Gleichung ber Fläche, 
fo ift, je nachdem O fatt 2, flatt y oder flatt x yefept wird 

f,, „=D bie Gleichung bed Grundfchnitted in ber Ebene XOY 
auf die Arm OX und OY bezogen; 
f,,0,.=0 die Gleichung bes Grundſchnittes in ber Ebene XOZ 
auf die Arm OX und OZ bezogen; 
$o,y,.= 0 bie Gleichung des Grundſchnittes in der Ebene YOZ 
auf die Arm OY und OZ bezogen. 
—VVlii. Setzt man aber in der Gleichung f,,.—=0 be 
Fläche, ſtatt 2, y, x abwechſelnd und bezüglich c, b, a, fo ift 
f,y,e=0 die Gleichung eined Schnitted, welcher mie XOY 
parallel, und von XOY um --c entfernt gelegt -if, 
auf Aren bezogen, welche in ber Ebene bed Schnit⸗ 
tes parallel mit OX und OY gedacht find, und 
durch den Punkt, in welchem biefe Ebene bed Schnit⸗ 
te8 von OZ getroffen wirb. 
Ferner iſt Bu 
(5, = 0 die Gleichung eines mit XOZ parallelen und von 
XOZ um +b entfernten Schnittes 
und _ | 
f.,y,„ =0 bie Gleichung eines mit YOZ parallelen und von 
YOZ um +a entfernten Schnittes, jedesmal auf 
Aren bezogen, welche im der Ebene des Schnitte 
durch den Punkt, in denen bie Ebene des Schnittes 
bon der einen der drei Koordinaten-Aren getroffen 
wird, mit den beiden andern ber Koordinaten: Aren 
OX, OY, 02 parallel gelegt find. | 
‚ VII. WIN man aber durch die, vermöge der Gleichung 
hy, = 0 gegebene Släche einen beliebigen ebenen Schritt legen, 
fo muß man entweder die Gleichung der burchgelegten Ebene 





En Ben u — 
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auffuchen und dann beibe Gleichnngen in Verbindung als die 
Punkte des Schnittes beftiimmend beibehalten. (nach II.), oder 
aan muß biefe Ebene als eine neue Koordinaten⸗Ebene anfehen, 
und die neue Gleichung der gegebenen Fläche fuchen (nach III.), 
welche füch auf dieſe und noch zwei andere belichig auf ihr and 
auf einander ſenkrecht genommenen Koordinaten: Ebenen bezieht. ° 
Dann ift ber geſuchte Schnitt der (nach V.) leicht zu findende 
neue Grundſchnitt. 


6. 140. 
Bon den Flaͤchen der erſten Ordnung. 
Betrachten wir nun die algebraiſche Fläche der erſten Ord⸗ 
nung, wie ſolche durch die Gleichung der erſten Ordnung 
Ax--By-+-Cz-D == (0 
gegeben iſt. 


I. Die Gleichungen ihter drei Grumdſchnitte find (mach 


. 139. V.) 


Ax+By--D =0; Ax--Cı-D = 0 and By+Uz4+D=0; 
alfo wird bie Bläche der erfien Ordnung von Allen drei Koor⸗ 
dinaten- Ebenen in geraden Linien gefchniften. 

I. Führt man neue Koordinaten-Ebenen ein, fo nimmt 


die neue Gleichung derſelben Fläche ber erſten Ordnung die Form 


A,x,+B,y,+C,2,+D, =D 

an (uach $. 139. IH. 2.); aifo find die neuen Srundſchnime 
wiederum gerade Linien. 

Die Släche der erften Ordnung wird alfo von jeder Ebene 
nach jeber Richtung in einer geräben Linie gefchnitten. Dies 
ift aber der Charakter einer Ebene. Alſo drückt die Gleichung 
der erfien Ordnung allemal eine Ebene aus. — Und umgekehrt; 
jede Ebene kann und wird. allemal durch reine Gleichung der 
erfien Ordnung ausgedrückt werden, wenn man fie nur auf 
rechtwinkliche Koordinaten⸗Axen bezieht. 

11. Um nämlich die Gleichung zwiſchen den Koordinaten: 


Werthen x, y, und z eines jeben Punktes M einer. gegebenen 
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Ebene zu finden, beufe man ich, wenn OX, OY, OZ bie Brei 
auf einander fenfrechten Koorbinaten⸗Axen vorſtellen, von O 
aus auf bie gegebene Ebene ein Perpendikel OH gefält, welches 
ber fraglichen Ebene in H begegnet. Die Lage ber Ebene if 
nun völlig gegeben, fobald man bie Länge OH—=h bed Pers 
pendikels kennt und noch bie Winkel HOX, HOY, HOZ, welche 
dieſes Perpendikel mit ben drei Axen macht, und deren Kofinufle 
bezüglich a, B, y feyn mögen. Dann aber folgt aus $. 136.) 
daß h allemal ber Summe ber Projektionen von x, y und z 
auf OH gleich if, fo oft x, y, z einem Punkte M der fraglis 
hen Ebene angehören; alfo hat man 
ax--By-+y2=h; 

und Dies iſt die Bleichung ber Ebene. — Diefe Gleichung kann 
aber auch noch mit einer beliebigen Zahl r multiplicirt erfcheinen. 

IV. Iſt Daher eine Ebene gegeben durch bie Gleichung 

1) Ax+By+Cz=D 
und ift h die Länge bes von O aus auf biefelbe gefüllten Per: 
pendikels OM; find ferner a, B, y die Kofinufle der Winkel 
HOX, HOY, HOZ, welche bad Berpenbifel OH mit den drei 
Axen OX, OY, OZ made, fo ift bie Gleichung berfelben 
Ebene auch 

9)  axtBrtyu—h. 

Es muß alfo bie eine dieſer Gleichungen 1.) und 2.) aus 
der andern fich ergeben, wenn man die andre mit irgend einer 
"unbefannten Zahl r multiplicirt. Folglich muß «8 eine unbe 
Eannte Zahl r geben, fo daß 

A=r, B=r, C=rm un Dr iſt. 
Quadrirt und abdirt man aber die drei erſtern dieſer Gleichun⸗ 
gen, fo erhält man (wegen a?--B2--y2 = 1) 

3) A+B’-0:= r?, alfo r= YA? TB?C? 
und 
4) o=—, P=—, y=—; 


fo wie dann 
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Mittelſt der Gleichungen 3.—5.) hat man alſo für jebe durch 
die Gleichung 
Ax-+-By-+ Cı=D 


gegebene Ebene, bie Länge h des von O aus auf diefelbe gefäll⸗ 
ten Perpendikels OH, fo wie die Winfel HOX, HOY, HOZ 
gefunden, welche folches mit ben drei Axen macht. 

V. Sind daher zwei Ebenen gegeben durch die Gleichungen 


1), Ax +By +Cı = 
und Ä 
2) Ak--By+Ch=D!, 


fo find folche offenbar mit einander parallel, wenn biefe Wins 
fel HOX, HOY, HOZ für beide biefelben werden, alfo wenn, 
fobald YA+-B?+-C?=r und VAR-BP Cr ge 
feßt wird, . A 


_M BB, C_C 
T vv TUT r m 
d. 5. wenn 
ADB C ' 
3) wur | 


EN — Der Abftand der beiden parallelen Ebenen von einan- 

ber ift dann -+{2 2). 
VI. Laufen aber bie beiden Ebenen, die durch die Gkei, 

chungen 

1) Ax-+-By-+Cz =D 

2 Ax+-B'y+Cz =D! 

gegeben find, nicht mit einander parallel, fo ſchneiden fie fich 

in einer Geraden; und: diefe Gerade ift durch Diefelben beiden 


H Dieſe Bedingung des Paralelismus zweier Ebenen findet män 
auch, wenn man die Bedingungen auffücht, welche erfüllt ſeyn müſſen, 
damit die Grundfchnitte der beiden Ebenen mit jeder von zwei Koordinas 
tens Ebenen, unter ſich parallel find. 
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Gleichungen gegeben, fobalb man in beiden nicht nur x und y, 
fondern auch z als dieſelben Werthe vorftelend fich denkt. Die 
Ebenen bilden an dieſer Geraden einen Winkel mit einander, 
welcher den Winfel HOF gleich if, den die von .O aus 
auf diefe Ebenen gefälisen Perpenbifel OH und OH! mit einan- 
der machen. Und nach $. 135. R. 9.), fo wie nach ber vor 
liegenden N. IV.) ift fogleich 


3) cos HOH'— 2 Aare 


r 


un 
——— BC.. 


rer’ “ 
wo r—= YA?+B?+C? und r== YArTBR?LO? if. 

Die beiden Ebenen 1.) und 2.) fichen alfo auf einander 

ſenkrecht, wenn man 
4) A. A-B . BC. . 0 
hat. 

VII. Will man die Gleichung aller Ebenen finden, welche 
durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen, deſſen Koordinaten⸗ 
Werthe a, b, c find, fo ſchreibt man nur 

Ax—)-+By—b)-+- O2) = 
und nimmt A, B, C gang willkũhrlich. 
Denn die Gleichung 

Ax+By-+ CG:+D=0 
drückt jede Ebene aus. Weil wir aber nur diejenigen haben wollen, welche 
Durch den gegebenen Punkt (a, b, e) gehen, fo mügen a, b, e fattx,y,z 
geſetzt, der Gleichung genügen; alſo muß 

Aa-+Bb+Cc+D O 
eine identiſche Gleichung ſeyn. Eliminirt man nun D, dadurch daß man 
‚die beiden letztern Gleichungen von einander fubtrahirt, fo erhält man 
die obige. 

VIII. Sol eine Ebene durch die drei gegebenen Punkte 
hindurchgehen, deren Koordinaten »Werthe bezüglich a, b, c; 
a,b, cd und at, b4, cH find, fo nimmt man ihre 
Gleichung 

1): ‚Ax+BypCı+D =0 
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und hat dann die drei Gleichungen 
Aa -+Bb Ce +D=0 
2) Aa! +Bb! Ce +D=0 
Aall-Bb"-Cel+-D = 0, 


j findet daraus bie Werthe m, n, p der drei. Unbekannten Fr 


2, © und dadurch geht die Gleichung 1.), wenn man fe 


vorher durch D dividirt, über in 

2°  mx-ny-+pz-+1=0 
und dieſe Gleichung der gefuchten Chene kann man nun auch 
noch mit einer ganz beliebigen Zahl D multipliciren, fo daß 
man als Gleichung derfelben Ebene noch hat 

4) Dm-x+Dn-y+Dp-z=+D=0. 

IX. Sol die Gleichung einer Ebene hingefchrieben ter: 
den, welche durch einen, mittelft bee Koordinaten: Werthe a, b, c 
gegebenen Punkt hindurchgeht, und noch mit der durch die 
Gleichung | 

1) Ax+By+Cz+D=0 
gegebenen Ebene parallel läuft, fo fchreibe man ni 
2 Ak—a)+By—b)+0@— = 
und man hat die verlangte Gleichung (nach VI. nd vJ. 

X. Soll aber die Ebene durch den Punkt (a, b, c) hin: 
durchgehen und auf der Ebene VIII. 1.) ſenkrecht ſtehen, fo ift 
ihre Gleichung 

3) Alx-a)-HBily—b)+CKı—e)= 0, 
fobald A’, B/ beliebig gewählt find, C! aber aus der Gleichung 
4) . A-A+-B-BH-CUÜ=0(B.VLENA) 1: 
dazu gefunden if. — Es giebt daher unendlich viele folche Ebe⸗ 
‚nen, die durch einen gegebenen Punkt gehen und zu gleicher Zeit 
auf einer gegebenen Ebene ſenkrecht fliehen. 

XI, Sol aber die Ebene durch zwei. gegebene Punkte 
(a, b, e) und (al, b, c) hindurchgehen und auf ber durch bie 
Gleichung VII. 1.) gegebenen Ebene feufrecht chen, To iſt ihre 


- 
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Gleichung bie 3.), ſobald außer der Gleichung 4.) auch uch 
bie Gleichung 

5) Alla — a)+Bb’—b)+- Ce — 9 —=0 
sur Beſtimmung ber Koefficienten B’ und C genommen wird. 
— Es giebt aber nur eine einzige Ebene ber Art. 


$. 141. 
Von den Blähen der zweiten Ordnung⸗ 


Die allgemeinfte Gleichung ber Flächen ber zweiten Ord⸗ 
nung, auf rechttwinkliche Aren bezogen ift 
1) Ax?--By?4+-Cz?+Dxy-+Exz+Fyx+6x+Hy+Kz+L=0. 

I. Denkt man fich hier einen beflimmten Werth 2’ flatt z 
gelegt, fo hat man (nach $. 139. VI.) für den mit XOY paralle 
len und von XOY um +2! entfernten Schnitt, die Gleichung 
der zweiten Ordnung zwiſchen x und y, deren Glieder ber höch- 
fin Dimenfion Ax?-+-Dxy+-By? find, fo daß, wenn Diele 
Gleichungen wirklich Kurven vorftelen, dieſe Schnitte lauter 
Darabeln find (im Sale D—4AB = 0), oder lauter El: 
lipfen (wenn D?—4AB negativ), oder endlich lauter Hy: 
perbeln (menn D®—AAB pofitiv if). Und da auch 2 = 0 
ſeyn kann, fo ift der in XOY liegende Grundfchnitt darunter 
mit begriffen. 

Die mit den Koordinaten: Ebenen parallelen Schnitte treffen 
alſo die Erumme Släche der zweiten Ordnung (den Körper) ent: 
weder gar nicht, oder doch immer in lauter gleichnamigen Ke 
gelfchnitten; denn, was für bie eine ber Koordinaten Ebenen 
gefagt ift, gilt offenbar auch für jede der beiden andern. 

11. Führt man neue Koordinaten: Aren ein, genan wie im 
$. 137. IH), fo wird die neue Gleichung derfelben Fläche genau 
wieder von berfelben Form, wie bie Gleichung 1.), nämlich 
2) Ax2-+-Biy?4-C, "Day, +Ex2.+Fyz,+6%x, 

+Hy,+Kr,+L' —(0, 
nur daß bie Focheienten Al,B', C,D!, etc. etc.-die fech8 
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beliebigen Stücke p, q, r und o, v, Ö in ſich aufnehmen, wäh⸗ 
rend p, q, r die Koordinaten⸗Werthe des Anfangs⸗Punkts der 
neuen Koordinaten, p, P, 0 aber die Winkel find, wodurch bie 
Lage der neuen Koordinaten-Ebenen gegen die alten feſtgeſtellt 
fich ſieht. — Da demnach die mit biefen neuen Koordinaten: 
Ebenen parallelen Schnitte, wenn fie die Fläche wirklich treffen 
(nach I), entweder lauter Parabeln, lauter Ellipſen, oder lauter 
Hyperbeln find, jebe diefer neuen Koordinatens Ebenen aber eihe 
‚ ganz beliebige Ebene im Raume iſt, fo folgt 
daß jede Fläche ber zweiten Ordnung von jeder beliebigen 
Ebene in einer Linie der zweiten Ordnung gefchnitten wird, 
und daß alle mit dieſer Ebene parallelen Schnitte, wenn fie 
Die Fläche der zweiten Ordnung wirklich treffen, immer Ke⸗ 
gelſchnitte derſelben Art ſind, nämlich lauter Parabeln, oder 
lauter Ellipſen, oder lauter Hyperbeln *). 
Während aber die mit irgend einer Ebene parallelen Schnitte 4. B. 
lauter Ellipſen ſind, können die mit einer andern Ebene parallelen Schnitte 
lauter Parabeln, und die mit einer dritten Ebene parallelen Schnitte lau⸗ 
, ter Hyperbeln feyn. | 
IL Weil durch Einführung neuer KoordinatensAren feche 
unbeſtimmt bleibende Stücke p, q, x, 9, Y, 9 in bie Gleichung 
bineintommen, fo Tann man über leßtere nachgehends fo dispo⸗ 
niren, daß ſechs Glieder der neuen Gleichung Nu werden und 
beraugfallen. Namentlich kann man aber die mit x,y,, XıZ, 
und y,z, behafteten Glieder herausfallen laſſen, fo daß noch 
alle Blächen ber zweiten Ordnung durch die einfachere Gleichung 
3) Ax?--By?--Cz?--Dx--Ey+-Fz-+6G =0 
„ vorgeftellt find, wenn fie fich auf rechtwinkliche Yren OX, OJ 
und ÖZ bericht. 
Wird aber diefe Gleichung 3.) zu Grennde gelegt, ſo kann 
man noch folgern: 
*) Unter den Hyperbeln kann ſich ausnahmsweiſe der Schnitt befinden, 


der bloß zwei gerade Linien giebt (vgl. Note zu $. 127. II.), welche ſich 
ſchneiden oder welche mit einander parallel laufen. 


| 
| 


Erfies Kapitel. 





Der Taplor'ſche Lehrſatz oder die Elemente der Ablei⸗ 
tungs⸗Rechnung. 


4. 145. 

Wenn Ausdrücke a, x, b, y etc. ete. noch Feine beſtimm⸗ 
ten Ziffern: IWerthe angenommen haben, fondern noch ganz um 
beſtimmt (allgemein) gebacht find, fo werden fie veränderliche 
(vartable) genannt. — Befländige, unveränderliche (kon⸗ 
ftante) heißen fie, fo lange man fich bei ihnen einen völlig be⸗ 
ſtimmten Werth denkt, ber unverändert derfelbe bleiben ſoll. 


$%. 146. 


Wenn der Werth eines Ausdrucks f von den veränder: 
lichen Merthen ber Ausdrũcke a, x, b, y ete. etc. abhängig 
ift, fo wird f eine Funktion biefer letztern Veränderlichen ges 
nannt, und diefer Ausdruck F ÜfE (in der Negel) dann felbft ein 
BVeränberliher. — Beſteht biefe Abhängigkeit des Ausdrucks f 
von a, x, b, y etc. etc. Barin, baß f unmittelbar auf a, x, 
b, y etc. etc. zuſammengeſetzt ift, fo fagt man: „biele letzteren 
nBerönderlichen a, x, b, y etc. ete. kommen in bem Ausdrucke 
nf erplicie (unmittelbar) vor“ und £ ſelbſt wird dann eine 
erplicite (unmittelbare) Funktion von a, x, b, y etec.! 
etc. genannt. — Iſt aber £ bloß eine unmittelbare Zufammen- 
fegung, 4. 3. aus b, y, z etc. etc. allein, ohne a ober x zu 
enthalten, während jeboch z. By, 2 felber wieder Funktionen 
von a und x vorfellen, fo ſagt man: „a und x kommen in f 
nimpliciet (mittelbar) vor, und f Heißt dann (war immer 
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noch eine explicite Funktion von b, y, z etc etc. aber) eine 
implicite (mittelbare) Funktion von a und x. 

Ehen fo kann f die Beränderlichen a und x erplicit und 
implicit zugleich enthalten. 

Enthält aber f einen Veränderlichen x gar nicht, weda 
erplicit noch implickt, fo fagt. man: „E fey nach x Eonftant! 

Uebrigens theilt man bie (erpliciten) Funktionen von x cn 
in algebraifche, wenn fie x nicht im Erponenten und auch 
nicht unter bem Logaritimens Zeichen, enthalten, babei aber auch 
feine unendliche Reiben nach x find, die fich nicht auf ein 
algebraifchen endlichen Ausdruck zurückführen ließen; und is 


traufcendente, wenn fie eine ber drei letztgenaumten Former 


enthalten, uuıb wenn im Kalle der unendlichen Reihe, folche kei 


algebraiſche Funktion zur Sunine hat. 


Die algebraiichen Funktionen von x theilt man wieder ci 
in rationale, welche x wicht unter einer gebrochenen Pot 
(oder Wurzelzeichen) enthalten, — und irratienale, wei 
x unter dem Wurzelzeichen haben. | 

Die rationalen werben dann wieder in bie ganzen Funb⸗ 
tionen von x getbeilt, weiche wir $. 42.) Tenuen gelernt ha⸗ 
ben, unb in gebrochene, welche Quotienten zweier ganjen 
Bunkiomen find, ohne ſelbſt einer ganzen Funltion gleich zu ſeya. 


$. 147, 
Eine ezplicite Funktion f der Veränderlichen a x, b, y, 3 


| etc. etc. kaun entwidelt, d. h. ſchon völlig hergeſtellt, oda 


—8— 


verwickelt, d. h. mittelß einer Gleichuog zwiſchen 1, a, x, b, 
y ele. etc. gegeben ſeyn. Sim letztern Falle muß biefe Gla⸗ 
hung. er noch nach f aufgrlöf werden, wenn man f enuwicdl 
haben will. — Im erſtern Falle (reiben wir 

1) 1* 2, 5,2 etaee., 


160 das Zeichen zur Rechten bed (=) Aechend den, aus a, 2, 


b, y, 2 etc. 'etc. uſammengeſetzten Aucdruck vorſtellt, Ser (ib: 


ber nicht £ enthält, fonbam) Busch den einzigen Buchtiaben 
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(wie folcher zur. Linken zu fehen iſt) bepeichnet wird. — Yan 
andern Falle ſchreibt man, indem man ſich die Sbeichans auf 
Null gebracht denkt, z. B. 


— —* a,x,b,y,» etc. etc. *0, 


wo das Zeichen zur Linken einen (durch TI bezeichneten) Aus⸗ 


druck vorſtellt, der aus f, a, x, b, y, z etc. etc. auf eine ge 
gebene Weiſe erplicit sufammengef etzt iſt (und der natürlich nicht 
noch II enthält). 

In beiden Fan aber Kamm man die Gleichung 1.) aber 
2.) zwiſchen den Veränberlichen f, a, x, b, y, 2 etc. etc., nad) 
jedem biefer Veränderlichen aufgelöft fich denken, und aus bie: 
ſem Gefichts⸗Punkte erfcheint dann jeder dieſer Beränderlichen 
als eine (verwickelt gegebene, sm) erpbichee Bunftion 
ber übrigen. 


Sind. zwiſchen m ſolchen Veränberlichen, A lalche Gla 


chungen gegeben, fo erſcheinen je a von dieſen m Veränberlichen 


als (in der Megel verwickelt gegebene, aber) erlicke Funktionen 


der m — u AGbrigen Verãnderlichen. 
$. 148. 


Aſt f eine explicite Funktion mehrerer Veranderlichen 2, x, 


b, y, z etc. etc., und iſt fie deshalb durch F ate.te. De 
zeichnet, fo if fe natürlich auch eine explieite Funktion von a 
allein, ‚ober von x allein, und in fo fern wird Diefäbe Funk⸗ 
tion auch bloß fo 
f, oder 5 
geſchrieben. — Sie ift aber auch zugleich. aine explicite Zuut. 
tion von je zweien dieſer Verãnderlichen und in fo fern wird 
fie dann auch ar 
Sn us by; fu, fe: etc. etc. 


bezeichnet. U. ſ. w. fi — Dieſelbe Funktion £ Eaun aber a, 


oder x, implicit enthalten, ober erplicit und implicit zugleich, 
und Dann wird fie, um Died angubeuten, fo gefgrieben 
a dder fo. 


S 


a 
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Und enthält fie a und x zugleich bloß implicit, ober explicit 
und auch implieit, fo wird fie, will man bied fichtbar machen, 
fo geichrieben 

ku ober auch ſo Kun: 
— u ſF w. f. 


$. 149. 


Mir haben im $. 54.) gefeben, baß wenn f, eine belichige 
gange Funktion von x if, dann Be ſeyn v 


—A—— 


wo das (unbe) d ein —— iſt, und zwar fe, 
daß Op, das vorſtellt, was aus ꝙ, wird, weun jedes Slied von 
op, mit dem Exponenten von x multiplicirt und Daum 1 vom 
Erponenten fubtrahirt wird. — Zieht man aber vorn beide 
Seiten biefer Gleichung £& ab, bistbirt man-burch h, und fegt 
man zuletzt Null ſtatt h, fo erhält man baffelbe Of, auch ned 
auf eine andere Beikr nämlih: 


f, — f.a—f. 

O di. * —— fr h=0, 
nahdem man sur Bedten vorher wirklich durd h 
bivibire hat, ehe Null ſtatt h gefegt wird, damit 
nicht Null im Nenner erfcheine. 

Saffen wir. bad Dperationd:Zeihen d von nun 
an für jebe Sattung von Funktionen in dieſer grö 
ßeren Allgemeinheit d.) auf, fo gilt derſelbe Satz (©) 
für jede Gattung von Funktionen für ganze wie für gebrochen, 
für algebraifche wie für tranfcendente und wird dann der Tay⸗ 
Ior’fche Lehrſatz fchlechthin genannt. — Das Auffinden de 
durch Of,, MOL) ober 3°, (a5) ober 9°, ete. etc. be 
zeichneten neuen Bunktionen von x, kann man das Ableiten 
nach x nennen. 


i Um fi) von der Wahrheit biefer Behauptung iu überzeugen, 
man fich das Problem von vorne herein fielen: „bie Sunktion F,,, 













Ya 
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„eine nach ganzen Potenen ‚von h fortlaufende Reihe su vermanbeln.s' — 
Mon ſetzt sur Löfung biefer Aufgabe 
) 0 Gumätäihhät, hä sr 
und fucht num die unbeſtimmt gelafienen Koefficienten A,, A, Au, 
A, etc, ete., diefer Gleichung gemäß zu beſtimmen. — St man aber 
Null ſtatt h, ſo findet man werk 
Zr ) 5 L=A, 
Sieht man diefe Gleichung von der vorigen ab, fo findet fih, wenn man 
durch h dividirt, und dann wieder Null ſtatt h fegt, 


3). a (für h=0) =A,. 


Alf ik A „dk a4 unferem erweiterten Begriff des Ab⸗ 
leitens in Cl). — Man bat daher (nach 2. und 3.) 


\ 


4) = r0G-k-+ die Übrigen Glieder; 
alfo auch 
5) A, Art BAY, kr die Übrigen Glieder; 
6) A“, *A⸗, DA, kr die Übrigen Glieder; 
u. ſ. w. f. 
Setzt man nun in 1.) zuerſt x-+-k ſtatt =, fo bekommt man 
7) na hr FA FA ar a .. 


während man flatt F.,, Aluıy Ay, etc, etc. fogleich die Reihen 
nach k (aus 4.— 6.) ſetzen kann. Wird nachgehends noch in 1.) h+k 
ſtatt hageſetzt, fo erhält man noch 


9) Kantine ra Eu ERTL. 


während man rechts ſtatt (h-4-k)?, (h+k)? etc. etc. fogleich die Glieder 
der Binomial- Entwicelung fubkituirt. Auf biefe Weife erhält man (in 
7. und 8. zur Rechten) ‚zwei Entwickelungen in Doppels Reihen nad h 
und nach k, welche ein und baffelbe, nämlich F,..., ausbrüden, welche 
alſo einander gleich feyn müſſen. Dergleicht man aber in beiden Ent 
wicklungen die mit k! affieirten Glieder, fo ergiebt fich fogleich als Re⸗ 
ſultat dieſer Vergleichung 

Au! = 8A, = 808f,) =d°f, 

AU = BA", —=&8°f,) * 

—* aa —EXE OL, 
u. ſ. w. f. — Und fo fieht fich der Gag (O) allgemein erwiefen, befon- 
Ders, wenn man noch zeigt, dag wenn in (O) einmal x-I-k flatt x, dann 
auch * Rott h gefent werden, die Doppel⸗Reihen sur Rechten, die 

Bd. J Ä 21 
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man ‚jedesmal für f,..,, erhält, sicht bloß in den mit k" aflichten, 
fondern auch wirklich in allen Glicdern mit einander übereinfimmen. — 
Diefe letzterae Nachweiſuns ik jedoch gänzlich Überflüflg, wenn man ser 
ver nachweiſt, daß, fo lange x feinen befimmten Werth Hat, jede 
Zunftion von x+-h fich allemal wirklich in eine nach ganzen Potenen 
son h fortlaufende Meihe verwandeln läßt (Bel. „Eyſtem der Death.” 
IL Th. L Sup). 

BIN man aber bie wenigen Ausnahms⸗Werthe von x be 
ben, für welche Eryn füch nicht in eine nach ganzen Votes 
von h fortlaufende Reihe vorwandeln läßt, fo darf man mur 
bie Nenner der Ausdrücke Of, 8”f,, DE etc. etc, tem 
ſolche vorhanden find, der Null gleich feben, und daraus bir 
Werthe von x finden, welche biefen Gleichungen genügen. Da 
für diefe wenigen und beflimmten Werthe von x, bie Nenner 
eines, mehrerer, ober aller Koefficienten ber Taylor ſchen Reihe 


©.) bie dorm —- annepmen, fo iR eben dieſe im Kalkul unps 
läffige Form das Kennzeichen, daß dasmal, d. h. für dieſe br 


fonderen Werthe von x, eine foldye,-nach ganzen Potengen von 
h fortlaufende Reihe nicht eriftirt. 


& 150. 

Um für jede Sunktion F, die Ableitung OF, in ‚jedem Eis 
zelfalle herſtellen zu können, muß man | 

1) die Ableitungen finden ber drei einfachken Funktionen, 
nämlid Ax"-4+-B, a' und logx, unter Zogx allemal ben 
natürlichen Logarithmen verfianden; 

2) nachweilen, wie bie Ableitung einer jeden, aus zwei 
andern Funktionen p, und y_, ober aus einer einzigen Zunk 
tion’ p, und einem nach x konſtanten Ausdruck A, zufanımen 
gelegten Funktion F., in bie Ableitungen ber Theile p, und y, 
oder des Teils ꝙ, allein, ausgedrückt werben. — 

Durch das letztere werden nämlich bie Ableitungen. ber gi 


4 
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_ fammengefebteften Funktionen auf die Ableitungen der einfachſten 
(nach und nach) zurückgeführt. 

A. Was nun die Ableitungen der drei enfachften Funktio⸗ 
nen A-x"-+-B, af und Zogx betrifft, fo wird man fie dadurch 
am bequemften erhalten, dag man eine nach der andern ſtatt 

f. fett, jedesmal urn direkt nach Potenzen von h entwickelt, 
und dann jedesmal den Koefficienten von h? nimmt. Auf die * 
ſem Wege findet man fogleich 
DD &Ax"+-B), = mAx"'; 
2) _ Ka’) ⸗ aQ · log a; alſo Öle‘), = e‘; 
3) log x), = 


Iſt namlich =Ax+B, ſo itt 3*Alx-h)y 4B; ale 
nach dem binemiſchen Lehrſatze 
| GAB) ET tt. 
mithin df = mAr"—1, 
It aber ar, fo hat man b,—etimar.ah, Weil aber 
(nad $. 91.) | 
a eithloga tu — —— 
if, ſo giebt dies 
f, 4, = a" +(a"- log a)-h-+a'-(log a)? = he, 
fo daß man nun Bf, —a"-Joga gefunden fieht. 
SM endlich f,=logx, fo ik —— (<-+h) und 
—E — — @+b)—Iogx=log"t> — log (+) 


(nach 6$. 47. 68. 66.) =}. + ; 
alſo if = Re a 
mithin iR OF, 2 gefunden. 


Sollen die Ableitungen gefunden werden vos — 2 ober von 
* * 
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Ya", fo muß man x flott -, und x” ſtatt * fchreiben, 
uud dann ſtecken biefe Zunktionen als befondere Fälle in Ax"+-B. 

B. Was aber ben zweiten Theil bes Zweckes dieſes Parı 
graphen betrifft, nämlich Die Ableitungen der aus p, und y, 
ober aus p, und einem nach x konſtanten Ausdruck A, zufam 
mengefeßten Sunktionen F, auf bie Ableitungen ber Beſtand 
teile zurückzuführen, fo ift derſelbe bereits in dem $. 55.), näm 
lich durch bie Formeln 

1) &%p,tV,), = dp, d,; 


2) = v0, 95 

p., . ee AL 

Er 55 
4) A:p), =A:dp, 


für die gewöhnlichſten Fälle erledigt, wenn man nur jetzt über 
. unter p, und ıp, belichige Funktionen von x verſteht; in fo 
fern nämlich die dortigen Beweiſe hier nur wörtlich wiederholt 
werden Dürfen. 

Aber auch der Satz des $. 56.) gilt für alle Funktionen; 
und wir geben ihn feiner Wichtigkeit wegen hier wörtlich wie: 
der, nämlich: 

Se f, eine beliebige explicite Funktion von z, welche nick 
x enthält, und wird ſtatt 2 eine beliebige Sunftion =, von x 
gefegt, fo daß 5, eine implicite Funktion f, von x wich, fo 
bat man allemal 

. L Of.) = öf, -37, *). 
Auch hier darf der Beweis des & 56) nur wörtlich wieder 
holt werden. 





Da bier f kein x erplieit enthalten ſol, fo würde es hier in 
ſchaden, wenn man ſtatt DE, and bioß.Ok oder Af,), ſchriebe, weil 
Beine Zweideutigkeit iu befürchten iſt (Vgl. $. 148.). 
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Unter den unendlich. vielen befondern Fällen, welche in die: 
ſer Sormel I) fen, wollen wir bier fogleich, drei. derſelben 
nachweiſen. 
IE nãmlich 
ſo findet ſich df. —=m-z2"', alfo (nah I). 
5) 82”), = m2""'.37.. | 
Und ik &— A", fo finder fih = A*.log A; alſo if, 
wern z wieder eine beliebige Funktion von x vorftellen ſolte 
(nad) IL) 
6) AN, —ArJog Ad. 


SE aber 6, = dog, fo finder ſich ah, —- olſo (nad 1) 


L=2"=z, 


| j 1 82, 
7) log 2, = — du = — 
5 diefen Formeln 5.—7.) ſtecken wieder bie Formeln A: 
1.—3.) für den befondern Fall, daß a = x—=1x= x —1.x! | 
| fepn follte, weil dann [ 
8) I, —l - 
ſich ausweiſt. — Auch iſt es bequem, wenn man Bemerft, daß 
man 'allemal findet (vgl. A. 1. mit B. 2.) 
9)  &XB),:=0, fo oft B nad x conſtant iſt. 


Beiſpiele. Nach dieſen Zormeln findet man nun fogleich: 
1) Kax®), = (nad B.4) #-Aa)—amı"71; | 
9) 9°(ax"), — Omax" m—1) —m(m—1)ax"?; 
3) D’(2”), = Ofmm— tax"), = min — tm —2)ax ax); 
4) dx "m =.) =" .Jogx (nad A. 2); 
5) Kax"), —x" Da, (nach B. 4., weil x" iegt nach a conſtant iR) 
zu: (weii noch B. 8. da, 1 ſich findet); 


6) ax —bxt+ ex’), = jax"t—Abr>+öcx* (nah B. 1); 
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7) (2), — db» x), —b- x), = —b.ı" = . 
9 9 2) = - 5) = —b.0 9 = + 2x” = 


y» (2) =o() —— 


1) Bar, bc; 





Yyx? 
I b b _ b 
11 8*(byx), = =... — !bx I — 3---; 
m { 3) 3 Di ’ un 
12) —XRE —} u =—tb- ec, ihr teir- + 
xy Ya:/, zer 


13) &z°.Jogx), = (nad) B.2.) F 2.2°), -+x°-B(logx), = 2x-logsti; 
(= =) _ dr, NN, ap. 3); 


Tox® | 
weil aber . 
Mdr—1), =6z und Air), 4 
iR, fo finder ſich 


Ir? —1 122744, 
14) (> * 16x? ————— 38 


—0* —E N EN, 
AR | 


16x? 
dx}. 62— (3x*+1)-8x „H__1e 
16x* 46x 0 2x? 
Ferner findet man: 
Ölsinx), öl =5: .[dfe® . — de) KuachB. 4.u.1) 








) Es iſt auch 3x =32— 34x71; nimmt man aber von dieſen 


letztern Ausdruck die —* nach x, ſo erhält man das obige End reſal⸗ 
tat unmittelbar. 


“) Es ir > —l 412-2; nimmt man nun von biefem 


legtern Ausdrud bie ebteitung nach. x, fo erhält man das gbige Eudrefal 
tat augenblicklich. 








— 


BEE — — — — — N TUT TTT - 
- . 
. 
. - 
. 
. . 
x 
\ 
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oder, weil (nad B. 6.) &e), —=e". en, —p-e" gefunden: wird, | 

\ —ıi 
35) Aleinx), = = 0. u A 7 * —E 


46) * = = we -). = 0%) te, 





| ei_en-: 
oo —jl.e die min 5 =sinz; . 








sinx cos x. Msinx),— sinx-O(cos 2), _ 4 
| — a — 3— 
1) An, )- a Fr 


“osx x 4 


9) Beoign= nz Ans mn: | 


19) Auen, 1). =&Koosx” 9 sn. HMeosz), . 


sinz 
cosx? 


20)8.cosee 2), = ol a), = dMsinz” = — sinx. Asia x), 





— 1g3- æcx; 


‘x 
== = m —olgx.coseck 


Noch mehrere Beifpiele irrationaler FZunktionen. 
21) OlY2ex— x), =8Gx— 19 (nah B.l, indens man ax >= u 


— x 


fest) = 4(dax — xt) 3.0(2ar — x”), = a 


2) 8(VY2ax—x? (nr = ). —=&M(a—x). ‚(Qax— x) =) 
== (a—x)- "(ax — x) 8), +2ax—x?)3.8a— x), (nach B. 2.) 


a)? — ⸗2 


VYıs-ı: —x? ax. 


> BR x’),=d (= = a, 





—— 342. ——5 | _ 
—— 


— a , dar—Bax-tix® 
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3) Een, = IE 


3 1— 4° 1+3x* 
NE, ), = 


97) 27), ),=&s°— Yara-ıy7i. r’—1), = — 


LLC Fi). — 
Noch mehr Beiſpiele tranſcendenter Funktienen: 

29) Kat t9, Pt #1. Joga-Kpx--g),p-loga-ar ta; 

0 Kr), =. ar, =; 

ah) Ki rt re, 

3 Blgli-+x’),= 





1 23 2 dx 2 
TS 


y x?), 
3) Bog(z+YiFz°?), = — * Sm: 





“ ne ee 





+ie\ _, 
(art 2), * ae 
aber (AH) _ ABS He) een M—), © 
1-i/, (1—ix)? don 
felaisds⸗⸗ 
i x 
En 
36) o(1 — Yx:— i)), =; 4. Blog(x-+Vx°— ), == — 


1 
37) o(t. og Yi—r+iz)), =+- doglYi-x’+ix), = = ur 
7 


*) Dan kann auch ſtatt log; bie Diferem logli1-Hix)— log (1—is) 
fegen, und von leterer die abfeitung nach x ‚nehmen. Dann erhält man 
a IfE Her) — ae II * viel ſchueller. 
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3) Beintpehg,= esatg-öprtg,= preosietg; 


39)  Boosfpx+g), = — anlpx+g)-Apr+g,=—p- nt; 


Beint 
40) Blog sin (px+q), = en p- — 


Deos( IM 
41) 8 log cos (px-+-q), = ang zs—-pig(ptg. 


$. 151. 
WIN man bie Ableitungen nach) x haben von ‚ben durch 


1 FE . 
—-x ddr arc. sin x, 1, oder arc.cosx, 1, oder 
sm c08 Ig 





arc.tg X, Song oder arc.cotg x, * und 
bezeichneten Funktionen von x, ſo muß man letztere (welche Zu⸗ 
ſanmenſetzungen aus den ſieben Operationen ſeyn müffen) erſt 
wirklich herſtellen. Dies geſchieht allemal mittelſt der Formeln 
des $. 70. DIL. IV.), nämlich 


1) ° e" = c0s2-Hi-sinz 

2) ee" — 00s12—i-sinz, 
welche, wenn man "ne durch einander dividirt, 

3) — ig2 _ colgı-i 


1—1.tg2 colgz—i 
geben. — 
Aus biefen Gleichungen 1.) und 2.) geht fogleich hervor 
4) ı= 2.108 (cos z-Fi-sin z) = s (eos 2—1-8inz);, 
während die Pau 3.) ſogleich Ike: 


1-1: A _1, colg +1 
ö) =3 ‚log 1—itgı Q ‚log colg 2 ⸗ 


Iſt nun sin 2x, ſo iſt = x und 
cosa=Vi—x?, und die Gleichung 4.) giebt ſogleich: 
I. Zx= 7 lgi— Mi) — + log Vi—x?—i:2). 


4 
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HM ober cosı=x, alſo ı= x und 
sar— Vi—x*, fo giebt biefelbe Gleichung 4.) 
1 Zı=lgch ED ga Ve, 
GR Yyıma, alſo mir. fo giebt die Gleichung 
5.) fogleich 
DL 5* nl 1°. . 

IR aber ootge—x, alſo I ſo giebt bie 
ſelbe Gleichung 5.) augenblicklich 





, — 
V FT ee mp make ifix > 


Sf fenr seerr—=x, fo if 00s2=4, alfe if 


1 1 . . 
ı= = Ti bie Gleichung II.) giebt daher 
v. 1-14. lg — Lo NIE, 
sec ı 1 X 


Eben ſo a man * bee L.): 
41 Ye—i—i 

Va cosec Flo PÜ-IH_ log —y 

Diele Gleich ngen L_VI) geben zur Necheen immer un⸗ 
endlich viele Werthe, weil (nach $. 88.) die natürlichen Loga⸗ 
rithmen jedesmal unendlich viele Werthe haben. In der That 
aber giebt ed auch (mach $. 78. — 81.) zu jedem gegebenen Si; 
nus, ober Koſiuus, aber auch zu jeder gegebenen Tangente oder 





*) Diefer Autdruck in EV.)- su Rechten geht aus dem in IIL) zur 
Rechten derror, wenn dafelifk -— fait x geſetzt wird. M nämlich 


1 ] 11 
.—. um Fu af — *757 
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Kotangente, u. f. w. f., jedesmal: unendlich viele Bogen. Des⸗ 
halb find Die Gleichungen L— VL) ganz vollftändige Gleichungen. 
u Sind aber auf diefe Weile in den Gleichungen L— VL) 

die gedachten Funktionen von, x wirklich hergefielit, fo kann mas 
nun auch fogleich ihre Ableitungen finden. Man findet näm⸗ 
" (Del. $. 150. Deine 35. - 37.) 


u 9* — en a) = — | 








1. (3) u Te ale 2; .) =- en 
Ul. Ze), — de 8 = ) zu 


8z, 


IV. E ) =— ii alſo Le ) J 
V. —— xYx?— alſo E * — Pe | 
V].. er), = - alſo at), = — | 


, $. 152. 

1. Man kann jedoch auch von folhen Funktionen y von 
x die Ableitungen nach x finden, welche nicht. wirklich eutwik⸗ 
felt gegeben find, ſondern zwifchen denen "man nur eine Glei- 
chung gegeben bat. Denkt man fi nämlich in einer folchen 
. Gleichung zwiſchen x und y, unter y Biejenige Sunftion von x; 
melche aus der Auflöfung der Gleichung nach y, für y hervor⸗ 
geben würde, — fo find die beiden Seiten ber Gleichung genau 
eine und biefelbe Bunktion von x; — ober, beide Seiten find 
genau eine und biefelbe Konftante nach x, wenn nämlich die 
eine Seite eine folche ift, fo daß fich Bann auf der andern 
Seite die erplicitn x und die implictt in y enthaltenen x 
gegenfeitig aufheben; — oder, es find beide Geiten ber Gleis 
dung genau Ruß, wenn die eine Seite nämlich Null if, fo 
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daß daun auf der andern Seite wieberum bie erpliciten und 
die implichen x einander aufheben und vernichten. — In allen 
drei Fällen aber müſſen deshalb bie Ableitungen beider Seiten 
ber Gleichung nach allem x (b. h. nach dem erpliciten unb 
implicit in y enthaltenen x) einander gleich feyn, fo daß, wenn 
bie eine Seite ber Gleichung nach x konſtant ober Mut if, 
ihre Ableitung nach x alfo ber Null gleich ſich ausweift, dann 
auch bie Ableitung ber andern Seite ber Gleichung nach x, der 
Null gleich ſeyn muß. 

Auf dieſe Weiſe giebt jebe Gleichung zwiſchen y unb x, 
angenblidlich eine &leichung zwiſchen dy,, y und x, welche 
eine Ableitungs⸗BGleichung ber erfien Ordnung genannt 
wird; fo daß man dann aus beiden Gleichungen, bie beiden 
Funktionen von x, nämlich y und dy, (in x ausgebrückt) 
finden Tann. 

Wenden wir dies zunächſt auf einige ber früheren Beifpiele an. 

Beifpiel 1. Es fey nämlich y gegeben durch bie obeſcuns 
1) * x, 
ſo daß — ———— wird, welches dy. Tp giebt. — 
Nimmt man aber von der Gleichung 1.) links und rechts die Ableitun- 
gen nach x, fo erhält man, weil öx, —=1 if, 
9) .loga-dy,—1; 
Daraus folgt denn ſogleich, wenn aus 1.) und 2) a7 d. h. y eliminiri 
wird, Ddy, = — wie vorher auch. 
Beiſpiel 2. Es fen 
) saymı Ad coy=Vi—x?,, 
fo giebt dieſe erſtere Gleichung, wenn fie nach x abgeleitet wird, weil 
a,=1 , 
_ 1 
2) esydy,=1, alſo dy, = ** = = 
welches Nefultat genau mit $. 451. In) ſtimmt, weil y nichts anders 
1 
j als 75* if. 
. Beifpiel 3. IR dagegen 
1) osy=r: Me say=li—x?,..... 
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r sieht‘ dieſe erſtere Gleichung, nach x abgeleitet, 
2) sinydy,=i, alfe 22 


| =. Yı-ı! 
welches mit $. 151. II,.) übereinkimmt. . 
Beifpiel 4 Hat man 





1) 1gy7= 
: fo giebt diefe Gleichung, wenn man Tide und rechts die Ableitungen ns 
allem x ann, 


1 
2). any .dy,=1, alſo dy, cosy? = ap” ap 
welches Reſultat wiederum mit 6. 151, II..) ttinmit. 


Beiſpiel 5. Wäre gegeben die Gleichung 
1) x’—2ıy?+4y°=0, 
ſo würde folche, wenn man nach allem x die Ableitungen nimmt, ſe⸗ 


gleich geben 
dxꝰ —2y?—Axy-dy,-+12y°-dy,=0, 


Vx - 2 4(12 - 455) · dy, & O. 

Eliminirt man nun aus 1.) und 2.) den Ausdruck y» ſo erhält. man eine 

" Gleichung: wifchen x und dy,, welche nach dy, eine Eubifche wird, fh 
daß man für öy, drei Werthe bekommt. — Es bat aber auch aus ber 
Gleihung 1.) der Unbelannte y drei MWerthe, und jede Zorm von y 
giebt eine Ableitung (0y,) nah x. 

IT. Bermöge berfelben Betrachtung kann man auch die Ab⸗ 
leitungen zweier Funktionen y und 2 von x finden, welche mit⸗ 
telſt zweier Gleichungen zwiſchen x, y und z gegeben find. Man 
‚nimmt von jeder Gleichung bie Ableitung nach allem x, — be 
Eommt zwei neue (Ableitungs⸗) Gleichungen zwilchen x, y 
z, welche auch noch Ay, und dz, enthalten, und kaun daun aus 
allen vier Gleichungen: bie vier Funktionen y,.z, dy,, * in x | 
auögebeict finden. 

Sind 4. B. y und z gegeben durch die beiden Gleichungen 
ı%ı)  ıxtbyte+rd=0 
m DD)  (&—-p? +5—gJ?+(e—r? h, 
fo giebt die erſtere, wenn ſie nach allem x abgeleitet wird, 
3) a-4-b-dy, +c:öz, = 0; 
‚die andere Dagegen- giebt, nachdem man fie durch 9 dividirt hat, 
: 4): .&—-pP+y—gd-dy, +Fa—r)d2,=0; 
und aus diejen vier. Gleichungen, wenn man fie nach: ben vier Uabekann⸗ 


oder 


l 
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ten y, a, 8y,, On, algebraiſch aufläR, erhält men dy, und Dz, gewen 
eben fo, wie wenn men aus 1.) und 2.) fogleich y und 2 in x ausge 
drückt gefunden, und dann von jedem ber beiden gefundenen Werthe y, 
und =,, Die Ableitung nad) x genommen hätte. 

II. Auf diefelbe Weile kann man aber auch bie Ableitum 
gen dreier Funktionen y, =, u von x finden, welche durch drei 
Gleichungen zwiſchen y, z, u und x gegeben find; dadurch 
wämlih, daß man von jeber Gleichung bie Ableitung (beider 
Seiten der Gleichung) nah allem x nimmt, und fo bie drei 
neuen Gleichungen fich bildet, welche Oy,, dz, und du, enthalten. 

Und baffelbe kann man beliebig weiter ausdehnen. 

IV. Nimmt man aber von folchen Ableitungd: Gleichungen 
der erfien Ordnung (welche bereitd Dy,, dz, etc. etc. enthal 
tem) noch einmal bie Ableitungen nach allem x, fo erhält man 
Ableitungs-Gleihungen ber zweiten Ordnung, welche 
auch noch d*y,, 8°z, etc. etc. enthalten. — Sind daher eben 
fo viele .Bleichungen als unbekannte Bunftionen y, z etc. etc. 
gegeben, fo bekommt man auch eben fo viele Ableitung: @lei, 
quungen ber zweiten Drbnung, als zweite Ableitungen B*y,, 
8'z, etc. elc. zu finden find, und man kann daher (durch Auf⸗ 
loͤſung dieſer Gleichungen) auch noch 8?y,, B*z, etc. etc. fin 
ben, ohne y, z etc. etc. vorher bergeftellt zu haben. 

Nimmt man alſe in dem vorſtehenden Beifpiele zu IL) von den Blei 
ne ein Nie Sibieitungee 
‚nach allem x, fo erhält men | 

6) - bedey, Pe dea = 0 


6) 1 ) d, ) 
als Ableitungs-Gleidungen der zweiten Ordnung; und dieſe ſechs Blei 
dungen (1.—6.) reichen aus, um bie fechd unbelannten, unter y, z, 
Dy,, d2,, 0°y,, O°z, vorgeſtellten Sunftionen von =, auf algebraifchem 
Wege vollends su finden. 


*) © iR nämlih -9 · dy, ein Prodult ans der Zunktien v—q 
.. (Gen x) und dy, (als Eunktien von x). Man muß daher bie Zermel 
$. 150. B. 2.) in Stuwendung bringen. — Daſſelbe gilt von dem nid 
ben Blite (x ) · d in der Gleihung 4.). | 


— 
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$. 193% 


erem des Tay lor ſchen Tehrfages für Funktionen zweite und ınchrerer 
Beränderlichen. 


I. Wieberholt man gang genau das Verfahren des $. 60.); 
denkt man fich aber dabei ſtatt einer ganzen Funktion eine völlig 
beliebige Funktion , von x und y, fo erhalt man hier wie 
dort genau denſelben Satz, nämlich 
1) a = er +..h+ or, ® a a1 Fr BT hr... 

h’k , 
+3f,.k+28"f,,- J by = te. 
+ 9 7 2, 2,438" Gy he 


+ Of, he 


Dies it der „Taylor'ſche Lehrſatz für Funktionen 
zweier Veränderlichen“, während 8"’f,, mit Ooſf.), ober 


‚mit D(Of,). gleichbedeutend genommen ift, und eben fo zu giei⸗ 


cher Zeit auch 
IM, =), = = 8°(86,), = = 88), 
und 
a en von, = ocd(oſ. 
gedacht iſt. 


Daß aber die Ordnung des Ableitens nach x und nach y gang belier 
big if, daß 4. B. 8CO®E,) „= 5°(06,), it, geht (wie $. 60. fehen läßt) 
daraus hervor, dag man — auf doppelte Art entwickelt erhalten 
kann, einmal, indem man zuerſt hy mach Motenzen von h entwickelt, 


und nachher erſt y-I-k ſtatt y fchreibt, — dann aber auch, indem man 
zuerſt —8 nach Potenzen von k entwickelt, und dann erſt x6h flatt x 
fest. "Die Vergleihung beider Nefultate führt dann zu den Gleichungen 
SC, ), = 806), 5 9X, ,, = ),, u. ſ. m. f.5 und beshalb laun 
man "pie ‚Beiden Br'f,, Ratt SCAL)y ober BCE); — BL, Ratt 
8(ö°L,), oder flatt —R — u. /. w. f. einführen, welche Bezeichnung 


die Bolge der Ableitungen ſo lagt, wie ſie iR, nämlich. willtuhelich. 


, | ru wird, dann allemal 
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I. Iſt aber f eine Funktion ber brei Beränberlichen x, 
y, z, fo kaun man zuerſt x-I-h ſtatt x, und y--k flatt y 
fegen, und man erhält dann bie vorfichende Entwicklung 1.). — 
Setzt man in felbige zulegt noch 24 flatt z, fo gebt in ber 
Entwicklung zur Mechten, jeber einzelne Koefficient wiederum in 
eine Reihe nach 1 über, und man verhält 


A Dekan 

+ölrk+ 2 J 

oſ.1I4 — .. 
FR — — 
FH — — — 


NR. Be 

‚wo wir noch alle Glieber ber zweiten Dimenflon (in Bang 
auf h, k, 1) hingeſchrieben, haben. 

Dies iſt ber Taylor'ſche Lehrſatz für Funktionen 
breier Veränderlichen“. 

II. Auf: biefelbe Weiſe fortfahrend erhält man den 
nTaylor’fchen Lehrfan für Funktionen von vier, fünf 
and beliebig viel Veränderlichen“. — 


$. 154. 
Man kann aber nun die Geſetze des Ableitens vollends hinſtellen. 
1) Wir Haben nämlich bereits im $. 150.) geſehen, daß 
wenn £ eine erplictte Funktion von x, ift, die t erplicie nicht | 
euthãlt, — wenn aber unter x felbft wieder eine Funktion vont 


Of = Of,-05, 
ſeyn — 
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Wir fügen jegt noch hinzu: 

2) Wem f eine erplicite Funktion von x und y ift, die 
aber t erplicit nicht enthält, und wenn unter x und y felbft 
wieder Funktionen von t verfianden twerden, fo ift allemal 

I Ok ⸗dk · dxol, · dy 

3) Wenn f eine explicite Funktion von x, y und 2 iſt, 
Die aber t nicht erplicit enthält, und wenn x, y, 2 felbft wieder 
beliebige Funktionen von t vorſtellen, fo iſt allemal 

I. By 8-dx+öl,-dyı+f,-dz 

4) Und dies läßt fich auf erplicite Funklionen von beliebig 
viel Veränderlichen ausdehnen, welche t felbft nicht erplicit 
enthalten, während bie erftern Veränderlichen wieder als belie- 
bige Funktionen von t gebacht iverden. 

Soll nämlich im Falle der N. 2.) Od, ‚gefunden merden, fo muß 
man Aug, in eine nach Potenen von g fortlaufende Reihe entwickeln 
und den Koefficienten von g" flatt Of, nehmen. — Go wie aber i46 
ſtatt t geſetzt wird, geht (nach dem Taylor'ſchen Kehrfage $. 149. ‚© 

“) x, über in x, d. 5. inx+-h, wo h=0x,.g-+8° m. + 
und 


MD) zu Über in ya; Be. in yhk, mo PERF RAR FAR REN 


zuun.,. 


= rule eier eier aloe ser ae 


WR 
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Nimmt man bier aber ſtatt des Außdends zum Rechten feine Entwicklunz 
aus $. 153. N. 2.); — ſubſtituirt man zu gleicher Zeit Ratt h, k, 1 bie 
Reihen nach & aus a.), B.) und y.), — und hebt man bloß bie mit g' 
affieirten Glieder heraus, fo findet ſich ſogleich ald Koefficient von g' 
öf, dx, -+Bf,-dy,+-Of,-d2,, 

wodurch die Formel II.) außer Zweifel geſtellt fich ſieht. 

u. ſ. w. f. 

Drückt man aber in Worte aus, was bie Formeln II.) 
II.), etc. ete. lehren, fo kann man fagen: 

Man findet von jeber Funktion T, weldye t bloß implict 
(in x, y, 2, u, etc. etc.) enthält die Ableitung nach allem t, 
wenn man die Ableitungen derfelben Sunktion f nach dem t 
nimmt, welches einzeln in x, oder in y, oder in z, oder in u, 
oder etc. etc. fteckt, (alle die übrigen dieſer Veränderlichen dabei 
jedesmal als conftant anfieht, fo daß jedesmal bloß die For: 
mel I. in Anwendung kommt) zulegt aber alle diefe Partial⸗ 
Ableitungen addirt. 


ð. 15%, 

Betrachten wir diefelben Fälle 1.) 2.) 3.) ete. des $. 154) 
jet unter ber Vorausſetzung, daß f jedesmal den Beränderliche 
t auch noch erplicit enthält, fo findet man 

1) im Falle des $. 154. N. 1.) 
5) 7 = oh-H-Of, -Ox:5 
2) im Falle des 8. 154. N. 2) 
Of = Oh-F-öf-dx-t-öf,-dyr; 
3) im Falle des $. 154. N. 3.) 
öf; = Ok-FöL- dx: Of, -Byr- Of, du: 
u. f. m f 


Diefe Geſetze findet man aber wieder dadurch, daß man fer UM 
g entwickelt und dann jedesmal den Koefficienten von g’ herausſucht 
welcher Öl, ſeym muß. 

Man erhält jedoch auch die hieſige 1.) aus der Formel II.) des S. 154.) 
unmittelbar, indem man daſelbſt ſtatt y, die einfachke aller Funktionen 
von t, nämlich 1-4 oder t! oder + ſelbſt ſetzt, ſo daß dy,— I = 1 wird. 





= 
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Eben fo erhält man die hiefige 2.) unmittelbar aus ber Formel IIL) 
des $. 154.), wenn man in jene bloß t flatt x, ſetzt, ſo daß Oz, dt, —1 


wird. — 2. ſ. w. f. 


Anmerkung Denkt man ſich aber unter x, y, 2, ete. 
folche Funktionen von t, welche Fa) identifch der Null (oder nur 
einer Eonftanten nach x) gleich machen, fo ift allemal das fo 
gefundene Of, der Null gleich (nach $. 152.) 


$. 155. 


Diefer Geſetze der $. 154.) und $. 154bi.) kann man fich 
fogleich bedienen, um Ausdrücke, welche außer mehreren Verän⸗ 
derlichen x, y, ete. ete., auch noch Ableitungen 5. B. von y 
nach x enthalten, fügleich in andere, den gegebenen gleiche Aug: 
Drücke zu verwandeln, in denen biefelben Ableitungen nicht mehr, 


“wohl aber Ableitungen von x nach y, oder wohl auch Ablei⸗ 


tungen von x und y nach irgend einem dritten Beränderlichen t 
genommen; vorkommen. 
Sol z. B. ber Ausdrud 
| * 
(©) - x 82 


Y⸗ 


‚auf dieſe Weiſe umgeformt werden, daß man ſich unter x, alſo 


auch unter y eine Funktion eincd neuen Veränderlichen t denkt, 


und nun flatt der Ableitungen Ay. 0°yx lieber die Ableitungen 


Oxı, Oyı, 0°x,, 8°y, eingehen follen, — fo geht man von ber 
Sormel $. 154. L) aus, nämlich von 
Oyı = Öyy: dxi 


und nimmt von ſolcher links und rechts auf's Neue die Ablei⸗ 


tungen nach allem t, und man erhält, indem man jedesmal von 
der neuen Gleichung abermals links und rechts ‚die Ableitungen 
nach allem t nimmt, 
| 1) dy.* — dy, dx. 
9 d°y. == 8°?y,.d?-+-Öy,- N: 


*) Nimmt man von der 1.) links und rechts, die Ableitimgen nach t, 





um ans Ihr die Gleichung 2.) zu erhalten, fo muß man fich erinnern, daß 
a 22* 
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3) Hyı—=d’y,-du4-30°y,-dx0’r--Oyıd®x; 
u. f. w. f. . 
Löft man dieſe Gleichungen nach dy., 8°y., etc. etc. algebraiſch 
auf, fo erhält man 


_ dr. 
L dy. — dx,’ 
— x -H’y— dyı-O’x j 
1 y= dx, ’ 
u. ſ. w. f.*) , | 


Diefe Gleichungen aber gehen, wenn man t — y nimmt 
wo dann du —=dy,=1, H’yı=d’y,—0, u. ſ. f. wir, 


u. ſ. w..f. 


Subftituirt man aber biefe Werthe aus 1.) und II.) ft 
dy, und d°y, in den Ausdruck O.) fo wird folcher 


3 
— y” (dx,?-+-Oyı?)” 
(0) yo 
Subftitwirt man jedoch Die Werthe aus I,.). und II,.) fat 
Oy, und 9°y, in den Ausdrud ©.), fo wied derſelbe 


dy, wie y ſelbſt, eine Funktion von x iſt, daß daher nach derſelben ji 
mel 1.), wenn man dy, flatt y fegt, 


&8y,),==08(0y,), dx, =0°y,-Öx, 
wird — Eben fo muß man bei ben übrigen Ableitungen verfahren. — 


*) Man kann die II.) etc. ete, and) unmittelbar aus ber L) dadutq 
‚ ableiten, bag man von der I.) hinter einander die Ableitungen nad ! 
nimmt, endlich aud) Dadurch, daß man von der I.) hinter einander die 


Ableitungen nach x nimmt, rechts aber Dur o begeichnet und man 


nicht Überficht, daß nach derfelben Formel I.) —E iſt. 
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| 0.8 
' y?® 2; 7 
(Ga⸗) — — x nn 3 
wo man, wenn man will, dag — Zeichen noch weglaſſen Eann, 
weil die Potenz im Zähler doch zweideutig iſt, fo daß der Aus⸗ 
druck ©) Sder Q,) oder ©,) doch i immer — und — — zugleich 
vor fich fichen hat. 

Subſtituirt man in den Ausdruck ©,) wiederum flatt 
Oyı und d°y, deren Werthe aus 1.) und 2.),. fo heben fich 
Oxı und 8°x, von felber weg, und man erhält den Ausdruck 
' ©.) wieder. — Hätte man aber einen andern beliebig gegebenen. 

Ausdruck Fy,y,0x,,87,,8°x,,0°y, | gehabt, welcher nächſt x und ' 


y die Ableitungen 8dx,, dyı, 9°x,, 8?yı enthälf; fubftituirte man 
in denfelben ſtatt dy. und 8°y, ihre Werthe (aus 1. und 2.), 
und fielen dann die Ableitungen Oxı, 8°x, nicht von felber 
heraus, fo wäre dies ein Beweis, daß es nicht möglich ift, den 
Ausdruck F fo umzuformen, daß in ihm. y bloß als eine Funk 
‘tion von x angefehen werden kann, fo nämlich, daß in ihm 
außer x und y bloß Ableitungen von y nad) x vorfämen und 
von t gar nicht mehr die Rede wäre. — 
‚ Diefe Umformung der Ausdrücke mit Ableitungen nennt, | 
man übrigens dag nUebertragen Der Unabhängigkeit 
„von einem Beränderlichen (x) auf einen anderu ’ 


Der Maclaurin’ ſche Lehrfag. N 
7 Seht man in den Loylor Kae kehnſate 1 — 


12) nk +-öf, 0% f — Raten 
zuerft @ a ftatt x, danu aber wiederum x— «a ſtatt b, ſo er⸗ 
hält man 


DE x are: Ka) F3°%- Sr 93, zer —— — — 
wenn f,, Of, 9°5,, 9°, etc. etc. "Se Merthe ber Suiftionen 


*- 
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f,, O6, 8°6,, 9°8,, etc. etc. bebeuten follen, welche letztere, wenn 
fie vorher Hergeftelle find, für x=a annehmen. 

Diefer Sat 2.) heißt der allgemeinere Maclaurin’ide 
Lehrſatz, in welchen ber gemeine Maclaurin’iche Lehrfag al 
derjenige beſondere Fall fteckt, in welchem «== 0 gefegt if. Die | 
fer letztere kann fo gefchrieben werden: 


3)) = td x HOT HOT .... 


U. Man ficht, wie ber Maclaurin’fche Lehrſatz bau 
bient, jebe beliebige Sunktion von x in eine nach ganzen Pe 
tenzen von x—a, alfo auch in eine nach ganzen Potenzen von 
x fortlaufende Reihe zu entwickeln. — Weil aber die Koefficien 
ten biefer Reihen anfänglich hergeſtellte Sunftionen von x, dam | 
aber die Werthe berfelben für x= a, oder für x—O find, 
Fönnen zuweilen für einen beftimmten Werch von, oder auch 


für x = 0, dieſe Roefficienten die Form Z, oder eine ande 


im Kalkul/ unzuläffige Form annehmen (vgl. $. 149. Enke) 

Dies zeigt aber dann jedesmal an, daß dasmal eine fold: 

Entwidelung, im erftern Sale nach gangen Potenzen dicke 

beftimmten Differen; <— a, im andern Falle nach ganzen Pe 

tengen von x, nicht möglich if. — Mean darf aber dam 

nur dem = einen andern und einen folchen Werth geben, für 
welchen jebe ber gebachten Funktionen f,, O6, 8°%,, A’f,etc.cn 
wirklich einen beftimmten Werth annimmt, und die Entwickelung 

nad) ganzen Potenzen biefer neuen Differeng x—« ift wiederum 

möglich und gugleich wiederum mittelft der N. 2.) verwirklicht. 


- Beifpiel 1. Will man z. B. Zog(i-+x) nach ganzen Potemer 
von x entwickeln, fo hat man 


f ti ö,— 





= — ae ! Step 
L=S=- 0 — —3; 
” af Hr = (paje 3 Ele. eie. 


Der gemeine Maclaurin’fche Lehrſatz (N. 3.) an alſo nun, indem 
man bier Null ſtatt x fest, 


— — -— 


I) 
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log(1-Fx) = log 1+-x— ax’ tr’ — Axt 5r°— —Ir°+- -- 
wo Zogi=0, aber auch Jogi = nx-i ($. 89.) genommen” wer⸗ 
den kann. | 

Wollte man Zog(1-}x) nach ganzen, Potenzen von x—1 entwickeln, 
ſo müßte man in N. 2 J nehmen; und man erhielte dann 


(5 65) - x— te. 


2 
“gut man — * B. — in, ep x31448, fo daß 


14ı= 7 wird, fo findet Ri ch hieraus 
—— —— -4- 185443055 —%'10808"T 5.100600 ele.ete. 
Da nun log = logi1 —log5 ift, fo. felgt bieraus, wenn logꝰ und 


log5 befannt find, fogleich Jogi mit ſehr geringer Mühe bis auf 7 De⸗ 
eimalſtellen genau. 

Beiſpiel 2. Wollte man logx nach gan en vorenen von. x ent⸗ 
wideln, fo hätte man 

4 2 4 3! 

$ =logs; = =; then ete. 
und fegte man hier O flatt x, fo würden die Nenner alle Hull werben. . 
Eine Entwiclung von Zogx nach ganzen, Potengen von x ift daher nicht 


möglich. Wohl aber ergiebt fi aus 9.2.) fogleich die. Entwiclung von 
logx nad) ganzen Potenien von x — 1. 








Beifpiel 3. Wollte man x in eine nach ganzen Potenzen von x 


fortlaufende Reihe entwideln, fo hätte man 
mn yo. — — — 8 2 — x . t-+2x? .- 
f, mm öl, rm’ Ö Tg Ber 2. (1—x2)3 ” 
. 4 
9, tr, of, = —— etc, etc. 
((— x?) (1x2 Ä 
Setzt man nun hier Überall Q ſtatt x, wie es der Say N. * verlangt, 
fo erhält man u, N. 3.) 18. 
1, 13x 5 x’ 
‚m ++ Fra staaeTrt" 


wo nan on 0, aber auch = fegen kann, unter a Null und 
jede fiige, und auch jede negative ganze Zahl verftanden (nad) $.78.). 





— Düfe Neihe giebt olfo, wenn man ſtatt x irgend einen Sinus ſetzt, 


allemal ſogleich den zugehörigen Bogen. 
Das Geſetz, nach welchem dieſe Reihe für — x fonſchreitet, iſt hier 


zwar fichtiar gemacht, jedoch auf dieſem Wege ſchwer zu erkennen. Wenn 
man aber bedenkt, daß 
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ten y, 5, Dy,. On, algebraiſch aufiäh, erhält mau dy, unb Oz, gewan 
eben fo, wie wenn man ans 1.) und 2.) fogleich y und 2 in x ausge⸗ 
drückt gefunden, und dann von jebem ber beiden gefundenen Werthe y, 


und z,, Die Ubleitung nach x genommen hätte. 

IN. Auf diefelbe Weile kanm man aber auch bie Ableitum 
gem dreier Bunktionen y, =, u von x finden, welche burch Brei 
Sleichungen zwiſchen y, z, u und x gegeben find; dadurch 
nämlich, daß man von feber Gleichung bie Ableitung (beider 
Seiten der Gleichung) nach allem x nimmt, und fo Die drei 
neuen Sjeichungen fich bildet, welche dy,, dz, und du, enthalten. 

Und baffelbe kann man beliebig weiter ausdehnen. 

IV. Nimmt man aber von folchen Ableitungs: Gleichungen 
ber erfien Ordnung (welche bereitd dy,, dz, etc. etc. enthal⸗ 
ten) noch einmal bie Ableitungen nach allem x, fo erhält man 
Ableitungs-Gleichungen ber zweiten Drbnung, welche 
auch noch 8*y,, 8*z, etc. etc. enthalten. — Sind baher chen 
ſo viele Gleichungen als unbekannte Bunftionen y, z etc. etc. 
_ gegeben, fo bekommt man auch eben fo viele Ableitungs⸗Glei⸗ 
qhuungen ber zweiten Ordnung, als zweite Ableitungen D*y,, 
dez, etc. elc. zu finden find, und man kann daher (durch Auf: 
loſung dieſer Gleichungen) auch noch d2y,, B*z, etc. etc. fir 
den, ohne y, z etc. etc. vorher bergeftelle zu haben. 

Nimmt man alfo in dem vorſtehenden Beiſpiele su IL) von den Slei⸗ 
dungen 3.) und A.) der erfien Ordnung nech einmal die Ableitungen 


‚nach allem x, fo erhält man 
6) bedey, Fed! =0 


6) 148 P+t Hyd, +a—r-8,=0*) 
als Ableitungs-@leidungen der zweiten Ordnung; und biefe ſechs Glei⸗ 
dungen (1.—6.) reichen aus, um bie fechs unbekannten, unter y, z, 
Dy,, da,, 8°y,, 8°z, vorgeſtellten Sunktionen von x, auf algebraifchem 
Wege vollends su finden. 


S iſt namlich (y—g)-dy, ein Probult aus der Gunktien y—q 
. Coon x) und dy, Cals Funktion von x). Man muß daher bie Formel 
$. 150. B. 2.) in Anwendung bringen. — Dafiike gilt von dem nöd 
Dan Blicde (aı)-dn, in det Gleichuns 4.). | 
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S . 153. 


Erweiterung des Tab lor ſchen Lehrſates für Funktivnen gweite und mehrerer 
Veraͤnderlichen. 


I. Wieberholt man ganz genau das Verfahren des 8. 60.); 
Denkt man fich aber dabei ſtatt einer ganzen Funktion eine völlig 
belichige Funktion 5, von x und y, fo erhält man bier wie 
Dort genau denſclben Sag, nämlich 


% 3 
1) ray = £,+öf, h+ + ösf,» Br +... 


h’k 
+86,-k4+-20",, tvw· ur = + 


+ et 


+ of, he 


Dies iſt der „Taylor’fche Eehrfag für Funktionen 
zweier Veränderlichen“, während 8"'f,, mit B(Of,), ober 
‚mit (8f,)z gleichbedeutend genommen ift, und eben fo zu glei⸗ 
cher Zeit uch 
DH, , = &0%,), = 8°(06,), = 80006) )ı 


I. 912, , = 5(0°5,), = 886), = 8(8(8f,),)y 

gedacht if. . 

Daß aber die Drbnung des Ableitens nad) x und nach y gang belier 
big iR, dag 3. B. 8(8°£,) „=d°(06,), ik, geht (wie 6. 60. fehen läßt) 
daraus hervor, dag man — auf doppelte Art entwickelt erhalten 
kann, einmal, indem man zuerſt Gy OU Potenzen von h entwickelt, 


und 


und nachher erſt y-4-k flatt y ſchreibt, — dann aber auch, indem man 


auerft Krk nach Potenzen von k entwickelt, und dann erſt x-Hh flatt x 
fest. Die Vergleichung beider Refultate führe dann zu den Gleichungen 
SCal,), = 80h), 5 9°, y, = 8a), u. ſ. m. f.5 und Deshalb laun 
man die Zeichen * L, ſtatt 8CöL)y oder DB(A); - a fett 
(8°L,), oder fatt —X — A. J. w. f. einführen, welche Bezeichnung 
die wihe der Ableitungen ſe laßt, wie fie iſt, nämlich. willkührlich. 
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TI, IR aber F eine Funktion ber brei Veränderlichen x, 
y, 2, fo kann man zuerſt xh Ratt x, und y--k fatt y 
fegen, und man erhält dann bie vorſtehende Entwicklung 1.) — 
Set man in felbige zuletzt noch 24 fatt z, fo geht in be 
Entwicklung zur Mechten, jeber einzelne Koefficient wieberum in 
eine Reihe nach 1 über, und man erhält 


2 Gr ölcht — | 
+k+ art 
++ Soae 

Bf, at 
PER ER 


+28", + , 


‚wo wir noch alle Glieber der zweiten Dimenflon (in Bam 
auf h, k, 1) Hingefchrieben, haben. 

Dies if der „Taylor'ſche Echrfag für Funktionen 
Dreier Veränderlichen“. 

DL Auf biefelbe Weiſe fortfahrend erhält man den 
nTaylor'fchen Lehrſatz für Funktionen von wien fünf 
und belichig viel Veränderlichen«“. 


$. 154. 


Man kann aber nun die Geſetze des Ableitens vollends hinſtellen. 
1) Wir haben nämlich bereits im $. 150.) geſehen, def 
wenn £ eine explicite Funktion von x iſt, die t explicit nicht 
enthält, — wenn aber unter x felbft wieber eine Funktion von t 
vrue wid, dann allemal 
dio * öf, dx. 
ſeyn ni. 


S 
n 
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Mir fügen jegt noch hinzu: 

2) Wem f eine erplicite Funktion von x und y ift, die 
aber t erplicit möcht enthält, und wenn unter x und y felbft 
wieder Funktionen von t verftanden werden, fo ift allemal 

IL. fu = 86-80: +86,-dyı. 


3) Wenn f eine erplicite Funktion von x, y und z if, 
die aber t nicht erplicit enthält, und wenn x, y, z felbft wieder 
beliebige Funktionen von t vorftellen, fo ift allemal 

ID. Of = öf, -dx.-H-Öl,-dy, + df,-dz.. 

4) Und dies läßt fich auf erplicite Zunkfionen von beliebig 
viel Veränderlichen ausdehnen, welche t felbft nicht erplicit 
enthalten, während die erftern DVeränderlichen wieder als belie⸗ 
bige Funktionen von t gedacht werden. 


Soll nämlid) im Falle der N. 2.) Of, gefunden merden, fo muß 
man fu...) in eine nach Potenzen von g fortlaufende Meihe entwickeln 
und den Koefficienten von g' flatt Of, nehmen. — Go wie aber t-+-g 
ſtatt t gefene wird, geht (nach dem Taplor'ſchen Lehrſatze $. 149. © 


a) x, über inx,,, d. 5. inx+h, mo h=dx.- g-+2°2,.2, + 
und 


B) yı über in y;, d. b. in rk wo kp, g-+9°y.- he 
und es wird alfo 

Ars = Fury 
Nimmt man nun flat En... Die Entwidlung aus $. 159. N. 1.), 
fubRituirt men in folche ſtatt h und k die Werthe aus a.) und £.), 
ordnet man alles nach Potenzen von g und hebt man bloß die Glieder . 
hervor, welche g" enthalten, fo findet man Of, -dx,+-öf,-dy, als Koef⸗ 
ficient von g, wodurch die Formel IL) außer Zweifel geſetzt iſt. 

Soll aber OF, im Falle der N. 3.) gefunden werden, fo muß man 
bemerken, daß, wenn t-Fg flatt t gefent wird, dann nicht bloß x und y 
in die Reihen sth und y-+k, wie folche in «.) und B.) zu finden find, 
übergehen, — fondern daß auch noch übergeht 

2 
S) 2 zZ, de h. in 241, wo I=8n.g-F3%2.8, + if. 
Derhalb wird un = 
— — —EE 
Bd. J. | 22 
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Nimmt man bier aber ſtatt des Aufdruds sur Mechten feine Entwiciun 
aus $. 153. N. 2.); — ſubſtituirt man zu gleicher Zeit Ratt h, k, 1 ix 
Reihen nach g aus a.), B.) und y.), — und hebt man bloß bie mit g' 
affieirten Glieder heraus, fo findet ſich ſogleich als Koefficient von g' 
öf, -dx,-+-Di,-dy, Of, -dz,, 

wodurch die Zormel III.) auger Zweifel geſtellt fich ſieht. 

2. f. w. f. 

Drückt man aber in Worte aus, was die Formeln II) 
III.), etc. etc. lehren, fo kann man fagen: 

Man findet von jeder Funktion f, weldye t bloß implic 
(in x, y, 2, u, etc. etc.) enthält bie Ableitung nah allem, 
wenn man bie Ableitungen derfelben Funktion f nach dem t 
nimmt, welches einzeln in x, oder in y, oder in z, oder in u 
oder etc. etc. ſteckt, Calle die übrigen diefer Veränderlichen dabä 
jedesmal als conftant anfieht, fo daß jedesmal bloß bie For 
mel I. in Anwendung kommt) zulegt aber alle diefe Partiab 
Ableitungen addirk 


%. 15Abie, 
‚Betrachten wir diefelben Fälle 1.) 2.) 3.) ete. des $. 154) 
jet unter der Vorausſetzung, daß f jebesmal den Veranderlige 
t auch noch explicit enthält, ſo findet man 


1) im Falle des 8. 154. N. 1.) 
A = — oh+-Of- Oxz 
2) im Zalle des $. 154.0. 2) 
Hy = = ök-t-df,- —** ·dyi; 
3) im Falle des $. 154. N. 3.) | 
Ay = Ok O5-dx+-df,-Byrt-d-dz,; 
u. ſ. m f 
Diefe Geſetze findet man aber wieder badurch, daß man f (rg Ti 
g entwickelt und dann jedesmal den Koefficienten von g" herausfudk 
welcher = Öf,,, fen muß. 
Man erhält jeboch auch die hiefige 1.) aus der Formel II.) des 6. 154) 
unmittelbar, indem man daſelbſt ſtatt y, die einfache aller ‚Sanktionen 
von t, nämlich 1-4 oder ti oder t ſelbſt ſetzt, fo daß dy. ⸗ di ⸗ 1 win. 


n 


— — — - — 
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Eden fo erhält man die hieſige 2.) unmittelbar aus der Formel IIL) 
des 6. 154.), wenn Man in jene bloß t ſtatt =, ſetzt, ſo daß 9, =, —=1 
wird. — U. ſ. m f. 

Anmerkung Denkt man fi) aber unter x, y, z, etc. 
ſolche Funktionen von t, welche Fa, identifch der Null (oder nur 
einer Eonftanten nach x) gleich machen, fo ift allemal das fo 
gefundene Of, der Null gleich (nach $. 152.) 


$. 155. 


Diefer Gefege der $. 154.) und $. 154bie,) kann man fich 
fogleich bedienen, um Ausdrücke, welche außer mehreren Verän⸗ 
derlichen x, y, etc. etc., auch noch Ableitungen z. B. von y 
nach x enthalten, fogleich in andere, den gegebenen ‚gleiche Aug 
drücke zu verwandeln, in denen diefelben Ableitungen nicht mehr, 
wohl aber Ableitungen von x nach y, oder wohl auch Abkeis 
tungen von x und y nach irgend einem britten Veränderlichen t 
genommen, vorkommen. 

Soll z. B. der Ausdruck 


. ‚a +öy,.)8 
(©) · T en 


auf dieſe Weife umgeformt werben, daß man fich unter x, alfo 


auch unter y eine Funktion eincd neuen Veränderlichen t denkt, 
und nun flatt der Ableitungen Oy,, 8?y, lieber die Ableitungen 
dxi, Oyı, 0°x,, 8°y, eingehen follen, — fo geht man von der 
Sormel $. 154. L) aus, nämlich von 

Oyı — Öyy- dxi⸗ 


und nimmt von ſolcher links und rechts auf's Neue bie Ablei⸗ 


tungen nach allem t, und man erhält, indem man jedesmal von 
der neuen Gleichung abermals links und rechts ‚Die Ableitungen 


nach allem t nimmt, 


1) %=dy,- dx} 
9 Hy == ?y,.d8,?-+-Oys: N: 


*) Nimmt man von der 1.) links und rechts, die Ableitungen nach t, 





mm aus ihr die Gleichung 2.) zu erhalten, fo muß man fich erinnern, daß 


22 * 
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3) 9° 8°y,-05°430°7,-8%,.9°0,-4-dyı- dx; 
u. f. w. f. j 
köſt man biefe Gleichungen nach dy,, 8°y, etc. etc. algebraiſch 
auf, fo erhält man 


8 
l. =; 
x d’y—dyı-0? 
I. — A 
u. ſ. w. f. ) | | 


Diefe Gleichungen aber gehen, wenn man t — Y nimm | 
wo dann öy.=dy,—1, H’y=dy,=0, u. ſ. f. wih, 


1 
_ I — — 
1 dy. öxy” 
O°?x 
A. 28%y =. 


u. ſ. w..f. 


Subſtituirt man aber dieſe Werthe aus I.) und II.) fat 
dy, und 8°y, in den Ausdruck ©.) fo wird folcher 


— *. (&x+3y.2)7 
n KO 
Subftituirt man jedoch die Werthe aus I,.). und II,.) fat 
dy, und 9?y, in den Ausdruck ©.), fo wird berfelbe 


dy, wie y ſelbſt, eine Funktion von x iſt, daß daher nach derfelben Ser: 
mel 1.), wenn man dy, ſtatt y fegt, 
80y,), — — O(0y,), dx, — O°y, -Ox, 
wird. — Eben fo muß man bei den übrigen Ableitungen verfahren. — 
*) Man kann die IL) eic, etc, auch unmittelbar aus ber .L) dabad 


‚ ableiten, bag man von der I.) hinter einander die Ableitungen nad 
nimmt, endlich auch dadurch, daß man von ber 1.) hinter einander dr 


Ableitungen nach x nimmt, rechts aber S durch p bezeichnet und mm 
4 


| dp, . 
nicht überficht, daß nach derfelben Formel L) dp, = —t if, 
L} r R % 


+: 
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| | 8 
\ ’ _ _y,@&xy?+1)? 

j (O.)* — a, 9 
wo man, wenn man will, dag — Zeichen noch weglaſſen Eann, 
weil die Potenz im: Zähler doch. zweideutig iſt, fo daß der Aus: 
druck ©) oder ©,) oder ©,) doch i immer — und — — zugleich 
vor fich fiehen hat. 

Subſtituirt man in den Ausdruck ©,) wiederum ſtatt 
ODyt und d?y. deren Werthe aus 1.) und 2.),. fo heben fich 

ax und 8°x, von felber weg, und man erhält den Ausdruck 
©.) wieder. — Hätte man aber einen andern belichig gegebenen 
Ausdruck ——— | gehabt, welcher nächſt x und 


y die Ableitungen 8x,, dyı, 9?x,, 8°y, enthälf; fubftituirte man 
in denfelben flatt dy. und 8°y, ihre Werthe (aus 1. und 2.), 


amd fielen dann die Ableitungen Axı, d?xt nicht von felber. 


heraus, fo wäre dies ein Beweis, daß es nicht möglich ift, den 
Ausdruck F fo umzuformen, dag in ihm y bloß als eine Funk 
‘tion von x angefehen werden kann, fo nämlich, dag in ihm 
außer x und y blog Ableitungen von y nad) x vorfämen. und 
von t gar nicht mehr die Nede wäre. 

‚ Diefe Umformung ber Ausdrücke mit Ableitungen nennt, 
man übrigens dag „Uebertragen der Unabhängigkeit 


„von einem Veränderlich en (x) auf einen ardern 


Per 7 


u(t oder y).# 


Der Maclaurin’ ſche Lehrſaß. N 


2 Seht man in Taylo sen kehnſate 
12) nk -8f, +04, + te 


zuerſt os a ſtatt x, danu aber wisdberum x—o fiatt b, ſo er⸗ 
hält man 


2) ehe at IE Host (=D) za), 
wenn f,, Of, 8°f,, 8°, etc. etc. "hie Werthe der Suiftionen 


*- 


- 
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f,, Of, 8°6,, 8°f,, etc. etc. bebeuten follen, welche letztere, wenn 
fie vorher hergeſtellt find, für x=a annehmen. 

Diefer Sag 2.) heißt der allgemeinere Maclaurin’fe 
Lehrfag, in welchen der gemeine Maclaurin' ſche Lehrfag als 
derjenige befondere Fall fedkt, in welchem «== 0 gefegt if. Di: 
fer letztere kann fo gefchrieben werden: 


2) Kehren 


U. Dan ficht, wie bee Maclaurin’fche Lchrfag Bay 
bient, jede beliebige Funktion von x in eine nach ganzen Po. 
tenzen von x—a, alſo auch in eine nach ganzen Potenzen von 
x fortlaufende Reihe zu entwickeln. — Weil aber bie Koefficien 
ten biefer Reihen anfänglich bergeftellte Funktionen von x, dans 
aber die Werthe berfelden für <= a, oder für x0 find, fo 
Fönnen zuweilen für einen beftimmten Werd von.«, oder aud 


für x— 0, dieſe Koefficienten die Form 4. oder eine anden, 


im Kalkul / unguläffige Sorm annehmen (vgl. $. 149. Ende) 
.. Dies zeigt aber dann jedesmal an, daß dasmal eine ſolche 
Entwidelung, im erftern Falle nach gangen Potenzen bickt 
beftimmten Differeng <— a, im andern Falle nach ganzen Pr 
tenzen von x, nicht möglich iſt. — Man darf aber dann 
nur dem «= einen andern und einen folchen Werth geben, für 
welchen jede der gedachten Sunftionen f,, Of, 8°6,, A°E,, etc. etc. 
wirklich einen beftimmten Werth annimmt, und die Enttvickelung 
nad) ganzen Potenzen biefer neuen Differenz x — « ift wiederum 
möglich und zugleich wieberum mittelft der N. 2.) verwirklicht. 


Beiſpiel 1. Will man 4. B. Zog(i-+x) nach ganzen Potengen 
son x entwickeln, fo bat man | 


K=bogli-tx); &, 1% ge f Strg. 
j 3! 4! 5! 
of, = Sets — ; 
20 af drurser: 0° f, sog etc, elc. 


De Be Maclaurin'fche Lehrfa (N. 3.) sieht alfo. . | 
man hier Nun fast x fegt, 24 aiſe nun, inden 





‚ 0 = — — 
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log(1+x) =logi-+x— ax’ +32’ xt 5 ix’— Iri.. 
wo Zog1=0, aber auch Zogl—=t?2ux-i ($. 89.) genommen. wer⸗ 
den kann. 

Wollte man Zog(1-4x) nach ganzen Potenzen von x— A entwickeln, 
ſo müßte man in N. 2) o=41 nehmen; und man erhielte dann 


log) = 10824 (7 He) -i er 8 he, 
Säatzt man bier 3. 8 —— — I-., af x=1+4=$, fo daß 


14x = wird, fo findet ſich hieraus 
log’; = logd+ 5 — - 3180 +%°1055"%° "1080513. 100055 ete.elc. 
Da num log = logi1 — log5 ift, fo. folgt hieraus, wenn Zog2 und 


log5 befannt find, fogleich — mit ſehr geringer Mühe bis auf 7 Des 
eimalftellen genau. 

Beifpiel 2. Wollte man logx nad) gan en votemen von x ents 
wickeln, fo hätte man 
$, =logx; =; 0. =— En ; 8 ‚=ä;. = =; etc. 
umd fegte man hier O flatt x, fo —* die Nenner alle Null werden. 
Eine Entwicklung von logx nach ganzen, Potengen von x iſt daher nicht 


möglich. Wohl aber ergiebt fi ſich aus N. 2.) fogleich die Entwiclung von 
logx nad) ganzen Potenien von <—1. 








Beifpiel 3. Wollte man LI: in eine nach ganzen Potenzen von x 


fortlaufende Neihe entwickeln, fo hätte man. 
x f — t-+2x? 
(1—x2) (dx) 
— of — 9-+-72x?4+- 24x 
Zn | ao MT 
(1— (1x2) 
Setzt man nun hier überall O hatt x, wie ed der Say N. % verlangt, 


fo erhält man u N. 3.) 
I. 1.3 x’ , 1.3.5 x? 
in" =,04x+7 ———— 7t": 


wo nan 40 — 0, aber auch 0=m fegen. kann, unter a Null und 
jede poſiti cine und auch jede negative ganze Zahl verftanden (nach $.78.). 





; etc, etc. 


— Düfe Reihe giebt alfo, wenn man ſtatt x irgend einen Sinus ſetzt, 


allemal ſogleich den zugehörigen Bogen. 
Das Geſetz, nach welchem dieſe Reihe für fortſchreitet, iſt hier 


zwar fichtiar gemacht, jedoch auf dieſem Wege —*— zu erkeunen. Wenn 
man aber bedenkt, daß 
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= (x), = = gl? 


eL—=- Kan, | 
feon mug; fo kommt alles darauf an. den Werth son "IL — x”) ?), 
für x=0 ausjumitteln, um auch OL, für x<=0 zu haben. — Did 
wird aber durch den nächſten Paragraphen möglich werden. 

$. 157. 

Man kann fi) auch umgekehrt des Taylor’fchen Lehr 
ſatzes bedienen, um in allen den Fällen, wo man Syn obe: 
Zuziehung beffelben in eine nach ganzen Potensen von h for 
laufende Reihe, alſo z. B. wo man 
1) 6a =A,+Aıht+A.h’+A,h’+ -- +4A,h’+--- 
gefunden hat, — die nt: Ableitung 8"f, fogleich und unmittelbar m 
finden, ohne die auf einander folgenden Ableitungen Of,, O'f, 
etc. etc, erft nach und nach aus einander entwickelt zu miüſſſen. 
Bergleicht man nämlich die Entwiclung 1.) mit der des Taylor 
ſchen Satzes, fo findet man 

of, . 
2) ni —=A,; alſo SL, ⸗ n! A. 
Anmerkung 1. Will man z. B. Or(ꝙ. P), auf dieſen 


Wege direkt finden, während pP und v irgend gegebene Fuuktic 
. nen von x find, fo hat man u 


(Pr > Par 

h? hæe 
— — 14 2. 51 + .. ) (e h-+8 2 so —.- ) 
. Multiplicirt man aber dieſe beiden Reihen mit einander (nad 
$. 45.), fo findet fich als Koefficient von m 


(O·d pi) dp, Xv ‚m: Op Ob tn; —J Kurz - 


+1,89, + rad -dp,- A ‚tr, 8", 
wo die einzelnen Koefficienten DD, .. die Sinomiak 


ik, daß alſo 





— 
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Koefficienten ber nten Potenz eines Binomiums vorſtellen, fo daß 


nz"! 1 
ift*). 


ei man in dieſem Reſultate 3.), ſtatt nach und nach 
2, 3, 4, 5 etc. etc.,fo erhält man: 


682 8942: 89 -Dh-to-d2y; 





n, = 


. 19°lmd) = 9-8°943-8:9-80-43.09- 99-8245 
EN = VO +40F-0p46-0°9-0°y 

-+4-9p- dp --p-d%p; 

Ha) ud +5 ðe. debp 

+ 10.8°9-8°9-+5-8p-dp-+o-dey; 

u. ſ. w. fr too die Ableitungs-Zeichen 8 nach x zu nehmen find. 

Am die Anwendbarkeit diefer Mefultate durch ein Beifpiel nachzuwei⸗ 

fen, ſey y=i1gx nach dem Marlaurin’fchen Lehrſatze in eine nach 

ganzen Potenzen von x fortlaufende Reihe zu verwandeln. — Man muf 

zu dem Ende von igx, die Ableitungen hinter einander entwideln, um 

zulest O ſtatt x fegen zu können, meil dies die Soefficienten der (gemei⸗ 

nen) Maclaurin’fhen Reihe find. Allein dies führt zu ſehr unangeneh- 

men und wenig überfichtlichen Rechnungen, wenn man nicht Kleine Kunſt⸗ 

griffe auwendet. Es findet fich aber zunächſt 


dlgx), = — = ser, d. h. —R 
Daraus folgt 
—— ortiy, = U+), 02), = 0Ny-y) 
Kım wird für <=0, ad y=0, dy, — und 0°%,=0; bie 
Werthe O’y,=d(y-y)o, D*yo—dHlyy), yo = d*y-y)o, etc 
- etc. finden fich aber aus den Formeln @.) oder O.), wenn man daſelbſt 
g=ypmy nimmt und x==0 fegt. — Es wird dann (aus (. oder O.) 
=, Hy ad, =, = 0; 
9°y, =2-4-dy,-d’y, = 16; 0°yu = 2-6-.dy,-0°y,-+20-(9°y0)”; 
u f. w. f. 


*) Eigentlich iſt nach N. 2.) dasjenige Glieb von Da), > welches 
OT, Op, 


die Faltoren "9, und D’y, bekonmt, ſo: X ru 








, n! . le „1 
Weil aber (nach $. 37.) Anm nichts weiter iſt als — » h. 


nichts. weiter iſt als der rie Koeffieient von der mten Potenz eines Bino⸗ 
miums, fo iſt die obige Behauptung richtig. 
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fo daß die Ableitungen der ungeraden Ordnungen aus einander nach eincm 
leicht zu ſiberſehenden Gefege gefunden werden, für den beſondern Werth 
O von x. 


Anmerkung 2. Seht man in ber vorſtehenden Formel 
OO) (x—o)" fat 9, P wid AYp=m(x— a)”; 
Hy —=miix—a, Hu—mmix—a)"?; ... 
dp =m"ks— a)" und Hp =m!, dagegen St, — 
"ty — etc. ett. =0. Iſt daher n>m, fo fallen aus der 
Formel ©) ale mit "tip, "try. 8’p behafteten Slie 
der heraus, und fie bricht fchon mit dem Gliede n„.m!8”", 
ab, und dieſes Glied iſt zu gleicher Zeit das einzige, welches 
den Faktor x—a nicht hat; während nm! 2 
1) Für x—a und n>m findet ſich alfo 
(x a), =, 
wo 8, dag Hebeutet, was aus 8""p, wird, wenn man 
o ſtatt x feßt. , 
2) Sr x= oa und n=m findet fih aus demſelben Grunde 
8°’(x— u)" p), =mip,. 
3) Für x=a und n<m wird dagegen 
Ik, 


weil nun alle Glieder in der Entwicklung von Op, den 


Faktor x— a enthalten, alfo = O werden, ſo oft x—=a ge 
fegt wird. 


$, 157bis, 
Auf ganz ähnliche Weife kann man fih des Maclaurins 
ſchen Lehrſatzes bedienen, um in allen ben Fällen, wo man £ 
Direkt und ohne Zuziehung deffelben, in eine nach ganzen Po⸗ 
tenzen von x fortlaufende Reihe zu entwickeln fih im Stande 
fieht, ‚den Werth von SE für x0 (alfo 8",) direkt zu 


finden, ohne 8° felber vorher herftellen zu müſſen. Iſt nämlich 
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) KB +BxtBe 4 Box. +Biet, 
und vergleicht man- diefe Reihe ‚mit der des $. 156. N. 3.) 
fo findet ſich 


5) 





a =B,; alſo of, —n!B,. 5 


Beifpiel 1. So hat man i. B. wenn = 


—— = (1—x?)72 
. x 
iR, nach dem linomiſhen Lehrſatze 


vi⸗ 











f Hz +34 24 are: Ti Are: 4-6- ri — Ham ade sr 
alfo if (nad) 6.) 
a", 
und 
De 


Ih Im, fo oft m gerade if; 
De es if für jede  oftie ganze Zahl u, 


n en 
et = 0 und BL 








-1, 
Beiſpiel 2. En it o(,, )= BER 


’ n+1 1 an n— 
alſe A ),= a2 2 2 u Re ! 
Weil aber nach dem binomiſchen Lehrfage | 

(1+x2)"'= 1-1’ +xt—ı’ +r’—r!9 Li? — 





4 Mel (u) == 


2073 





a+1 — 
lo ö (Z x) = 
od—x?)"3],. Und da dies eat für x<—=0 feld der Run glei 
wird, fo oft m ungerade (n-}-1 gerade) if, — fo ift tx), =0,' 





„2 
fo ft n-+1 gerade if, Und da deſ(i-a⸗e 1, —u!- * wird, ſo 


1 a 
oft n gerade, alſo n-+1 ungerade ik, fo ik art! For, lern 


fo oft 41 ungerade il. Dadurch aber fällt das Gefen der Entwicke⸗ 
fung von, JI_ x ($. 156, Beiſpiel 3.) erſt gehörig in die Augen. 


8 in 


v 


348 Höhere Analufis. I. Abth. Kap. L 6. 158. 


iR, ſo hat man ei x=0 
tz x), =0, foeft n+1 gerade 
und 
at (Z x) = (Neal, fo oft n-+1 ungerade if. 


Wollte man alfo z. B ® ı x mittelſt des Maclaurin’fchen Lehrſatzes 


in eine nach ganzen Potenzen von x fortlaufende Reihe verwandeln, fo 
würde man fogleich finden 

6) Lee ltr He x 
wo ſtatt zo die Nu, aber auch næ gefegt werden kann (nach 
£$. 78.80), wenn n Null oder jede ppfitive und auch jede negative 
sanze Zahl vorfiellt. — Diefe Reihe giebt alfo den Bogen z x, ſo 
bald die Tangente diefes Bogeus ſtatt x geſetzt wird *). 


$. 158. 
Don der Entwidelung von th nach gebrochenen Potenzen von h, für diejenigen fpecid 


len Werthe von x, für weiche die Roeffkienten der Tavior ſchen Reihe die Form — 
annehmen, fo daß eine nad) ganzen Potenzen von x fortlaufende Kcide für 14 


datmal nicht exiſtirt. 
, Meun für einen fpeciellen Werth « von x fowohl f,, als 
auch Fxyn einen reellen Werth haben, auch wenn h umnend: 


*) Dies gicht ein einfaches Mittel ab, die Zahl « noch auf einem 
anderen wet zu berechnen, als folches im $. 59.) gefchehen iſt. Da 
nämlich 53x —=1 if, fo fegt man in obige Formel 6.) 1 ſtatt x, um 
man erhält 

a#=1—-34t3-345-1rt7,— 5+-- 

Man kann aber juerft einen Bergen z berechnen, deſſen Tangente =; 
ift; dies giebt (nad) 6.) 

its tat ntsssie insert. 
Hiernach berechnet man einen Bogen z’ deffen Tangente —=+ iſt; man 
ndet aus 6.) j 

r — —ν . 
Denn addirt man 2 und =’ und Mr en wiederum ix. — Denn es ik 


ah) = art” —. *13 folglich if = ie.- 


—igi- Ce 








— 
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lich⸗-klein gedacht wird, fo läßt fich die Differenz En —k 


(entweder gar nicht oder doch) nur nach pofitinen (ganzen 


oder gebrochenen) Potenzen von h in eine Reihe bertvandeln, 
wæeil jede negative Potenz von h, 3. h”, für h=0 ein 


Glied von der Form + liefern würde, während Ink in 


demſelben Falle der * gleich werden muß. 
Findet man alſo für dieſen beſtimmten Werth 2 von x 
auf irgend einem Wege 
+ u—hk=A, -h" +A,h"-A,.h +A,h" he 
nach fleigenden Potenzen von x geordnet, ſo daß wir 
m,<m,<£m,<Zm,< etc. elc. 
vorausfegen; fo ft m,<1 oder m, —=1; denn zeigte ſich 
dev erſte Erponent von h, >1, fo könnte man das Glied 
0-ht noch vorfegen, fo daß man doch wieder m, —1 oder 
A,=0 hätte; alfo kann man behaupten, dag m, nie >1 iſt. 
Sept man nun x-}-h, ober vielmehr a--h, =z, fo 


- wird, welche Sunftion von z unter p, verſtanden werden mag, 


weil da, —1 iſt (nach $. 150. 1.) 
Bun (De dp), = dr,- 
Die obige Gleichung (5) wird nun (für x—= a) 


1) 6&-k=A,h"-+A,h”-+A,.h” Ah"... 
und giebt, wenn man von ihr hinter einander bie Ableitungen 


nach h nimmt (nach ©) 
2) o,—=m,A, hm, A, -h"2=!_Lm, A, ‚hes=1 


’ --m,A, .h"+7 Ir. .., 
» def, mA, ‚h"r?_Lm, AA hr? 


m, 1) ‚he? + ; 


4) def —m A, h"3_L m, AA, „hes3 


m, TA, he_L..; ; 
u. ſ. w. f. .5 wo die epeichnung des $. 25.) gebraucht iſt. 
Man kann auch 3 Bogen z, z’ und 2 berechnen, fo daß s (z}-2/-+2) =1, 


alfo z+z +2 wird. — If: 
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Wird nun in allen biefen Gleichungen (2, 3, 4. eie. etc) 
0 (Nuſ) ſtatt h geiegt, fo erhält man zur Sinken bie Wa 
son Ol, d°f,, 8°f, ete. etc. fir x— a, während das, me 
biefelben Gleichungen zur Rechten (für h= 0) lien, dia 
Werthen bezüglich gleich if. , 

IR man m, <i, fo arigt fh (mb 2) Said = 5; 


iſt aber m, —1, fo gicht dicſelbe Sleichung 2) aL=4, 
Alſo folgt: 

L „Rimmt D£, für za noch nicht bie Gar 4 De 
„beru einen Sefimmten Werth an, fo if das af Gii I 
„Sutssichchung von f,,,—f, noch immer =—— d.h, mie feld 
uach $. 149. ©) ber Fall if, fo oft x allgemein gebadt met 

Iſt aber m, —1, fe if m,>1 unb ame . 
söer m, =2; denn wäre ber nãchſte Erponent von h, >) 
fo würbe man bad Glic O-h? eimfchaitem Faunen, I Wi 
mn m,—2 mb A,0 hätte — If ee n,=! 
unb m.<-2, fo giche bie Gleichung 3), mac amd äh ii 
wit A, afficizte Glich beramügefalien if (wegen m, — 1) vv⸗ 
0 gictt wirb, =; PEN SE 


bie Glhfung jet DL 2-A,, ae A,=dlrr 
Darans folgt: | 

IL „Repmen , un Oh fr s—a med mi 
„Ser -2- fonhern beit Feripe am, fe find Eie bh a 


f’ 

„Bücher ter Entwicklung von 1... —L,, — by 
„alle genen fe, Seit zemm x allgemein gebacht di” 

ml m. pi m,>2 wien“ 

<3, sie —=3, mel im Retkfalle das ieh 0-h’ MF 

ſhanu gehackt werden Fam. — SE aber m,<3, PA 
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die Gleichung 4), wenn h=D gefeßt wird, weil die mit A, 
und A, affieirten Glieder vorher fehon herausgefallen find, 
det. — I; in aber me —3, fo giebt dieſelbe Gleichung 


a,—=38!A,, alſo A, = d°f.- = — Daraus folgt: 


II. Ren öl,, 9°£, und def, für x=o noch nicht 
‚die Form n an, ſo ſind die drei erſten Glieder der Entwicke⸗ 


„lung von genau dieſelben, wie ſolche der Taylorfche 
kkehrſatz ($. 149. ©) für jedes allgemeine x liefert.“ 
Man kann aber fo fortfahren und findet: | 
IV. „Wenn der Koefficient S"+'E, der erfte ift, welcher für 
„x = © feinen beſtimmten Werth, fondern etwa die Form 4 
„annimmt, ſo hat die Entwickelung von ÿ—-6 für dieſen 
„Werth x«, genau die Glieder der Taylor'ſchen Reihe 


u. 149. ©) bis zu dem Gliede oe, einfchließlich; das 


„nächſte Glied der Entwickelung hat aber die erfie gebrochene 
„Potenz; h*, während a zwifchen n und n—-1 Tiegen muß. 
Beifpiel 1. Es ſey f, = x*+bYx>au, fo iR = 
(x+h)°-HbYx—a-rh; alfo wird für x—a 
nf = bhi-H4x’h-F6x°h?-HAch’ he; 


und ed nimmt auch bereits Of —4x°’+ fr x=a die 


_b 
2Yx—a 


1 
Form ° an. 


Beiſpiel 2. Iſt der Lexitik—a, fo wird = 
Gb) +be—a-+h, und für x— «a mird nun 

| kn he = Ar’ +6xCh? bh Ach’ hr, — 

Und in der That nimmt jegt weder Of, = ea neh 


def, 1232 brot für ca dm Werth. -—- an, fordern 
1 
| erſt 0, = 2ix-+ 33: — 
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Beifpiel 3. Hätte man f = a-sin(x—a)+b-log(x— a) gu 
habt, fo würde f,,, = a-sin(x—a-+b)-+b-log(«—a-+h) und für 
x=a, fh =esinh+b-loghb, und 1,=b-JogO gemorben 
ſeyn. Dann aber hätte die Differen f, er} für x a bereits 
keinen befiimmten Werth mehr gehabt, weil ZogO das z ifl, womit e pe 
tenzirt werden muß, damit e"— 0 wird, ein folder Ausdruck z aber, 
weder ein reeller noch ein imaginärer, nicht exiſtirt. Hier alfo Faun ven 
der Entwidelung von Sn —f, für x==a nad) ganzen oder gebrache 
nen Potenzen von h, nicht weiter die Rede ſeyn. 





Zweites Sapitel, 


Nur 





Anwendung des Taplor'ſchen Lehrſatzes zur Vergleichung zu⸗ 
ſammengehöriger, befonders unendlich⸗kleiner Zuwachſe. — 
Die DifferentialsRehnung in ihren Elementen. | 


$. 159. 


Wir fegen bier bie Sätze vom Unendlich» Kleinen und von 
ben verfchiedenen Ordnungen beffelben genau fo voraus, wie 
wir folche im $. 50.) bereits hingeftelt haben. — Diefen fügen 
- wir jetzt die folgenden noch hinzu: 

I. Wird eine Sunftion f füg zwei nächft auf einander 
folgende Werthe « und ah von x, mo h unendlich-Elein 
gedacht ift, der Null gleich, fo iſt nicht bu 0, fondern 
ah 8=0 für diefen Werth « von x, wenn derfelbe nur 


nicht, = macht. 


Denn es ik nach der Vorausfegung, für x = a, ſowdhl —X 0, 
als auch L10, daher nach dem Tavlor'ſchen Lehrſatze, und in's 


Beſondere nad) $. 158.) 
öf, pa. hIrkL... 


Daher it auch (nach S. 50. N. 9) 8,—=0 ei x=o, weil h un 
endlich» Elein gedacht iſt. 
| HU. Wird aber eine Funktion F, von x, für drei nächſt 
auf einander folgende Werthe von x, nämlich für x=ao, 
—=ath md s=ea-tmh, wo h unendlich »Elein gebacht 
wird, der Null gleich, fo if, nächſt K=0r auch noch 
%=0 ud 80, fr zo; fobald nur nicht der⸗ 
felde Werth x— die Ableitungen of, und 82f, auf bie 
Form bin | 
Bbd. 1. 2 23 
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Denn es ih dann nicht bloß f,=0, fendenand L,,=O mi 
L+un 0, daher (nach $. 158.) 


ml DM) BL-b+oL- * +AFRL..— 0 
Bu D mare I HBhte.. 0; 


alſo auch, menn man aus Intern beiden Gleichungen DE, dadurch elm⸗ 

nirt, daß man die erſtere mit m multiplieirt und von der letztern ſubtrahi 
y) tat. 

Aus 1.) und 3.) folgt aber nun (nach 6. 50. N. 9.), weil h unendid 

Hein iR, daß auch SL=0 und 8L=O fen müfle, für ben w. 

dachten Werth a von x. 

IH. Diefe Säge N. 1.) und N. 2.) kann man belichz 
erweitern, und zwar fo: Iſt ſ. der Null gleich für n nächk auf 
einander folgende Werthe von x, deren einer a tft, währe 
bie übrigen durch «--h, a+mh, «ph, «-+-gh etc. eier 
ausgedrückt find und hunendlichsElein gedacht wird, fo if 
für dieſen Werth «= von x nicht bloß &=0, ſondern d 
werden auch noch (für denfelben Werth von .x) die erſten 
n—1 Ableitungen Of, B°F,, 8°%, --- 8°”, der Null gleich, 
wenn nur Feine derſelben für dieſen Werth « von x die Komm 
n annimmt. 

IV. Hot man eine Gleichung ,—0, welche für dee 
Paare an einander bezüglich nächft anliegender Wertbe von x 
und y identifch wird, nämlih fr x—=a, y=P; dann fr 
x=o--h, y=Pß-+-k; zulegt für x=a--mh, y= B-Hok, 
während h unendlich+Elein gebacht wird, fo ift für dieſe Werthe 
“und B von x und y, nicht bloß L,—=0, fondern and 
noch 5,=0 und 8,0. 


Denn, entwidelt man ink und th, y-pak nad 


‚GTaplor’fcen Lehrfage für wei Beränberliche ($. 153. N. 1.) im 


ben, die nach hund k fortlaufen, und fegt man dabei Überall ph Fakt 
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ſo erhält man fr x—a und y=B, menn alles nach Potemen 


son h geordnet wird, 


1) L,= 0 | 
2) (,-+dt,-p)-hrpt0?f, 428% Pr pI-E ++=0. 
3) P&-m-+2£,-np)-h Ze ar er ee 


Daraus folgt wieder (nach 6. 60. N. 9.) 


4) Of, +öl,-p —=0 und 5) m-öf,-4-n-df,-p =(; 
und aus biefen beiden Iegtern Gleichungen folgt wieder 
9 K=0 m 5=0 fü x=a md vB. 


V. Wenn man in einer Gleichung gwifchen Un» 


| endlich: Kleinen verfchiebener Oronungen, alle Glie⸗ 


ber der niedrigſten Ordnung allein behält, alle Glie⸗ 
der ber höhern Ordnungen aber wegläßt, fo iſt die 
dadurch entfiehende Gleichung allemal eine richtige. 

Denn, bringt man die Gleichung, wie fie gegeben iR, auf Null und 
ordnet man fie dabei nach den Unendlich»Kleinen in den verfchiedenen 
Drdnungen, und ift die nte Ordnung die niedrigfte, fo wird die Steigung 
die Form annehmen 

patgtihrtt2r... 

wo p»z? alle Glieder der niedrigſten nten Ordnung. ve Unendlich Kleinen 
z in fich vereinigt. Nach $. 50.9. 9.) ik aber nun p=0. | 


VL Hat man 8 alfo mit Gleichungen zwiſchen Unendlich» 


- Kleinen zu thun, fo kann man fehon während des Aufbaueng 


— — — — 


ber Gleichungen, alle Glieder weglaſſen, welche das Unendlich: 
Kleine in einer höhern Ordnung enthalten wärben, als bieje 
nige iſt, welche in ber Gleichung fehon vorkommt. Dadurch 
wird der Aufbau der Gleichungen ungemein erleichtert. 

Es kann fich aber bei dieſem Verfahren treffen, daß bie ſo 
entſtehende Sleichung identifch wird, d. h. daB fich diefe Sie - 


der der niedrigfien Ordnung alle von felber aufheben, dad Re 


fultat alfo zwar richtig ift, aber dem Zwecke nicht mehr ne 

fpricht. In dieſem Sale muß man alle Sfieber ber nächſt hö⸗ 

bern Ordnung in die Gleichung mit aufnehmen, und fo «ine 

neue Gleichung fich bilden, welche vielleicht eine Beſtimmungs⸗ 
. 93% 
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Gleichung”) ($. 16.) ift, und deshalb das Verlangte leiſtet. 
u. ſ. w. f. 
§. 160. 


I. Hat man zwiſchen f und x eine Gleichung, fo .Baß f 
als eine Funktion f, von x hergeftellt werben Tann; Denkt mau 
fih nun unter x und F zufammengehörige Werthe, Die dieſe 
Gleichung genügen; find endlich andere zufammengebörige, die 
fer Gleichung genügende Werthe von x und f durch <4-Aı 
und f+ Af bezeichnet, fo hat man 

1) Ih und MD) fHrAfmhrrr- 
endet man auf den Ießtern Ausdruck den Taylor’fchen Lehr: 
fag an ($. 149. ©), fo giebt die Gleichung 2.) fogleich 

) Ada AL... 
Die buch Ax und Af bejzeichneten Ausbrücke find Bte Dif; 
ferengen zwiſchen ben alten und neuen Werthen von bezüglich 
x und £ und werden daher auch fo genannt; biefelben Heike 
auch die Zumachfe (welche pofitie, negativ, Null, ja feihh 
imaginär feyn Eönnen, und) melche bie alten Werthe von ı 
und f erlitten haben, als fle in die, dur x-+-Ax und f--AI 
bezeichneten neuen (zuſammengehörigen) Werthe libergegange 
“find. — Die Gleichung 3.) zeigt alfo, wie bie Differenzen Ax 
und Af von einander abhängen. — Für gewiffe Werthe von | 
x kann aber bie Entwidelung von Af nach Potenzen vo 
Ax (nad) $ 158.) auch gebrochene Potenzen von Ax ü 
ſich aufnehmen. | 


*) Man vergeffe hier nicht, dag Cnach $. 16.) jede Gleichung dem 
Weſen nach eine identifche if, daß aber die Beſtimmung s⸗Glei 
hung einen oder mehrere unbekannte, durch x, z etc. etc. bezeichnet 
Ausdrijcke enthält, fo daß fih in ihr erſt dann alle Glieber gegenfeits 
wegheben würden, wenn man ſtatt diefer Buchſtaben x, x ete. etc. die 
Ausdrücke, welche fie gerade vorftellen, fubkituirte. — Deshalb gerade die 
nen dieſe Beſtimmungs⸗Gleichungen zur Beſtimmung der unbekannten, 
einfiweilen. durch =, = etc. gie. bejeichneten Ausdrücke 


3 
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Denkt man fich aber Ax unendlich-Elein von der 1fer Orb: 


nung, fo wird auch Af unendlich-Elein von der 1er Ordnung 


(wie die Gleichung 3. zeigt, in Verbindung mit $. 50. N. 8.), 
fo lange nicht Of. — O mird, bd. h. fo lange x allgemein ge 


dacht if. Man bezeichnet nun diefelben zufammengehörigen Zu: 


— 


— — — — — — — — — 
“ 


wachſe Ax und Af, wenn fie unendlich-Elein gedacht werden, 
allemal bezüglich durch dx und df, und nennt fie dann nicht 
mehr Differenzen, fondern Differentialien. Weil aber, in fo 


fern dx unendlich»Elein ift, alle höhern Potengen von dx gegen 


die niedrigern außer Acht gelafien werden müſſen (nach $. 159. 
VL), fo geht die Gleichung 3.) nun über in 

df 
5) % 
Diefe Gleichung zeigt alfo, wie die zufammengehörigen Differen: 
zialien (unendlich⸗kleinen Zuwachſe) dx und df von einander 
abhängen. — Cie läßt zu gleicher Zeit fehen, daß man bie 
Ableitung Sf, mit Recht auch (wegen 4.) einen Differen⸗ 
tial:Koefficienten, und ebenfalls mit Recht (wegen 5.) 
einn Differential-Duotienten nennen kann *). 

Das Differenital dE finden, wenn dx gegeben ift, heiße 
bifferengiiren. Weil man aber df fogleih bat (aus 4.), 


4) df = df,-dx *), oder ——=öd. 


*) Man unterfcheide von nun an forgfältig die (ſtehenden) d von 
den (runden) 8. — Letzteres ift allemal ein Dperations-Zeichen, mie 
das Multiplikations⸗, Divifionss oder Wurjzel⸗Zeichen u. dergl.; erfleres 


cdh bedeutet dagegen an fich gar nichts, aber dz 3. B. ſtellt einen unend⸗ 


lich⸗ lleinen Zuwachs von z vor. 
**) Sn für einen befonderen Werth « von x bie Ableitung of, 


die Form 4 annehmen, fo wäre (nad) $. 158.) dA. «(dx)”, wo m<A 


ſeyn ns und A müßte für biefen GAusnahms⸗) Werth von x, direkt 
gefunden werden. — 

Gewöhnlich denkt man fich aber in allen Fällen unter df nicht den 
wirklichen Zuwachs von £, fondern die Form DL, -dx, ſo daß die Gleis 


chung 5.) für alle Werthe von x beibehulten nin. 
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fobald dſ. gefunden ift, fo beſteht das Weſentlichſte Des Diffe⸗ 
renzirens Im Auffinden der Ableitungen; und das ift Ber Srund, 
warum man bag Ießtere Gefchäft auch fchon mit dem Namen 
des Differenglicend belegen kann und belegt. 


$. 161. 

Iſt £ eine Funktion von x und y, fo kann k drei verfcie 
bene Zumwachfe erleiden; a) wenn x allein, b) wenn y allem 
unb c) wenn x und y sugleich mwachfen. 

Läßt man x allein um das unenblichsFleine dx wachſen, 
fo wird der Zuwachs df von f aus der Gleichung 


df 
1) df = öf, :dx, oder dx = 


gefunden (nach $. 160. N. 4.) 

Läßt man y allein um das unendlich«Eleine dy wachſen, 
(fo wird ber zugehörige Zuwachs df (two aber df jegt eine 
ganz andere Bedeutung bat, als in der Gleihung 1.) aus de 
Gleichung 

2) df=df,-.dy oder 8, 
gefunden. 

Und wachen x und y zugleich um begüglih dx, dy, fo 
giebt der Taylor'ſche Lehrfat für zwei Veränderliche (des $. 153.) 
wenn man dx flatt h, und dy flatt k feßt, auch die Glieder 
der zweiten und höhern Dimenfionen von dx und dy, als Uns 
endlich» Kleine höherer Ordnungen wegläßt, fogleich | 

8) di = df, .dx-H-öf,-dy. 
In jeder dieſer drei Gleichungen (1.— 3.) bat baffelbe Zeichen 
df jedesmal eine andere Bedeutung. Namentlich if, wie man 
fieht, der in 3.) durch Af bezeichnete unendlichsEleine Zuwachs 
genau die Summe der beiden verſchiedenen Zuwachſe, welche 


in den Gleichungen 1.) und 2.) jedesmal durch df ausgebrückt 
werden. — Deshalb nenut man die beiden df in 1.) und in 


€. 162. . Die Differential» Rechnung. 359 
2.), welche man, um fie von einander zu unterſcheiden ‚ bezüg⸗ 
Sich fo ſchreibt, nämlich, S.dx und 5 .dy, ober and ſo, 


namlich (£)-4x und Car (telche man aber zweck⸗ 


mäßiger fo fchreiben würde, nämlich di, und df,) bie Theils 
Zuwachſe oder Partial-Differentialien von f, während. 
‚Der Zuwachs df in 3.) das totale Differential von f ge 
nannt wird. 

Wird alfo hier bloß Af gefchrieben, ſo vnerficht man das 
totale Differential von £f in 3.) darunter. Die Gleichung 3.) 
Tann man dann auch fo fehreiben:” 


de, d£ 
IS gut 


oder 


' = (H)-+(2)-0r 


wo zur Mechten, der Nenner dx ober Ay allemal erſt die Bo 
deutung des Zeichens df im Zähler näher bezeichne. 
Anmerkung. Iſt aber &,=0 vorausgefegt, für alle zus 
ſammengehörigen Werthe von x und y, fo iſt auch Ferany+as == 0, 
und demnach auch di=0, d. h. | | 
Ob -dx-F-öfy-dy = ®% 


$. 162. 


Iſt £ eine Funktion dreier Veränderlichen, fo iſt das totale 
Differential AE (melches man erhält, wenn x, y, z zugleich um ° 
bezüglich dx, dy, da machfen) allemal ber Summe ber drei 
Darzial: Differentialien gleich, welche man erhält, wenn x, oder 
y, oder z allein um bezüglich: dx, dy oder dz wäh. Es if 

"nämlich (nach $. 153. N. 2.) 
de 8, -dx-+-öf, dy+-df, da, 


oder, nach der andern Schreibweile 
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A, 
d= wert darge 


df df df 
art) 
Anmerkung 1. Iſt aber ,,.= 0 für alle zufamm 
‚gehörigen Werthe von x, y, 2, alfo auch wenn x-I-dx, y+H 
und z-I-dz gleichzeitig flatt x, y, 2 geſetzt werben, fo ik a 
d=0, 6. h. 
öf,-dx-+-df,-dy-Höl,.dz =0. 


Anmerkung 2. Diefe Betrachtungen laſſen fih a 
Funktionen £ von beliebig viel Veränderlichen ausdehnen. 


%. 163. 
I. Sf t eine Sunftion von x allein, alle 
df = df, -dx, 
fo iſt in dem Produkte Of, · Au, der Faktor dx nach x confık 
dagegen iſt der erfie Faltor Of, eine Funktion von x; hi 
iſt af mit f zugleich eine Funktion von x. Man Fann bit 
twiederum nach dem gu dx gehörigen Differential von di beß 
nach d(df) oder d?f fragen. Man findet dann aus $ 1 
N. 4), wenn daſelbſt dF ſtatt f gefegt wird, d’f—=dd.® 
nun iſt aber Bldf), = Aldl,-dx), = (nah $. 100. Bi) 
dx-d(8f,), = 8°6,-dx; 
folglich wird | 


1) df=ähdt oder 9%, 


fo daß man ſieht, wie das zweite Differential def (ei 
Funktion f von x) unendlich-Flein von ber zweiten Hrn 
if. — Und aus demfelben Grunde, nämlich weil dx ein I 
x ‚conflanter Faktor und d?f eine Funktion von x iflı di 
die N. 4. des $. 160.) fatt Fgefege werden Fanny ſ 
man noch 
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2) Ad oder v 


= d°f.. 
dx® 
Und allgemein findet fich Ä 
3) Meike oe Un, 
dx" 


fo daß dag nt Differential von J unendlich⸗ ein von der 
nen Ordnung iſt. 


II. Iſt fnoch immer eine Funktion von x, wird aber x. 


felbft wieder als Funktion eined neuen Veränderlichen t gedacht, 
und wächſt num letzterer um ein unenblich-Eleines dt, fo werden 
x und f zugleich mit wachlen, fo dag man (nad) $. 160% 
MA) hat & 

1) d<=dx.d und 19 df=döky.dt. 
Dadurch aber find dx und Af ſelbſt mwicder Funktionen von t, 
fo daß man (wenn t aufs neue wächſt um dt) Die Zuwachſe 
von dx und df, nämlich dex und d’f nach I.) ausgedrückt 
bat durch 

2), d:x=dR.d? und 2%) def pr, 
Und wächft t noch einmal, fo erhält man (nach I.) 

3) dx—=d’x.d? und 35 d’f=B’fy-dt?. 
U. ſ. w. f. | Ä 

Allein diefe in 2), 3) durch d?f, def, etc. etc. bezeich⸗ 
neten zweiten, dritten und höhern Differentialien, in 
benen dt als conftant, dx aber als mit t zugleich fich verän- 
bernd gedacht ift, find ganz andere, als die in 1.) durch Diefel- 
ben Zeichen def, def, etc. ausgebrückten Differentialien, die in 
der Vorausfegung fich ergeben, daß dx conftant gedacht ift. 
Es iſt nämlich nach den Gefegen der Ableitungs» Nech- 

nung ($. 150. B. L) 

1 Oku) == df,-dxı. 
Subftitwirt man dieſen Werth ſtatt Hk, in bie Sleichuns 11), 
fo geht folche (wegen ber 1 in 


369 Höhere Malie L Mh. Kap ILS 169. 


df = df, -dx 
8* ie ift df in L), und df hier, ein und daſſelbe. 
Nimmt man aber in 14.) links und rechts noch einmal 
die Ableitungen nach allem t, fo erhält man (nach $. 150. B. 2. 
umd IL.) 

2) 8°, = 8°, 92, *4+-8f,-8°x.. 
Subſtitnirt man biefen Werth in die 2.), fo giebt letztere (me 
gen bee Gleichungen 1. und 2.) 

2.) d’f=8°5,-dx?-+-öf,.d?x, 
während das exfte ber beiden Glieder zur Nechten das ebenfalls 
durch def bezeichnete zweite Differential von £ ift in L) d. h. 
unter ber Vorausſetzung genommen, dog x um dx, nicht aber 
dx ſelbſt fich verändert. 

Nimmt man von ber Gleichung 2.) wiederum Bie Ableis 
tungen nach allem t, fo findet man (nad) $. 150. B. 1.2. 
und I.) 

3 8°) = 8°f,.02,°4-38?f,-dx,- 8?x,-4-8,-8°x.. 
Wird num biefer Werth in 3.) fubflituirt, fo gebe letztere 
Gleichung (wegen 1. und 2.) über in 

3,) d’f=28°,-dx?-+3-8°5-dx-d’x4-8f,-dex, 
während in dieſer Gleichung das erfie Glied zur Nechten Bas 
ebenfalls durch d°E bezeichnete dritte Differentlal von £ in I.) 
d. h. unter der Voraugfeßung genommen ift, daß dx conftant 
ift; d. h. daß bloß x allein um dx aufs neue wachfend gedacht 
iſt. — u. ſ. w. f. 

Um aber dieſe verſchiedenen 225, verſchiedenen def, u. ſ. w. f. 
nicht mit einander gu verwechſeln, ſchreibt man ſtatt der df, 


de 
DE x, etc. etc., fo 


d’f etc. etc. in I,) lieber I: dx?, * 
daß man an den Nennern, die deshalb immer ſtehen bleiben 
möffen, erſt die Bebeutung ber Zähler d’f, d’f, etc. erkennt. 
Die Gleichungen 19.— 3. etc. etc.) Eönnen dann fo augfehen: 
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1,) d= ix; 
2.) da = I. a. d’r; 
a’f— Er 2 di Ixr+ 
3) = +35. dx· d ra x; 
ufm.f. 


Dabei find, wie bie Anficht der Sormeln lehrt, alle siveis 
ten Differentialien Unendlich Kleine der zweiten Ordnung; alle 

: dritten Differentialin Unendlich Kleine der dritten Ordnung; 
| u. f. w. f. “ 


$. 164.. 


| L Iſt f eine Funktion von x und y, und wachen x 
und y gleichzeitig um berüglich dx wind dy, ſo mr 


») .d=dh- .dx-töf, = dx, 


Waͤchſt aber in df, welches nun eine union von x und y 
ift, x, und y aufs Neue um dx und dy, fo erhält man aber⸗ 
mals ein Differential von df, welches durch d?f bezeichnet wird. 
Diefes d?f findet fi) aber, wenn man in 1.), df flatt £ feht, 
und man Hat daher 
2) Bf=d,-der Mark dx · dy -def, dy⸗, 
welches auch ſo geſchrieben wird (nach $. 163.) 


u di ‚dx. * dx · vtg dy?*), 





*) € iſt nämlich 


aa — „& 
9, =a0), =—, — (06, ——; 


und diefe, wie Sruchsbrühe ausfehenden Seren —8 man lieber 





* x 
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Und weil dieſes jeßige zweite Differential def abermals cm 
Funktion von x und y ift, fo erleidet d?f einen neuen Zumal 
d(d?f), ben man durch def bezeichnet, wenn man x und 
aufs Neue wachen läßt um dx und dy, fo daß dx md d 
ſelbſt allemal conftant (nach x und y) bleiben. Diefer Im 
findet fich, wenn man in 1.) def flatt f fchreibt, 

3) d’f= 

8°6,-dx®-4-38°f, „-dx?.dy-H38rHf, „dx-Ay2-HB°l,-d 
welches man getwöhnlich fo geſchrieben findet 

d’f= 

s f de def. 
et 
wobei, aus ber VBergleichung, bie Bebeutung, in welcher di 

9 8 
Zeichen Aa und Em genommen find, unmittelba ı 
die Augen fällt. | 
I. Denkt man fich immer noch f alß eine Sunktion m 

x und y, welche bezüglich um dx und dy wachſen; dentt mm 
ſich aber dx, dy felbft wieder veränderlich und zwar fo, #3 
und y.ald Funktionen von t gedacht werben, während t md 
wächſt, fo daß eben dadurch x und y um dx und dy, MA 





aber felbft wieber um dex und d?y machfen, fo hat man, MM 


die dadurch entftehenden erfien, zweiten, etc. ete, Zuwachſe ve 
£ burch df, def, etc. etc bezeichnet werben, 
1) df ⸗dſq · di = (Ah -Ax-t-öf,-dy,)-dt 
oder 
1) df = d,-dx-+äf,.dy, 
in fo fan dx=dx.-dt und dy=dy.-dt iſt. 

Serner bat man 

d?f=Bfy:dt, ’ 





durd ung,» vbhleich Defe Zeichen gam berg itt, (obab m 
der Ableitungs:Zeichen (8) bebient. 


N j " . on 
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aber . 
| 9? fi, = 8A, dx. t-Of,-Byr)ı 
d. h. 
fo — | 
Or dx 2180" Yuy -öx- -Oyıtd°f, —* dexo «8? Yt3 
folglich ift, wenn man diefen Werth in d?f ſubſtituirt 
2) df= 

82f,-dx?-1-28- ey .dx- .dy-tBd®f, -dy?--öf, aroh, dey, | 


wo bie drei erften Glieder der Gleichung zur Nechten gerade dag 


in 1.) ebenfalls durch d?f bezeichnete zweite Differential von f 
unter der Vorausſetzung bilden, daß x und y zwar tm dx und 
dy wachſen, Iegtere aber felbft unverändert bleiben. Diefe Glei⸗ 
chung 2.) fchreibt man aber auch häufig fo: 


2 di 


ir +2 





y ix ——— dy + +. dey. 
u. w. f. 


Anmerkung. Daſſelbe kann man natürlich auf Funktio⸗ 
nen f.von beliebig viel Veränderlichen ausdehnen. 


4. 165. 


Es finden aber die Formeln $. 164. D. 2. etc. etc.) auch 
dann noch flatt, wenn x und y Sunftionen nicht bloß von t 


- allein, fondern von t, u, v, ete.ete. find, und dadurch um dx, 


dy wachſen, daß t, u, v, etc. etc. gleichzeitig um dt, du, dv, 


etc, etc. fich verändern, wenn nur d?E, d°f, etc. etc. die fotalen - 


. Zumwachfe vorftellen, welche f, df, etc. etc. burch jedes neue An⸗ 


wachſen von t, u, v, etc. etc. erleiden. 
Dieſes Allgemeinere der Differential Rechnung fiepe man 


- aber am bequemſten ein, wenn man für bie Differentialien Ans 
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liche Säge hinſtellt, wie fie im 8. 150. B.) für bie Witeitug 
bingefiellt worben find, weil mar dann bie Differentialim a 
einander gerabe fo finden kann und nach ganz analoge 6 
fegen, wie man bort bie Ableitungen auseinander gefunden ha 

Diefe Säpe find folgende: 

Wie und durch welche Veranlaffung bie beiben Deriun 
lichen p und ı nur immer die unendlich»Eleinen Zumadl & 
und dıp erlangt haben mögen, fo ift doch immer 

1) wenn f=op+Y, dann di = dp-+dy, 
2), wenn f=pY, dann di=y-dp-F-p-dY, 
_P _ dp— p-dy 
3) wenn f= ne dann de = Zu 
fobalb nur jebesmal unter df ber unendlich» Eleine Zuwachs m 
ftanden wird, den £ durch dieſe Zumachfe dp und dyy tunp 
und erleidet. 


Denn es iR im Kalle der N. 1.) 
f+I=lpHrI) Ep rIY) md +9 

diefe beiden Gleichungen von einander fubtrahirt, geben aber die R.1) 

Am Zalle der N. 2.) bat man, außer f= p-p, noch 

f+E= (CP +49) · dog dutdardt 
Gubteafirt man aber bie vorige Gleichung won biefer, und bedenit Mh 
daß dp-dyp unendlich⸗klein von ber zweiten Drbnung iſt, daher m 
$. 159. VL) weggelaffen werden muß, augenblidlicg die R.2.). 


Iſt aber wie in N. ) = 5 fo iſt fo, alſo nah R.9) 

v· 1a Bf DEE ee 
Setzt man mun hier 7 Rott 6, und findet man daun uud tn 6 
jung den Unbekannten df auf algebraifchen Wege, fo hat man die N. d) 


Wende man z. DB. diefe Säße auf bie Gleichung 
di = df,-dx-+-äf,-dy 


An, welche man dadurch erhalten hat, dag f als Eine Gun 
von x und’ y angeſehen worden ift, während x und y Il 
um dx und dy machen, — und fett mam Dabei vorm, w 


| 
| 
Ä 
| 
| 


} 


und 
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irgend eine Veranlaſſung gleichzeitig x und y um dx und dy, 
letztere felbft aber wieder um d?x und d?y wachſen macht, fo _ 
erhält man, wenn, def den. dadurch fich ergebenden Zuwachs 
von df vorftellt, vermöge des Satzes N. 1.) zunächſt 
d?f= diäf,-dx)-+dläf,-dy); - 

dann aber, vermöge des Satzes N. 2.), 

d?f=.d(äf,).dx-df,-d?x-4-d(öf,)-dy--df,-d’y. | 
Nun ift aber, weil Of, und Of, wiederum Funktionen von x 
und y find (nach dem Sage $. 161.) 
AOL) = 58h), dx-H N), dy 


A(df,) = 8(8f,),-dx-F-2(2f,),-dy. 

Subſtituirt man daher dieſe Werthe in Die vorſtehende Glei⸗ 
ung, fo erhält man 

d’f= 

ö:k-dx?-28"4f, »dx-dy-+-8°f,-dy? Pot daxPoh, -d?y, 


ganz fo, wie folches im $.-164. I.) für den befonderen Fall 


ı- 


i v . 


gefunden worden ift, daß bie Zuwachſe d?x und d?y ihr Ent 
fiehen dem befonderen Umftande verbanfen, dag x und y Funk 


tionen von t find, während t ſelbſt um dt wächſt. 


Aus dieſem allgemeinſten Geſichtspunkte, aus dem wir hier 
(in dieſem Paragraphen) die Differential⸗-Rechnund betrachten, 


kann man aber in allen vorhergehenden Paragraphen die zwei⸗ 


ten und höhern Differentialien für jede befondere Annahme un: 
mittelbar aus einander, d. h. alſo, alle unmittelbar aus dem 
erfien Differential erhalten, indem man die Nummern 4. — 3.) 
dieſes Paragraphen unmittelbar in Anwendung bringt. 


Anmerkung. In allen Reſultaten der Differential-NRechs - 
nung aber, wo gar Feine Ableitungs-Zeichen (8) gebraucht find, 
fiehen die einzelnen dx, dy, df, etc. etc. ſtatt der unendlich» 
Eleinen Zuwachſe; dagegen find Die Formen 
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4 ii di dar af 

2’ 8 De ae a pe 
völlig glckhbehentenb mit ben Funktionen 

di. &y,, DE, Dy,, Bi, 6, ee 
fo ba Diefe Quotienten⸗ Formen gleichem Dperationd:Zafe 
werben, nämlich gleichbedeutend mit bes Operations⸗Zeichen I 


IV. 2 
Erfte Reihe 
der 


Auwendungen der höhern Analyſis )% 


\ 


*) Diefe Anwendungen kann man auch überſchlagen und fogleich zur. 
nächften Abtheilung (womit der 2te Band diefed Werkes beginnt) nämlich . 
zur IntegralsRechnung weiter gehen. 

Bd. 1. 94 


\ \ ‘ 1 


 Erfies Rapitel. 





Beſtimmung der 2, der größten und kleinſten, und der 
J Grenz⸗Werthe. 


§. 166. 


Beſtimmung der * Werthe. 


- 


\ I. Nimmt eine Funktion 5 für irgend einen beftimmten 


Werth a von x die je rn an, fo Fann Dies bavon, herrüh⸗ | 


ren, daß f bie Sorm B 0: hat, und daß P. und Q, (ganze oder 


gebrochene) pofitive Potenzen von x—a EL Saftoren haben, 2 
daß alio f, bie Form 
= P,_ &— ap 
Ka, 
hat. \ 
Kann man nun dieſe Saftoren im DividenAn und Divifor 
Der herausfinden, fo ift für x=a, | “ 
4) 5 0, wenn , 


9%) = 7 d. 5. eine im Kalkul nicht weiter zuläffige Zora, \ 
’ wenn u<», 


RE . 4 
3) Kay wenn nv; , 


. weil bie som °, gar nicht entfianden feyn würde, wenn man 
| 24 * 
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. wicht unterlaffen bäfte, die Funktion f, vorher, che man x= 


feste, auf ihre einfache Form zu bringen. | 

Es entficht nun bie Frage, wenn bloß P, um N) 
gegeben find, — wie kaun man biefe Werbe (in 1.-3 
finden? — 

Dies gefchieht aber auf folgende Weiſe: man febt pm 
“ath flat x, fo daß x—a=h weh. 

Dann erhält man p 

_—_Tıayh 
4) 6.4 — Or 
Nun entwickelt man Pr. und Q,ız in, nach (ganzen ot! 
Grochenen) Potenzen von h fortlaufende Reihen, fo wid 
bei der erfiern ein Faktor h*, bei der andern Dagegen ci # 
tor h” herausrücken laffen, wo z und » pofitive und em 
ganze ober gebrochene: Zahlen find. Divibirt man un hi 
gemeinfchaftlichen Faktoren h* und h’ im Dividenden md’ 
vifor, ſoweit es geht, fort, fo darf man zuletzt nur noch 0W 
h fegen, um den wahren Werth f, b. h. den mahr Il 
von 6, für x=a gu haben. 

So oft aber urn und Qu+n nach ganzen Potenen wm] 
entwickelt werden konnen, fo oft hat man, weil ber Lan 
fegung zu Folge P,=Q,—=0 mird, mach dem Zu 
(chen Satze | 
9 P__Pch-438°P,-h°-440°Poh’+t“ 

ATOERFOTTSU FH 
Dividirt man Zäpler und Nenner durch h weg, und MH 
dann O ſtatt h, fo hat man | 
ap, 
6) f.⸗ 50: U 
Sollte aber wiederum 3P,—80,— 0 ſeyn, fo wi” 
(in 5.) Zähler und Nenner durch Hh? wegdividiren Finn u 
man würde dann für h—=0 erhalten 


| Br 
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Iſt och immer 9°P,—= 0 und auch 8°Q,—=0, fo findet ſich 
dp, | 
8) .- Az: 
nn. f. m. f. 
Nimmt aber irgend einer dieſer Differential Kocfficienten 


von P,, oder von Q,, für x— a bie Sorm 4 an, ſo iſt dies 
ein Zeichen, daß Purn, oder Qu, gebrochene Potenzen von h 
is fich aufnimmt, und dann mu die Entwichelung in Reihen 
Direkt ſtatt finden. 


Nach ſtehende Beiſpiele werden dies näher erörtern. 





Beifpiel 1. Man fol den Werth von ne für x=a fin 


ben. — Hier if P=a—zn, Q=an —:"; alſo BP = it 
8Q, =—ıx mx" 1, alſo iſt der sefuäte Werth 
j _dP, —nar1 n nm _ nD 

u, mar! m am 





n__ . ‘ - 
Beifpiel 2. Den Werth von .ı für 1 au ‚berechnen. — 
Hier ik OP, —nm!, 90,=1; alfo der gefuchte Werth | 


_dP, | 
| -” =I=nN), 
. ax?— Jacx --ac? 
Beifpiel 3. Den Werth ba—Ibex be? für x=e w beſtim⸗ 


‚men. — Man hat hier 
OP —=2ax—2ac; 90, = 2bx—2be; 


und es wird OP.=8Q, = 0; alfo nimmt man noch 
__d°P, = 2a und 9QO, = 
und hat nun den gefuten Werth | 
) Es ie 
= — 1-24. -+x’+-x+1; 


* r Ausdruck zur Rechten nimmt aber für x 1 fegleich ben Werth nan. 





- 
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Beiſpiel 4. Man fol den Werth von — ——— ʒ für zı=0% 


Kimmen. — Hier hat man 


—— 





dP, =a*.Joga—b*-logb; —— 
u iß ver a * 
—— leg IE ee 
= ). 


x’— . 


Beiſpiel 5. Dan fol den Werth fie 


für x. — Hier iſt 
op, = I3x’—2lsx— a; 80, 2. 
Alſo iR der geſuchte BE 
P,_0 


if 7*60 


d. 
ax—x? 
Beifpiel 6. Dan ſol den Werth von Wir — 
für x. finden. — Dasmal iR 
op, =ı—i; , 8Q,=—%’+6sx— 4x’; 
und daher wird des gefuchte Fe 


— a 
= am =y “..); 


und dies iſt eine im Kalkul unuläffige Sorm, mit weicher nicht weit 
gerechnes werden Tann. 


Beifpiel 7. Den Werth vn (I—x)-igi=z zu berechnen, mem 


*) In der That haben Zähler und Nenner der gegebenen Funkin 
ben gemeinfchaftlichen Falter (x —e)”. | 

“0, Sest man fiatt a* und b* die nach x fortlaufenden Reihen, f 
wie auch die Reihe ſtatt log(i—x) (nach $. 91. und $. 67.), fo Tann ma 
mit x Zähler und Nenner ſogleich megdividiren, und man erhält dam 
daſſelbe Reſultat (für x 0) ohne Weiteres. 

) Man kann Zähler und Renner biefer Funktion durch a — x m 
dididiren, Dann erhält man (für 12) daſſelbe Reſultat ſogleich, apa 


vorher 3 zu erhalten. 


— 
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x=1 if. — Man ſchreibt die gegebene Junktion fe: — — Pe Hat dann 
P=1-—ı und Q=cotg —* 
alſo 
4 2 
op, z—i und 80, = —" (siniax)?’ 
und fo finder fich der e sefuhte Werth 
ı__1_,2? 


Beiſpiel 8. Den Werth von — für x=4x u 
finden. — Hier hat man Br 
oP = — osı—sinı; DO, = cosı—sinzz., 
folglich if der sefuchte Wenh 
— = +1. 


Beifpiel-9. Den Werth von an im finden, für 
x—0. — Dun hat hier‘ 
OP, =x-sinz; 80, = Xsinx)’-cosz. 
Alfo wird ber gefuchte Werth 
öp 


9, —3sinz- Freie für x=). 


Da aber diefer Ausdrud für x=O wiederum die Form 3 


dep 
fo muß man entweder ſogleich dep, und deq, und 30, für x=D 
. x - 
nehmen; oder man kann auch, zur Abwechfelung, das neue Problem fich 
fielen, nämlich: ben Werth von 35 * zu finden für x—=0, Für dieſe 


neue Aufgabe hat man nun P= 2x, Q = 3sin ix; 
alſo pP, = 2 und? 80, = 6cos%x; 
alfo wird ber gefuchte Werth 


annimmt, 





7; 
Beiſpiel 10. Man fuche noch die Werthe von 
1) tg2x-colg(4x-} x) fr =); 


/ 


9) — fir 423; 
a— VYlaz—x? ’ 


sin(a-+-ß): -sinla+x)— sinß-sinz 


sin(a+ßt+x 





3) fr = r—a—ßj; 


— 


376 Erfle Methe d. Auwend. d. höh. Auul. Kap. L 6.16 


—x 
9 Int F F für z=1; 
20 I m ge Ması 


ga thm ii Mei 


und man wird ſolche bezüglich — . Ti, sine, —2, 4 und —i Ink 
Beifpiel 11. Soll man den Werth von 
x’— Aax?-72°x— 2a? — 22 Ylax— 2° 
x2— Jax— at+2sY2ax — x? 
für za unter ber Vorausfegung finden, daß ſtatt der meh ie 
pofitiven Werthe gefegt werden (denn nur in dieſem Zelle nimm a 


Term 2 an), fo müßte man bis ın O*P, und O*Q, fortschen, mi 


alle vorhergehenden Ableitungen son P und Q für z=a nam 
der Null gleich werden. 
Setzt man aber lieber, ohne die Ableitungss oder Differentiul:%h 
na anzuwenden, fogleich a-4-h flatt x, fo erhält man 
Iat+Iah—aht--h’— 2a®Va?T-Ich 
— 222+-b*--2aYa2—h® j 
Entwickelt man nun bier beide- Duadrats Wurzeln, in fo fern man kit 
lich (a-+2ah)? und (a—he)E dafür fchreibt, meittehß des binmiſe 
Lehrſatzes nach Potenzen von h, fo läßt fich Zähler und Nenner mtl 
wegdividiren; und rent man dann erſt O ſtatt h, fo erhält man af 
ſuchten Ber =— 





1 
08% 


— für x=1 gefunden — und ſetzt mon hier Inch 
1 Ph last x, fo giebt diefe Funktion den Werth _ | 


(1-+-h)- Jog(1-+b)— h 
-Jog(i-+h) 
oder, wenn man flatt Zog(1-4-h) die Reihe (aus S. 67.) fehreikt, 
(+b)fb—zb°+-- Jh 
(h—ih’---..) 
Ordnet man bier Sähler und Nenner nach h, fo kann man mit h’ Mt 
disidiren, ehe man 1520 fegt; und man erhält dann din El 
Werth — . 
Beiſpiel 13. Soll der Werth von 
— 
x—y)Ma—y)(a—x). 











/ 
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gefunden werden für <= ya, fo ſetze man zwerſt a+h ſtatt x, und. 


man erhält, wenn ber gähler and der Nenner durch hmwegdividirt und 
bann 0 ſtatt h ‚gefegt wird, 
a n_(a— y)nar“t_ y" 
—(a—y)’ 
alt Werth der gegebenen Funktion für x S a. Nun fucht man noch 
Cauf demfelben Wege) den Werth diefer legten Funktion y für ya 


und man findet zuletzt folden =. Li 1) a2 


* 


(x? IBAN mern 
Veiſpiel 14. Sol ber wahre Werth von — — ge⸗ 
gefunden werden, für x=a; und ſetzt man Direkt a+h ſtatt x, ſo er⸗ 

hält man zunächſt 
Eau oder (2a+ VER 


melcher für h=0 unmittelbar in 2aV2a übergeht. 
Beifpiel 15. Löſt man die kubiſche Gleichung 
a2’-4bz2°-+e2-+d= 0 


— auf ‚ fo findet man für = einen dreideutigen Ausdruck. Für a0 wird 


num einer der drei Werthe von z bie Form 1 annehmen, welches ans 
zeigt, daß diefer Werth jegt gar nicht mehr eriflirt. Die beiden andern 
Werthe von.z bagegen nehmen (für a==0) bie Form 2 an, und wenn 
man den mahren Werth derfelben als Funktionen von a für a0 fucht, 
fo findet man genau bie beiden wende von z, welche aus bx2--cx +d=0 
hervorgehen. 


II. Iſt y durch bie Gleichung 9,0 gegeben, und 
bat man letztere nach allem x differenziirt, um aus 
9, +dp,-dy,— 0 
den Werth von dy, für x=a zu halten, und nimmt Bann 


folcher Werth die Form 7 an, weil dp, —0 wird, — ſo darf 


man nur dieſelbe Gleichung noch einmal bifferenziiren und 

man erhält 
9, 28p, „dy, dꝛꝙ, -öy,°-+89,.8°y,=0. 

In diefer Gleichung diut nun für x a, weil dann ber Voraus: 


fegung zufolge dp, — 0 wird, dag legte, mit ö°y, afficirte Glied 
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heraus, fo daß aus dieſer Gleichung nun dy, für x — 2 ge 
funden werben kann. 
Iſt 5 B. gesehen bie Gleichunug 


1) (—b)’—(k—ı)(ı—-c0)=0, 
fo erhält man durch bad Differensiiren derſelben 
9). Ay— by, —Ax— s)(x—e)— (z— a)’ — 0. 


Soll nun hieraus der Werth son dy, für z=a gefunden werben, 
sieht die 1.) y=b dan, und die 2) giebt dann Dy,— 3. Di 
venzüirt man Daher letztere aufs Neue, fo erhält man 
3) Ay—b)ö'y, +20y? — Xx—c)— 4x — a) = 0, 
und diefe Gleichung giebt für <= a, weildaun y=b.if, augenblidid 
dy—a—d)=0, Wr dr,=VYa—c. 


Würde dy, noch einmal bie Form I annepmen, fo mäßt 
man die Differential: Gleichung noch einmal differenziiren. 1.[. 
w. f. — Und dann gelingt diefe Methode nicht allemal, tom 
man nicht vorher aus der Gleichung 9,,—0 alle Wurde 
weggefchafft hat, weil außerdem fehr leicht bie Koefficienten von 


dy,, für za die Som n annehmen können. 


. 167. 
Bon den größten und kleinſten Werthen gegebener Funktionen. 

I. Alles was wir im $. 58.) über den Gang der reellen 
Werthe von f, gelagt Haben für den Fall, dag f, eine rational 
ganze Funktion von x if, kann bier für jede beliebige 
Sunftion wiederholt werden und bitten mir unfere geneigten 
£efer, jenes nachzulefen und bier eingefchalter zu denken. 

Namentlih alfo: wenn für irgend einen Werth von z, 


3.0 und def, | wird, fo iſt für denfelben Werh 


von x, £, ſelbſt cin | nun , wie auch die Funktion l. 
befchaffen feyn mag. j 


' N 
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Weil aber das Dafeyn eines größten oder Eleinften Wer 
thes von f davon abhängt, ob f, größer als beide durch Krn 
und f,_„ vorgeſtellten näch ſten Nachbarwerthe von f,, ober 
Heiner als beide ift, während h unendlich⸗klein gebucht wird; 
und weil, wenn £& Feine ‚rationale ganze, ſondern eine belte⸗ 
bige Funktion von x iſt, bie Entwickelung von rn nicht alles. 
mal nach ganzen Potenzen von h fortläuft, fohdern gerade für 


.. den Werth a von x, für welchen f, ein Marimum oder Mi: 


nimum iſt, gebrochene Potenzen von h in fich aufnehmen 
fönnte, — ſo wird man dieſen Fall hier noch beſonders be⸗ 
trachten müſſen. 

Iſt nämlich 5 für x—=a wirklich ein Maximum ober 
ein Minimum, — enthält dabei f. wirklich gebrochene Po- 
tenzen von h, und ift h* bie erfie gebrochene Potenz, welche 
in der nach fleigenden Potenzen von h geordneten Neihe für 
fun vorkommt, fo ift entweder u>>1 oder u<I. Sf u>1, 
fo ift (nach $. 158.) noch immer 

, gdie folgenden Glieder mit 
rn kr J —8 Potenzen von h )' 
Daher findet die Schlußweife des $. 58.) noch immer ſtatt, 
und es muß alfo noch immer 86. — 0O feyn, im alle 
dag. f, ein Marimum oder ein Minimum if. — Iſt aber 


u<I1, fo wird (nach $. 158.) fehon = fr x=a 


Will man alfo Eeinen ber Werthe von x, für welchen £, 
ein Marimum oder Minimum wird, vernachläffi gen, fo muß 
man fie nicht bloß aus der Gleichung of. — O, ſondern auch 


aus der Gleichung * 0 herholen. 

Man ſetzt alſo NM. — 0O, findet daraus die Werthe von 
x, welche df. —0O "machen, und prüft jeden derſelben, ob 
ABAſ. jedesmal pofitiv oder jedesmal negativ iſt, wenn h 
unendlich⸗klein gedacht wird. — Dann aber ſetzt man auch 
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Dr —-—=0, ober den Nenner von 8% =0; finde die Wa: 


the von x, welche aus biefee Gleichung hervorgehen, und prüft 
dann auch jeden von biefen letztern Werthen, ob für ige En —L 
jebedmal poſitiv ober jebesmal negativ wird. 

Beifpiel 1. Es ſeyen die Werthe von x zu finden, wel 
ax zu einem Maximum oder Minimum machen. 

Hier ik 

= a n]f, 
ale 
Mt 13073 


15. —x)? 
Gent man mun OL =0, fo giebt bies 
x310.—13x)=0, 
fo daß man für x zwei Werthe bekommt, nämlich 
10 
x=0 und = 7% 
Prüfe man num bie Differenz mh für x=0, fo findet man 
I -s=hfa—bjf; 
und biefe Differenz wird offenbar jedesmal pofltio, nıan mes h poftin 
oder negativ nehmen. Alſo iſt für x=0 ein Minimum. 


Prüft man aber biefelbe Differenz Gym für =, f 


wird man dasmal, weil nun £&., Feine gebrochene Potem von hin fih 
aufnimmt, beffer thım, den Werth det zu berechnen und zu ſehen, eb 


ſolcher für =. poſitis ober negativ wird. 
Man findet aber, wenn ꝙ und % Zähler und Nenner von | 

of, bezeichnen 
a. — RT, di = * 
ſobald man nur 8°5 für diejenigen Werthe von x haben will, 
welche P== 0 machen, oder welche aus P= 0 hervorgehen. So 


findet fich für unfer Beifpiel fogleich 86, — a5) . 
| 45x(a —x)F | 


®) Auf diefen Meinen Kunfgrif, wodurch man ſich die Herſteilung 


6. 167. Beſtimmg. fon Werthe d. Zunft. 381 


Und weil diefer Ausdrud für x 2 a negativ wird, fo hat £, für 


denfelben Werth von x einen größten Werth; d. h. £, iR für =, na 
ein Maximum. 


Zulest muß man aber auch no ÖL + d. h. > fenen; | 
d. h. den Nenner von Of, der Null gleich nehmen. Dies sieht 


xa, 
Segt man nun a-+h ſtatt x, ſo erhalt man 
ati iôÛL ν—αιν—.. 
und weil ſ.0 wird, fo ändert dasmal f,,.—f, ei Vorzeichen 
nicht, man mag h pofitiv oder negativ nehmen; diefe Differenz iR, wenn 
nur h unendlichsElein gedacht wird, allemal pofitiv; folglich ik f, für 
x a nochmal ein Minimum. - 


Diefe Zunktion f, oder xa—x)?, if alfo für recht große nega- ' 
tive Werthe von x pofitiv und recht groß, und ihre Werth wird immer 
kleiner, je näher diefe negativen Werthe von x nach der Null hin rücken; 
endlih, für x==0,. hat £, einen Heinfen Werth und zwar den Werth " 
Null erreicht, und für die num folgenden pofitiven Werthe vom x fangen 
die Werthe von f, wieder an gu machfen, bis £, für = einen 
größten Werth angenommen hats fo daß von da an ihre Werthe wieder 
abnehmen, für die noch größern Werthe von x. Enblih für za 
hat S, wiederum einen Fleinften Werth, der — 0 if, angenommen, um 
von da ab mit x zugleich immer fort und ohne Ende zu wachſen. 

Beifpiel 2. Sind die Werthe won x gu fuchen, für welche die 
durch die Gleichung, 

1) y?— Iimxy+x?’— a" =0 
gegebene Funktion y von x größte oder Heinfe Werthe hat, fo findet 
man, durch differensliren ' 


2) y-dy, —mx:dy, -my+x=0 
oder | 
Ä my⸗x 
9 —— 





des volfiändigen 825, erfpart, and weicher allemal angewandt werden " 
Tann, fo oft £, die Form = oder die Form pp hat, machen wir 
die Anfänger nach befonders aufmerkſam. 
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Gent man aım Oy,—0, fo gieht dies 





4) my—x-0 ode 4x, 
und die Gleichungen 1.) und 4.) geben nun 
5) m —_ 0 md y= —. 
}i-m*? Yi—-m’ 


tim nun zu feben, ob diefer Werth von x bie Funktion y gu einen Mari 
oder Minime macht, berechnet man 8°y,, jedoch für biefem Werth sw 
x, welcher den Zähler von Dy,, und dy, felbk der Nun gleich madt. 
Derfelbe rebueirt dey, auf 





ab auf — 


— i 
Alſo ik y ein Maximum für x mr fo oft die Wurzel Yıi-ı’ 


pofitio scnommen wird, dagegen if y ein Minimum für den andern ne 
gativen Werth von x, wo Ratt der Wurzel ihr negativer Werth gene 
men if. 














Endlich) giebt die Gleichung = noch 
6) yJ=m. 
Die 1.) und 6.) geben nun 
' = a un ma 
7) Sm und —— 


Setzt man nun hier, um dieſen Werth von x zu prüfen, x--h fett, 
und y-+k flatt y in die Gleichung 1.), indem man ſich unter x undy 
die fo eben Cin 7.) gefundenen Werthe denkt, welche die GTeichung-i.) 
identifh machen, fo erhält man zur Befinmung des, iu dem Zum 
h von x gehörigen Zumachfes k von y, die Sleichung 

k®+2°y— mx)k — 2mhık — my —x)h+h?’= 0; 
oder, wenn man ſtatt x und y ihre Werthe Caus 7.) ſetzt, 


k? — 2mlık = — 2aY1—m?-h—h?; 


— — — — 
LS—— 2% Yi—nm®:b— (1—m2)h? 
hervorgeht. Und da diefer Werth‘ k, für h poftiv und unendlich: Hein, 
imaginär wird (fo oft YL— m? pofisis genommen if) und nur für he 
satin reelle Werthe annimmt, fo macht diefer Werth von x die Funktien 
y weber zu einem Merimun noch zu einem: Minimum, fondern es bat y 


woraus 


- für diefen Werth von x einen Grenz Werth, fo dag fie Cfo lang 


Yi-m? pofitio gedacht wird) für Heinere Werthe u von x noch reel, für 
großere Werthe vo x aber imaginär wirb. 


$. 167. Beſtimmg befond. Werthe d. Funfe. 383 


Denkt man fi aber YI—m? negttiv genommen, fo wird 7 auch 
negativ, und dieſer Werth iſt dann wieder ein Grenz⸗Werth, wie ebenfal 
in dem Vorſtehenden in die Augen fällt. 

Man kann auch fagen, daß £ allemal ein Maximum ober 
ein Minimum ift, für jeden Werth von x, für welchen Of, im 
Begriff ift vom Pofitiven zum Negativen oder vom Negativen 
| gm poftiven über zu gehen; folglich, wenn ,—=0 ‚ober 


=7 if. — So lange nämlich of, pofitio ift, fo fange iſt 


f. im Wachſen begriffen, und fo wie dr, negatio wird, fo ik 


f, im Abnehmen; in bem Momente alfo, wo’ Of, nicht poſitiv 
und nicht negativ, nächſt vorher aber pofitiv und nächft nad 
ber negativ, ober nächſt vorher negativ, nächft nachher aber po 
ſitiv if, — in demfelden Momente muß bie Funktion vom Ab: 
nehmen zum Machfen oder vom Wachfen zum Abnehmen über: 
gehen, alfo ein Marimum oder ein Minimum feyn. 

Diefe Ießtere Betrachtung macht fogar jede frühere Theorie 
überflüſſig, weil ſie für ſich allein völlig evident iſt. 
II. Was aber die Auffindung der Werthe von x und von 
‚y betrifft, für welche eine Sunftion f, zweier Veränderlichen 
ein Marimum oder Minimum wird, in Bezug auf alle anderen 
nächft: anliegenden Werthe von f, welche für beliebige und ums 
abhängig von einander gedachte nächft größere und nächſt 
Eleinere Werthe von x und von y hervorgehen, — fo darf man 
zunächft nur genau das wiederholen, was im $. 61.) hierüber 
für Doppel-Reihen, alfo auch für ganze rationale Funktionen 
zweier Veränderlichen gefagt iſt Namentlich muß man alſo 
aus den Gleichungen 

1) 5&=0 und 2) 8,0 
Die Wertbe von x und y fihden, und für jedes muſanmengehẽ— 
rige Baar unterſuchen, ob 

3) 025,-.025,> (814, „)? 
if. Iſt diefe Bedingung 3.) erfüllt, und ift Bann noch für die- 
ſelben Werthe von x und y, def, oder def, negativ, fo if f 
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ein Marinum, während f sin Minimum if, wenn neben de 
vorſtehenden 3.) noch °F, ober 8?f, pofitiv ſeyn follte. Lab 
iſt die Bebingung 3.) gar nicht erfüllt, fo findet dasmal weda 
ein Maximum noch ein Minimum flatt. 

Denkt man fih drei auf einander fenkrechte Koordinaten⸗Axen OL 
OY mb OZ, und x und y als bie mit OX und OY parallel genemme 
nen Koordinaten⸗Werthe, fo kann man fi f,, als die Dritte, auf ben 
beiden andern x und y fentrechte Ordinate denken; dann bilden Die Ent: 
Punkte aller diefer Ordinaten f eine krumme Fläche; und die bier gef 
Denen Wertbe von x und y geben die Zußpunkte in der Koordinaten 
Ebene XOY, über welchen bie Ordinate f größer ik, ober Heiner ik, 
alle rings herum ihr nächkauliegenden Ordinaten. 

Wollte man die Stellen finden der Erummen Fläche, deren Drbint 
bloß größer if, als die beiden nächkanliegenden, die mit ihr in eine, 
wit XOZ parallelen Ebene liegen, und zu gleicher Zeit größer als ix 
beiden in ber mit YOZ parallelen Ebene ihr nächſt anliegenden Dr 
naten, fo würde man (nach 1) sur Erfüllung ber erkern Bedingung 

ö,—=0 und of, negativ, 0 
zur Erfüllung der andern Bebingung aber j 

Of, =0 und Or, negativ 
erhelten, fo dag man die Werthe von x und y, welche bier gefucht wer 
den, wieberum aus den Gleichungen 1.) und 2.) herholen mug, dageger 
bie Bedingung 3.) nicht erfüllt zu ſeyn braucht. — Findet fich für cu 
Baar der ans 1.) und 2.) entnommenen Werthe von x und y, die Be 
dingung 3.) nicht erfüllt, dagegen zu gleicher Zeit def und ö*f, pofitn, 
fo ik die Drbinate f Heiner als dieſe vier ihr nächk anliegenden Dr 
naten; in Bezug auf diefe vier Orbinaten iſt dlfe dann f ein Minimm. 

Und finder fich für ein Paar aus 1.) und 2.) ſich ergebender Werthe 
von x und y, gleidieitig OL, negativ, aber 8°£, pofitio, fo iſt f in Be 
zug auf die beiden nächſt anliegenden mit XOZ parallelen Ordinaten ei⸗ 
Dearinmum, zu gleicher Zeit aber in Bezug auf die beiden anbern nächt 
anliegenden, mit YOZ parallelen Orbinaten ein Minimum. 


Mm aber Eein Baar der Werthe von x und y zu verlie 
ren, für welche f in einer, oder der andern, oder der übrigen 
Beriehungen ein Marimum ober ein Minimum werden Tamm, 
muß man außer den Gleichungen 1.) und 2.) auch uud ab 
twechfelnd die Paare von Gleichungen 


1,) ,—=0. und  2,) ee 
1,) 
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1) Le om 1) = 


endlich | 
1,) = mb 9) 6,4 


vornehmen, aus ihnen x und y finden, unb dann jedes Paar 
folcher Werthe 5. Bd. x=a, y=Bß, dadurch prüfen (ob es 
in dem verlangten Sinne f zu einem Maximo oder Minimo 
macht), daß mau a--ph flat x, und B--yh ſtatt y gleich 
geitig fegt, und nun farpn,srgn in eine nach ganzen und ge: 
Brochenen Potenzen von h fortlaufende Reihe entwickelt, dann 
aber zuficht, ob furpn, arg fa,g entweder für jedes p und flr 
jedes q immerfort pofitio oder immerfort "negativ bleibt, oder 


nur went 4*0 und p beliebig, und zugleich wenn p=0 


aber q beliebig ift. 

Anmerkung. Da wir fpäter (im zweiten Bande) zu der 
Callgemeinften) Lehre vom Größten und Kleinften noch einmal 
‚zurückkehren müffen, fo wollen wir bier vorne nichts weiter 
mehr hinzufügen. 


$. 168. 


Beftimmung der Grenz ⸗ Werthe und der abſolul größten oder Helnften Werthe 
einer Funktion. 

Die Auffindung der relativen Maxima und Minima 
(nach $. 167. L) dient übrigens auch dazu, die abſo lut größ⸗ 
ten und abfolut Eleinfien (reellen) Wertbe einer Funktion f, 
zu finden. Der abfolut- größte oder abfolut Eleinfte Werth einer 
Funktion ift nämlich entweder ein Werth, wo die Funktion vom 
reellen zum imaginären übergeht, d. h. ein Grenz: Werch, oder 
er ift einer von den relativ größte oder kleinſten Werthen. Hat 
man daher alle Grenz Werthe und alle relativ größten oder 
Eleinften Werthe (letztere nach $. 467. L) gefunden, fo iſt der 
abfolut größte oder Eleinfie Werth nothwendig darunter. 

Es iſt ae fü a Kin Or Berihı wenn 
5 


SL 
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i. reell, fu. Dagegen imaglnär, oder wenn ber legtere War 
reell, Der erftere Dagegen imaginär if, immer unter Der Voraus 
fegung, daß h ımenblich«Elein gedacht wird. Läßt ſich die 
a in eine nach ganzen Potenzen von h forflaufende Rai 
verwandeln, fo if allemal ſ.. mit f.yn zugleich reell; folkd 
mn f,+, auch gebrochene Potenzen von h in ſich aufmehmmn 
wenn f, ein Grenz: Werth ſeyn fol. Alſo findet man (med 
$. 158.) alle Werke a von x, für weiche 5, in Gray-Beh 
wie mean man nad u nad 


3 — 1, denn and det. = 5, bernach O1, — ; eier 


fetst, aus jeber dieſer Gleichungen die ihr genügenben Watt 
von x finde, und Dann jeben einzelnen dieſer Werthe prüft, a 
er £ wirklich zu einem Grenze Werthe mache oder nicht. 
Hr2. 
ebtatg+Qu— 0), 
fo hat man 
,=c+ig+5ßz—ı)a—2), 
de = —bdaz iS — x) — x)”, 
3L — — 22 —— (a—x)? 
OL. = — ler — x?) ( En mi" 
und bie folgenden Ableitungen D*L,, O°£, etc. etc. behalten Potenien m 
(2ax—x*) im Nenner. Die Gleihungen = e— gem 


basınal nichts die Gleichungen —E = eie, etc. gi 
aber ae ein und bafielbe, nämlich 
23—,:—=0, bb z=0 mb xı2a 
Setzt man nun O-4-b Bat x in £,, fo ſindet man 
—E———— 
unb dies if reell für I pofltiv, aber: imaginär für h negativ. — Seh 
men dagegen 2a-j-h fatt x, fo ergieht ſich 
—E 
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melches imaginär iſt für h poftiv, aber veell, fo oft h megativ (übrigens 
aber immer unendlich» Hein) genommen wird). 


9. 169. 


Beflimmung der Werthe bon £, für 1*0. 


SA x umenblichegroß, fo iſt — unenblich-Elein. CoD 
baher der Werth von f, beftimmt werden, für x unendlich. 
groß, ſo darf man nur on, oder = fegen, die 


neue Funktion von z nach Potenzen von z ordnen (welches 
direkt, aber auch mit Anwendung des Maclourin’fchen Lehrfages 
gefchehen kann) und dann z unendlichsElein, d. Du in der 
Rechnung, der Nu gleich nehmen. 

8 kann jedoch Fälle geben (namentlich wenn in der Funk 
ton Logarithmen vorkommen ),. in welchen diefed Verfahren 
nicht zum Ziele führt, und wo man noch einige Kunftgriffe ans 
menden, namentlich vorher den Logarithinen enffernen muß. 


Sol z. B. der Werth von für 10 gefunden werden, 
fo kann man . | 
logx=y; alſo x e 
ſeten, und man erhält (nach $. 64.) 


do Id _ 
er gend 


x 
oder, wenn man Zähler und Nenner durch y dividirt, 
logx_ 1 
"regte 
und da dieſer Ram fr 7720 aue unendlich groß wird, fo oft n 








*) Da übrigens, wie man ficht, die Grem⸗Werthe nach einer gam 
andern Methode gefunden werden, als die Marina und Minima, fo Fön 
nen. wir es nicht billigen, daß manche Schriftſteller dieſelben mit dem Na⸗ 
men der einſeitigen Maxima oder Minima belegen. 

20 *;. 
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poftin iR, fo folgt, Daß der Werth von FE für 1S0 It 


gleich wird, fo oft n, wenn auch nach fo klein Caber nicht unal 
Hein) und poftiv if. 
AR aber m negatis und —=—m, fo ik 27 


ber unendlich⸗ groß für x =. 





weites Kapitel, 


‘ 





Anwendung der Differentinl-Rechnung auf ebene Kurven. — 
Befimmung des unendlich Fleinen Zuwachfes des Bogens 
und des Flächen⸗Inhaltes derſelben in die Koordinaten 


ausgedrückt. — Bon den Dfeulationen und Berührungen 


der Kurven unter fih und mir geraden Linien — Bon 
‚ den Vielfahens, Wendes, Rückkehr⸗ und Einzel: Punkten 
einer Kurve. 


VBorerinnerung. 


Dbgleich eine Irumme Linie fletig gekrümmt if, fo Kann man fich 
doch felbige (nach Leibnig) auch denken als aus nnendlich- vielen, un⸗ 
endlich >Eleinen Geraden sufammengefest, alfo gleichfam als eine gebrochene 
Linie, aber von unendlich svielen Eden. Diefe letztere Anfıcht fällt noch 
tiberdieß mit der erfieen (welche die Kurven als fletig gekrümmt erkennt) 
nicht bloß annähernd, fondern genau zuſammen; melche Wahrheit in die 
Augen fällt, fobald man nur das Unendlich⸗Kleine von dem Sehr, 
Kleinen gehörig zu unterfcheiden nicht unterläßt (vgl. forgfältig $. 50.). 
— pn den hier folgenden Unterfuchungen werben mir beide Anfichten 
parallel mit einander halten, um in folgenden Kapiteln, wenn wieder von 


Kurven die Rede if, der größern Bequemlichkeit wegen, bloß diejenige 


wählen zu Eönnen, welche für den augenblicklichen Zweck als die be⸗ 
quemſte erſcheint. 


4. 170. 


Begriff der Oſculation und des Berührens und Schneidens zweier ebenen Kurven nad) 
Leibnitziſcher Anſicht. Geradlinige Tangente und Krümmungs⸗Kreis. 


I. Nach der Leibnitziſchen Anſicht der Kurven, haben zwei 
Kurven eine Dfculation der nt Ordnung, wenn fien nächft: 
aufeinander folgende ihrer unendlich -Eleinen geradlinigen Element 
chen mit einander gemein haben. Diefe Oſculation wird alle 
mal entweder ein Berühren oder ein Schneiden genannt, 


je nachdem die den gewmeinfchaftlichen Elementen auf beiden Sei⸗ 


sen nächſt anliegenden Elemente ber einen Kurse auf einer und 
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berſelben Seite, ober auf den verfchiebenen Seiten der ann 
Kurve liegen *). j 

Nach diefer Leibnigifchen Anficht kann alſo ud A 
gerade Linie mit einer Kurve eine Oſculation haben, wid 
. ebenfalls entweder ein Berühren ober ein Schneiden ſeyn md 
je nachdem bie Kurve auf beiden Seiten des gemeinfchaffik 
Elementes dieſſeits der Geraden bleibt, oder fo chen von k 
einen Seite der Geraden zu der andern Üibergeht. In di 
letztern Falle fagt man: bie Kurve habe an biefer Stelle m 
Wendepunkt. — Diefe ofeulirende Gerade nennt man id 
gewöhnlich die Tangente oder Berührungss-Linie der im 
an diefer Etelle, (obgleich fie im Falle eines gerade vorhanha 
Wendepunktes bie Kurve nicht berührt, ſondern ſchneideh 


I. Iſt nun OMU (Big. 18.) irgend eine Kurve, ni 
durch irgend eine Gleichung zwiſchen den auf OX mil 
begogenen Koordinaten Werthen x und y gegeben if ⸗ 
ſoll nach Leibnitz die Lage der geradlinigen Tangente I 
an irgend einem Punkte M gefunden werben, fo betrachtet m 
das unendlich-Eleine Element MN der Kurve, deſſen Lei 
rung bie gebachte Tangente TIOlt iſt, zieht die Orbinat l 
NR, legt durch M mit OX die Parallele MS, welde N 
S trifft, begeichnet MS durch dx, alfo NS durch dy, nem! 
die Subtangente, und hat aus den beiden ähnlichen Drith 
MPT und NSM die Proportion 

NS:MS=MP:PT . 


b. h. | dy:dx = y:PT; 
alfo “ | 
ey Ry · dxy t 
1) Subtg. PT=y-7,=7 Oxy == dy. ”) 





Es verſteht fich von ſelbſt, daß zwei Kurven ſich an einen ON 
(neben fünnen, ohne an diefer Stelle überhaupt eine Dfeal 
iu haben. 


H € iſt nämlich nach $. 160.), wenn man x als Funken | 
y anfieht 
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Gewöhnlich zieht man noch MW ſenkrecht auf die Tan- 
gente MT, nennt MW die Normale und PW die Subnor- 
: male; und hat danı zur Beſtimmung der Iegtern die Proportion 


iü PW:PM=PM:PT 
k .oder | | 
R _ PWiy=y:--, 
r | y=y dy. 
woraus 

2) Subnorm. PW.= y-dy 
„ folgt. 


r Nennt man p den Winkel PTM, der von TX nach TM 
"Hin von O bis zu 180° gezählt wird, fo findet man fogleich 


i und augenblicklich 


bh a a Pe a8 . , 
I wo a ſpitz iſt, wenn dy, d. h. wenn Ay, pofitio wird, wäh⸗ 
rend @ ſich flumpf ausweiſt, wenn dy, d. h. wenn dy, nega—⸗ 
utio wird . e 

* Sind: x! und y/ die Koorbinatens Werthe eines beliebigen 
jNPunktes zu ber Tangente TMt, fo giebt Die Betrachtung: der 
9 Figur augenblicklich 0 

i 





I_. 
' nn = 189 = dy, 
oder | . . 
4) yiy=dy@loa). 
| | dx =dx,-.dy; 
oder, wenn man y ald Funktion von x betrachtet, —* 
dy=dy,-dx, ' 


fo daß alfo, weil y und dy, gegebene oder Teicht zu findende Funktionen 
son x find, die Subtangente PF bloß in’ die Abfeiffe x ausgedrückt 
ſich ſieht. | 
| 9 Wollte man bie Benennung Subtangente und deren Auffin- 
dung ganz unberückfichtigt laſſen, ſo würde ber Winkel MTP oder p eben- 
fans alles leiſten, was zur geometrifchen Beſtimmung der Lage ber gerad: 
Jinigen Tangente WUT nur immer nöthig if. | 
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Diefe Gleichung giebt zu jedem Abſciſſen⸗Werthe x! den zu 
börigen Drdinaten: Werth y! eines Punktes u ber Tanga 
alles in x ausgebrüdkt, während x den beflinmten Abk 
Werth des Punktes M vorftellt, an welchen 'TMt Zap 
wird. Diefe Gleichung A.) heißt daher „bie Gleichung i 
Tangente, 

Sind x und yl bie Koordinaten⸗Werthe eines beidy 
Punktes » ber (auf der Tangente jebesmal ſenkrechten) v 
male MW, fo if die Gleichung zwiſchen x uud yn (m 
$. 121, VI, und wegen ber vorſtehenden 4.) bie nachfeiet 


1 
u — = m wg — 2 . 
6) y J dy, (x); 


und biefe Heißt die „Gleichung ber Normale.“ Er 
zu jedem beliebigen Abſciſſen ⸗WVerthe x den zugehörigen Di 
naten- Werth y eines Punktes » der Normale, 

IS hierhergehbrige Beifpiele kann man die Auffindung der Lun 
ten an bie Kegelfchnitte (in den 6.5. 430.132.) auf bem biegen at 
meinen, für alle ebenen Kurven geltenden Wege noch einmal vornehan 

IM. Mach der geradlinigen Tangente an eine Am 
fücht man gewöhnlich ben ofeulirenden Kreis, — Hat be 
nur ein einziges der gerablinigen Elementchen mit der I 
gemein, d. h. hat er bloß eine Dfculation der erſten Driin 
fo heißt er der berührende Kreis. Füuͤr jede Stelle der AM 
finden unendlich viele berüprende Kreife ſtatt, weil das Elm 
chen gleichfam zwei Punkte angiebt, durch welche bie Kreidl 
gelegt werden fol, — durch zwei Punkte aber unendlich vit 
Kreiſe gehenge Alte dieſe berührenden Kreiſe haben Ihre Ri 
punkte in der, auf das Elementchen fenkrechten Geraden, d 
In der Normale der Kurve am dieſer Stelle, während bie SKadn 
berfelben, von Null an alle verfchiedenen pofitiven Werthe " 
nehmen, bis in's Unendliche. 

Soll aber der oſculirende Kreis zwei mächft auf einm 
folgende Elementchen mit der Kurve gemein, folglich eine do 
lation der zweiten Ordnung haben, fo wird er DA ru 


\ 
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mungs⸗Kreis genannt. Da für ihn zwei Elemente, alfo ge 
wiſſermaßen Drei Punkte der Kurve gegeben find, und da Drei 
Punkte eine Kreislinte völlig beftimmen, fo folgt, Daß an jeder 
gegebenen Stelle M ($ig. 18.) einer Kurve! nur ein einziger 
Srümmungs- Kreis eriftirt, deſſen Mittelpunkt; da :er einer ber 
unendlich vielen berührenden Kreife ift, ‚ebenfalls in der Nor 
male MW der Kurve liegt. Und weil man (nach dieſer Leib⸗ 
nitziſchen Anſicht) dieſe Lage des Mittelpunktes ſchon kennt, fo 
kommt alles nur noch darauf an: den Halbmeſſer dieſes Kreiſes, 
welcher der Srümmungshalbmeffer genannt wird, in den 
Abſciſſen⸗Werth x ber Stelle M, wo die Oſculation flatt finden 
fol, auszudrücken. 


- Dies kann nun nad} Leißnigifchen Begriffen auf folgende 


| Art gefchehen: Sind (Sig. 29.) MN und NP zwei nächft auf 


einander folgende gerablinige Elementchen ber Kurve, und ift © 


‚ ber Mittelpunkt des Krümmungstreifes, fo if CM = CN F 
n 


geſuchte Krümmungshalbmeſſer, den wir durch c bezeich 

wollen. Denkt man ſich CM fenfrecht auf die Tangente MN, 
and CN fenkrecht auf die Tangente NP, fo ift Winfel RNP 
— MWinfel MCN, und diefen wollen wir, im Bogen für den 
Radius 1 ausgedrückt, durch 5 beseichnen. — Er wird der 


 Berührungs- Winkel genannt, und ift immer unendlich⸗klein. 


— JE nun Bogen AM = s, fo if, wenn bie Abfciffens Werthe 


der Punkte M und N bezüglich Durch x und x--dx ausgedrückt 
werden, offenbar Bogen AMN durch s-+-ds ausgedrückt. Wird 
ferner Winkel NMTX durch p bezeichnet, fo ift offenbar Wins . 
fel PNTX durch) a-+-dp auszudrücken, während mach $. 160.) 


1) dy = dys dx, ds = ds,-dx und dp = dg,-dx 


gefunden und jeder Diefer unenblich-Eleinen Zuwachſe dy, de 
dp danach berechnes wird. 


Da nun MN oder ds die Hppothenufe iſt des vechtwin 
lichen Dreiecks, deſſen eine Kathete dx, die andere dy ift, fo . 
bat man fogleich 
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ds — Ylx’Fdy? = d&-Yi-F5y,° 


2) 
und, weil (nach ber Fin) 5 = W. MIX — W. NTX it, 
3) 6 = — de = — dp, -dx; 
auch (nah I. N. 3.) 
, 1 
4) tg p = dy,, und IT a 
alfo, wenn man dieſe Gleichung A.) nach x differenzürt 
öp, — 42 — —— 
6) * dey., oder dp, = TFöyr 
weshalb (aus 3.) 


dey, 
6) oı=—; ay, 
wird. Im Kreiſe bat man aber, weil 5 der Bogen fir h 
Radius 1, und ds (oder MN) der Bogen für ben Radin 
4 bei einem und demſelben Eentriwinfel MEN, 





7) c-ö=ds ode c=$; 
«fo ift ber Krämmungshalbmefler 
__ (43,2)? 
8) Tg, ° 


100 dy. O’y, aus dem gegebenen y, gefunden werben, wäh 
ftatt x derjenige beſtimmte Abfciffen: Werth geſetzt wird, ml 
bem Punkte M entfpricht, für welchen der Krümmunge- st 
gefucht wird. — Endlich kann man aus der Formel 8) W 
(—) Zeichen ganz meglaffen, da der Zähler Doch zweideutig N 
e ſelbſt aber immer pofitio werden muß, fo dag man das # 
hen bes Zahlers anders nehmen muß, je nachdem der Ami 
dey, einen pofitiven oder einen negativen Werth annimmt 

Denkt man ſich x ald Funktion von y, fo zeigt fd (ol 
$. 155.) nn 


a 
9) eo ART 
Ö?’x, 
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Und denkt man fich x und y als Bunktionen eines dritten Ver⸗ 
I. ünderlichen t, fo abe fih (nach $. 155.) 


(dx.°-4+-37.2) 
10) — dye di 

IV. Sollen endlich zwei beliebige Kurven, deren eine durch 
ben Ordinaten⸗Werth y., die andere durch den Ordinaten⸗ 
g Werth y gegeben iſt, während ſtatt x nach und nach alle ver 
ſchiedenen AbfeiffensWerthe gefegt werden, — eine Dfculation 
„ Der nen Ordnung haben, an einer beftimmten Stelle M (Sig. 29.), 

— deren Abfeiffen- Werth x ein völlig befiimmter if, — fo 

muß, damit beide Kurven die erfte Ede M mit einander ge 

mein haben 

1) für dieſen beſtimmten Werth von x, y, * 

ſeyn; damit aber dieſelben Kurven auch die nächſte Ecke N mit 
einander gemein haben, muß offenbar noch, für denſelben Werth 
von x, 

2) dy=dy! d. h. By, = dyl, ' 
feyn. Sollen ferner beide Kurven auch noch bie nächſte Ecke 
P mit einander gemein haben, fo muß Diefe Gleichung 2.) auch 
noch befichen, wenn in fie x-+-dx ſtatt x gefegt wird, d. h. 
wenn man vom Punkte N zum Punkte P gerade fo übergeht, 
wie vorher vom Punkte M zu dem Punkte N Dies führt aber 
zu der Gleichung 

3) d“y=d’y! oe dy,= By, 
immer für diefen beftimmten Werth von x. — Und fo ficht 
man, daß wenn eine Ofculation der nien Ordnung ſtatt finden 
fo, Dann auch noch für denſelben beftimmten Werth von x 

4) dy=dy, dy=d'Yyl, - dy=d'y 
oder 


m Mi — — u —— —— wen. „um 


dey, — dyl,, Hy By, e dyy, — deyl 
ſeyn müſſe, und daß nur, wenn dieſe n--1 Gleichungen alle 
erfüne find, für einen beſtimmten Werth von x, bie beiden 
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Kurven an biefer durch x gegebenen Stelle eine Oſculation! 
nten Ordnung haben *). 

Sind beide Kurven durch Gleichungen gegeben, die m 
nicht nach y aufgelöft find, fo genügt man dieſen n+-1 4 
gung®+ Gleichungen ber Dfculation am befien, wenn man 
eine binter einander bifferengüirt, dann aber in fie fat, 
dy,, d’y,, etc. ete. bie aus ber andern Gleichung entnom 
nen Werthe fubftituirt fich denkt. | 

Es if leicht, ans dieſer Intern Betrachtung wieberum den SH 
wungss Kreis zu erhalten. Die Bleichung eines jeden Kreifes if wie 
wenn a und b die Koordinaten⸗Werthe feines Mittelpunktes And, © 
z,y die Koorbinatens Werthe eines beliebigen Punktes deſſelben york 
während c fein Halbmeſſer if, 

19 («—a)?+(y—b)? = e. 

Differensiet man nun biefe Gleichung zwei mal hinter einander, A! 


hält man 
2) (x«—a)+(y—b)-dy, = 0 
3% 1+85,°+(y—b):8°y, =. 


"Hat nun biefer Kreis mit der durch y=y, gegebenen Kurse ein DM 
Iation der Aen Ordnung an ber Stelle, deren Abfeiffen» Wert) bl 
uud Drdinaten- Werth durch y bezeichnet iR, fo darf man nur in I 
drei Gleichungen (1,— 3.) flatt y, dy, und dey, die aus der leiden 
y=y, der gegebenen Kurve entnommenen Werthe fegen, and dieſe DM 
Gleichungen ſelbſt müffen für diefen beſtimmten Werth von x (und If 
hörigen von y) melcher dem befinnmten Punkte M angehört, | 
werden. Aus diefen drei Gleichungen (1.—3) kann nun & bon 
gefunden werden, und man findet leicht 
1-+dy,° 


b-y=2 ———., alſo b; 


a-ı=— 0 dy,, alſo a; | 

und ce dann genau fo wie voiher, wo y, y, und dey, aus dt 9 

E muß eigentlich die Difereng y„—y4, für nt niit 

einander folgenden Werthe von x, von einem beftimmten au⸗ m 

aut gleich werden. Daraus allein folgt aber fogleih aus 3 

.) dA - s 

y,—-y)=09 y,-y)=dufmf. bi Ts a! 

ſeyn müſſe, im Galle eine Oſculation der nten Ordnuug Ratt ſude⸗ 


N 
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bung der gegebenen Kume in x ausgedrüdt werden, während fiatt x. 
elbft der Abfeiffen- Werth des beflimmten Punktes MM gefegt wird, an 
welchem die Dfeulation fatt finden foll. 


17. 
Diefelden Unterſuchungen nach Zagrange. 

Befrachten wir jetzt Diefelben Probleme nad) bagtange, und 
ſtellen wir uns dabei vor, daß alles im nächſt vorſtehenden 
Paragraphen enthaltene nicht geſagt ſey. 

f. Indem wir in dieſem Paragraphen die Leibnitziſche Ans 
ſicht der Kurven verwerfen und die Kurven ſelbſt als ſtetig ge⸗ 
krümmt und von den gebrochenen Linien qualitativ verſchieden 
anſehen, denken wir uns won Kurven, vorgeftellt durch die 
Gleichungen 
ya. m y-y%, 
in welchen Gleichungen wir bie Abſciſſen⸗-Werthe x als bie 
einen und diefelben ung denken Eönnen, während wir bie zu 
jedem Werthe von x gehörigen Ordinaten⸗Werthe y und y’ im 
Allgemeinen als verfchieden anfehen müſſen, Damit beide Kurven 
‚nicht mit allen ihren Punkten zufammenfallen, fondern wirklich 
zwei verfchiebene Kurven feyen und bleiben. 

Damit nun beide Kurven den, zu einem beſtimnten Ab⸗ 
ſciſſen ⸗ Werthe x gehörigen Punkt M mit einander gemein ha 
ben, muß für dieſen befimmten Werth von x 

1) > y=y's 
werden. 

Da nun Yorn, Var die zum Abſciſſen⸗Werthe x—-h 
gehörigen Drdinaten » Werthe beider Kurven find, fo daß 
Yırn — Y’ayn den, parallel mit der Ordinatens Are genommenen 
Abſtand beider Kurven nächft an M vorfielt, in fo fern h un 
endlich klein gedacht wird, ſo ſchmiegen ſich die Kurven (dicht 
an dem Punkte M) deſto inniger an einander, je geringer dieſer 
Abſtand iſt, — d 5. je mehr erſte Glieder in den nach ſtei⸗ 
gender Potenzen bes unendlich kleinen h geordneten Entwickelun⸗ 
gen von Yıra und ylyın einander gleich find. Vud man fagt- 
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(nach dieſer Uinficht): daß bie beiden Kurven an be 
Punkte M eine Dfculation der n® Ordnung habı 
wenn für bdiefen beſtimmten Werth von x aufı 
. — y, noch bie m erftien Glieder in den nad fü 
genden (gangen oder gebrochenen) Potenzen von h entmil 
kelten Reiben für yarn und yıın bezüglich einandı 
gleich find. — Und diefe Ofculation iſt ein Berühren oda 
din Schneiden, je nachdem bie Differeng yon — y’ıyı für ci 
unendlich» Elein gebachtes h, und für dieſen beſtimmten Bes 
von x, mit h zugleich ihre 4 oder — Zeichen nicht änen, 
ober ändert. 
Im Allgemeinen alfo findet allemal eine Oſculation de 
nen Ordnung flatt, fo oft außer y, = y/, noch 
2) dyı = dy,, Dry dy,, 8°, — deyl, 
undb zuletzt 8'y, = B'yl, 
if. Und iſt dann n eine gerade Zahl, fo ift die Oſculation cs I 
Schneiden; if aber n ungerade, fo ift fig ein Berühren. - 
Für diejenigen befonderen Werthe von x aber, fire welche rm 


ber Ableitungen dy, 8°y,, 8°y,, etc. etc. bie Form . 


nimmt, muß man bie Entwickelungen von yayı und ylrı Mi 
gebrochenen Potengen von h (dem $. 158. gemäß) direkt m 
nehmen, um zu fehen, wie viele erfte Glieder dieſer beiben @® | 
wickelungen einander gleich find, d. h. von welcher Orb | 
bie Oſculation für biefen Ausnahme: Werth von x if. 

Sind daher beide Kurven, welche mit einander eine Di® 
lation ber nt Ordnung haben follen, durch Re Gleichung 

9, 0 und I, 
fo wird man eine Diefer — n mal — “ 

anber bifferenzliren (um die n-H1 Gleichungen gu erpalten, ad 
denen Yo, dy Dry» O'y, in xausgedrlickt gefunhe 
werben konnen), dann aber in diefe n—1 Gkidug® 
HB. 0=0, au=0, =, ut 
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ſtatt yo, dy., O’yu + dey, bie aus der andern Gleichung ,,—0 
dafür hergeholten Funktionen fubftitwirt denken, und man wird 
bie n-41 Bedingungs⸗Gleichungen 2.) der Oſculation haben. 
IL. Iſt die eine Kurve durch bie Gleichung 

1) j yJ=-Yy | 
zegeben, Die andere aber eine gerade Linie, gegeben durch die 
Sleichung " 

2) y'=ax4b, 
0 daß vermöge der Bedingungen der Oſculation 

3) „=xH4tb, alſo 4) dy,=a | 
vird, fo hat diefe Gerade 2.) mit der Kurve 1.) an der durch 
ven: beftinmnten Werth von x gegebenen Stelle M eine Dfeula- 
ton der Lten Ordnung, fo oft für diefen beſtimmten Werth von x 
‚ie Gleichungen 3.) und 4.) unter ber Vorausſetzung ſtatt finden, 
af y. und Ay, aus der Gleichung 1.) entnommen worden find; 
. 5. wenn a und b fo find, daß fir biefen beſtimmten Werth 
won x bie Gleichungen 3.) und 4.), die. außer a und b nur 
och x enthalten, identifch werden. Subſtituirt man Die aus 
I.) und A.) gezogenen Werthe ſtatt a und b in die Gleichung 
3) fo erhält man als Gleichung der geradlinigen Tangente 

5) y'—y = 89, (x!—x), 
enau fo tie im $. 170. II. 4.). 

Die Gleichung der Normale an berfelben Stelle ift natür⸗ 

ich Dann fügleich (nach $. 121. * 


6) a en Do 5, ). 


bat man aber bie Gleichung ber Tangente (in 5.), fo finbet 
nan, wenn (Sig. 18. oder Fig. 19.) Winkel MTX = p gelegt 


bird, wegen igp = m L_J, ſogleich 


si—x 
m». | ig p == dy. 
Ind führe man anch hier bie Begriffe der Subtangente PT _ 
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und ber Subnormale PW- ein, fo if, wegen Tr MP tin 


ſogleich wieder 
6) Subtg PT = +7, und Subnorm PW = +y:h, 


alles genau fo wie im $. Too. IL). — Da PT und PWü 
Einien immer durch pofitive Zahlen auggebrückt werden wife 
fo find danach die + Zeichen zu regeln. 

An denjenigen Stellen ber Kurve, deren Abſciſſen⸗Vah 
dy, = 0 machen, läuft bie Tangente mit der Ableifend 
parallel. — An denjenigen Stellen "aber, deren Abfciffen- Bat 


x bie Ableitung dy, auf bie Form -O: bringen, alfo = 


machen, läuft die Tangente mit ber Drbinaten-Are pa 
d. h. fie ficht auf der Abſciſſen⸗Axe ſenkrecht; — melde 
tere fogleich baraud hervorgeht, dag man bie beiden Koorlin 
tens Aren mit einander vertaufchen, daher y, y! als Aha 
Werthe und x, x! ald Orbinaten-Werthe anfehen kann, I W 
die Gleichung der Zangente biefe Form 
x—x dx, (y—y) 
annimmt. 
IL Soll die durch die Gleichung 
1) J=J 
gegebene beliebige Kurve, mit bem durch die Gleichung 
2) &'—a)’+-(y!—b)? = c? 
gegebenen Kreife an einer durch x gegebenen Stelle M ® 
Dfeulation der 1m Ordnung haben, fo muß (nad 1) M 
in 2.) x ſtatt x! geſetzt wird, nicht bloß y’ — y, fondern 
noch Ayl, = dy, werden. Died giebt die beiben dent 
Sleichungen 





3) Kay =ci 
und | 
4) («—-3) --y—b).öy, = 0, 


nämlich bie Gleichung 2.) und bie aus ihr vervorch w 
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fie nach x! Differenzlict wird, und wenn in beiden x ſtatt x 
und flatt y und dy, die Werthe aus 1.) gefett gedacht find, 
fo daß die A.) entfleht, wenn man die 3.) nach allem x diffe⸗ 
rengürt. — Diefen Gleichungen 3.) und 4.), in denen x und 
y und dy, beftimmte Werthe angenommen haben, müffen nun 
Die Werthe von a und b (melche die Koordinaten» WWerthe des 
Mittelpunktes find) und von c (welcher Werth ben Radius 
vorſtellt) genügen. Denkt man fi) a, b und .c noch völlig une 
'beftimmt, fo kann man folche aus den beiden Gleichungen 3.) 
und 4,) zu beſtimmen fuchen. Weil man aber nur zwei Gleis 
chungen hat zur Beſtimmung biefer drei Unbekannten a, b, c, 
fo erhält man unendlich viele Auflöfungen, d. h. es giebt uns 
enblich viele Kreife, welche mit der gegebenen Kurve 1.) eine 
Dfeulation der erfien Orbnung oder eine Berührung haben. 

| Denkt man fi) a nach und nach immer anders und ans 
ders, fo giebt die Gleichung 4.) immer b dazu. Denkt man 
fich alfo in der Gleichung A.) a und b als Koordinaten Werthe 
der verfchiedenen Mittelpunfte aller berührenden Kreife, fo ift 
die Gleichung 4.) die Gleichung der Geraden (weil fie von 
Der 1r Ordnung iſt in Bezug anf a und b), in melcher alle 
biefe Mittelpunkte liegen. Und weil man derfelben @leichung 
auch die Form | 


1 
b—y — — F 


geben kann, fo ſieht man zugleich (aus IL. 6.), daß bieſe Gexabde 
mit der Normale der gegebenen Kurve an M zuſammenfällt. — 
So fieht‘fich bier beiwiefen, was nach der Llibnigifchen Anficht 
fich auf Euflidifch: geometrifchen Wege von felbft verſtand. 
Soll aber der in 2%) gegebene Kreis mit der Kurve 1.) 
eine Oſculation der 2ten Ordnung haben, in welchem Falle er 
bes Krümmungskreis und fein Nabius der Krümmung 
balbmeffer genannt werden, ſo muß auch noch d2y — d°y, 
ſeyn, d. h. — wenn man die 4.) 'noch einmal differenzürt, fo 


daß man 
Bd. 1. —— 26 
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5) ++ b)8'y,=0 
erhält, — es muß dieſe Gleichung 5.) auch noch eine ibentik 
werben, fo wie man flatt y, Oy,, 8°y, bie aus der Gleichung) 
eutnommenen Werthe, ftatt x aber ben beſtimmten Abſciſa 
Werth der Stelle M fest, an welcher bie Oſculation flatt hal 
fol. Die Gleichungen 3.), 4.) und 5.) geben num 


6) 1, 7) a It, 


°y, d°y 
und 
9 1 I _ + 
Yx O°x, 
oder, wenn man x alfo auch y noch als Funktionen em! 
fc dent, 
EEE." 1.2 20) 


Oxr- -d’y—dyı- ‚822° 

und dadurch ift Die Lage des Mittelpunftes in der Au! 
und auch der Krümmungshalbmefler c völlig beſtimmt; w 
zwar gerade fo wie im $. 170. IL. N. 8—10). 


Anmerkung. Man bat bdiefer Theorie der Ofen 
nach Lagrange den Einwand gemacht, daß fie die Dfalie 
von der Lage der Koordinaten-Aren abhängig made. be 
aber die Oſculation nicht von ber Lage der Drdinaten-An ® 
hängig erfcheinen, fondern wirklich ald eine den Kuren Mi 
(an dieſer Stelle) einwohnende Eigenfchaft, fo mug man zi 
bag wenn man neue Koordinaten Aren einführt und die 1 
Koordinaten- Werthe durch x, 9 und. y bezeichnet, dam 
dy.—=dy',, auch allemal dp, — dy';; ferner mit dy=N 
und By,—d’yl,, auch allemal 32, —8°y, w[P} 
feyn muß. Dies iſt aber fehr leicht nachgeiwiefen. Nach gi 





find nämlich bie Gleichungen mwiſchen p, x, y und x als 


von der Form 


) yaatey mb 9) r=—Axtaj 
wo AB? =1; 
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alfo ifE noch, wenn man nach allem x differenziirt, 

3) dy. dy. und 4) On -6 dy 
folglich auch 

6) dy _ an — a B-öy, 

1} Öfz —B--x-dy, 

Auf demſelben Wege findet man aber für jeden Punkt der an 
! bern Kurve, deffen Koorbinatens Werthe bezüglich x und y' und 
} Bann x und y ſeyn mögen, 

a—-B-dy! 
6) We 

Hat man nun den Punkt M im Auge, fo hat für ihn, da er 

beiden Kurven gemeinfchaftlich if, nicht bloß x, fondern. auch £ x 
9 für beide Kurven einen und benfelben Werth. Iſt daher noch 

(für denfelben Werth von x, alſo auch für den zugehörigen 

Werth von x) dy, = dy/,, fo folgt auch (aus 5. und 6.) fo 

gleich noch dp, = dy'. — Und man erfennt nun leicht, (menn 
vr man fich die Gleichung 5,) und 6.) noch einmal nach allem x 
is Differenzüirt denkt), daß aus By,— dy’, und 8*y,—=O?’yl, 

‚ für Diefen beftimmten Punft M, auch noch d2y, — 8”y/, her 
f vorgehe; u. ſ. w. fe — Man finde namentlich noch (wegen 

‚+tr=1 | 





8(Onr)x —— 
2 — um [1 mu — 

f zu. ſ. w. f. 

ji | 6. 172. 

⸗ Auffindung dee geradlinigen Aſymptoten. 
* 


Iſt x! der Abſciſſen⸗Werth des Punktes T (Fig. 20.), in 

' Ä welchen die Tangente MT ber Abſciſſen⸗Axe OX begegnet, fo 

findet fich folcher aus der Gleichung der Tangente ($. 171. H. 

3) indem man y’=0 fest. Man findet dann 
‚2. x=+0T= a 

! während, wenn W. MTX — ꝙ gefegt wird (nach $.171. II. 7.) 
\ 96 * 
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1 

) Wh, 
iſt. — Stellt man nun in biefen beiden Gleichungen Die Aus 
drücke zur Rechten ald Funktionen von * her, und ſetzt man 


dann 0, d. h. x @, — und ſtellt man dieſelben Aus 
drücke nachgehends auch als Funktionen don * her, und fe 


man dam 0 b. h. y⸗, — fo erhält man bie Werk 


von x! und ꝙ für den Fall, dag die Tangente die Kurve ef 
im Unendlichen berührt. — Eine folche Tangente wird gerab 
linige Aſymptote genannt. — Führt aber dieſes Verfah 
ren zu einem Widerſpruch, ſo iſt ſolcher ein Beweis, daß dat 
mal keine geradlinige Aſymptote exiſtirt. 
In 3. B. gegeben als Gleichung einer Kurve 
„2: VGSS GE, 


x 
fo sieht Re, wenn fie differenzlirt wird, ſogleich 
&,= —i+51— a’+x° _23 
* +eyi—aa are) = 
Dividirt man bier Sähler und Nenner durch x*, und fett man dan 
10, fo nimmt diefer Ausdruck für dy, die Werthe E1 am, mei 
p=46° md 9= 135° liefert. | 
Ferner erhält man aus der Gleichung 1.) 
vo — 8x4 15x?— 9x°-- 22° F4xV (1 —x)?(4— 2x 4x?) 
-44 5x —2’+ x* 2 Y(1—x)’(4—2x-+x?) 
und dividirt man bier Zähler und Nenner durch x*, fo erhält man fü 
220, fogleich den Werth von x‘, =2. 
Diefe Kurve hat alſo zwei Afymptoten, welche burch den von O u 
2 entfernten Punkt T hindurchgehen (Big. 34.) und dafelbft mit der # 
- feiffensAre OX und mit ihrer rückwärts gedachten Richtung @X’ Wit 
von 45° machen. Diefelbe Kurve hat aber noch eine dritte Aſomptir, 
welche mit der OrbinatensAre OY iufanmenfüllt, und bie man fat 


rn 


m 


— — — — 
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würde, wenn man x’ und dy, bloß als Funktion yon y und dann von 


— herſtellte, zuletzt aber 0 ſetzt. Hier finder fie fich jedoch beque- 


mer daraus, daß für x unendlich-Flein, y unendlich groß wird, während 
für x<=0, die Drdinate y gam aufhört zu ſeyn, weshalb oY Aſpmp⸗ 
tote iſt. 

Uebrigens hat dieſe Kurve drei Theile mit ſechs unendlichen Schen⸗ 


keln, welche mit den drei Aſymptoten sufammenfallen, wie ſolches in der - 


Figur 34.) zu fehen if. 
Jedoch finder man die geradlinigen Aſymptoten, ohne- fie 
als Tangente im Unendlichen anzufehen, häufig aus dem andern 


° Begriffe, nach melchem fie folche gerade Linien find, die fich den 


Schenkeln der Kurven ohne Ende nähern, ihnen unendlich nahe 
Fommen, ohne fie je erreichen zu können. — Das Verfahren 


iſt folgendes: Man fegt 4 —=z, verwandelt dadurch y in 


eine Bunftion von z,, entwickelt dieſe (mittelſt des Maclaurin⸗ 


ſchen kehrſares in Reihen, die nach ſteigenden Potenzen von z 
b. h. von fortlaufen. Wenn dann y die Form annimmt 


3) yaastB+cLY+D(-) + 


100 u, v etc. etc. wachſend und poſitiv ſind, ſo darf man nur, 


wenn A und B reelle Werthe ſind, 


4) y'=Ax+B 


nehmen, und dieſe letztere Gleichung ift die Gleichung der Aſymp⸗ 


tote, weil, y— y! für rn unendlich -Elein d. h. für J 


ſelbſt unendlich⸗klein wird *). 


Nimmt alſo die Gleichung 3.) nicht dieſe Form an, nimm 


- 5 Steht eine Aſymptote auf ber Abſeiſſen⸗Axe ſenkrecht, fo findet 
man fie ebenfalls auf diefem Wege nicht, weil für fie x nie unendlich- 
groß wird. Man findet fie daun entweder dadurch (wie in obigem Bei- 
fpiele), daß man bemenkt, wie für x=a, y unenblich-groß wird, oder 
dadurch, daß man die Koordiuaten/ Aren verändert, oder doch mit einan⸗ 


der vertaufcht. 


’ 7 
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fie etwa noch Gfieber von ber Form ax”, Px” etc. ete. in 
ih auf, we m, n etc. etc. poſitiv find, ober ik A oder B 
nicht reell, fo exiſtirt Beine gerablinige Afpmptote. (Man vgl. 
noch $. 132, wo die Afyınptoten ber Hyperbel gefunden find.) 


$. 173. 

Die Differential» ober Ableitungs-Rechnung ift auch noch 
geeignet, bie ausgezeichneten Punkte einer Kurve erkennen m 
loffen. Zu ben ausgezeichneten Punkten zählt man aber 

L bie Wendepunkte. — Ein Punkt M Heißt ein Wen 
depunkt, wenn bie beiden ihm nächft anliegenden Punkte anf 
verfchiebenen Seiten ber gerablinigen Tangente an M, liegen. — 
Iſt x der Adfciffen Werth biefed Wendepunktes M; if <-+ı 
der Ubfciffens Werth bed an M nächt anliegenden Punktes (da 
ben M vorangeht, wenn h negativ gedacht wirb, welcher abe, 
bem Punkte M folgt, fobalb man fich h’pofitiv denkt, währerd 
h jedesmal unendlich»Elein gedacht werben muß); iſt fer 
Yzy. die Ordinate ber Kurve und * +, die Ordinate ber durd 
die Gleichung 

y—y=Ddy(«'—x) 
gegebenen Tangente, fo findet fich aus letzterer Sleichung, wen 
man xPh flatt 2ſetzt, 

dyh, 
während nad ben Taplor'ſchen gehrfäße für die Orbinate m 
Kurve, 


h® h® 
YHa=ytdyh+2ry, try art 
gefunden wird. Hieraus findet fich 
h? + 
PR eb PET Yanlnui 29 FAZ Tiensa 30 AA: Aueh 
Der Punkt M ift nun ein Wendepunkt, wenn bieft 


Unterſchied Yu Yan mit baugleich fein -+ oder - 
Zeichen wechſelt, — alſo wenn 
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d2y, —0 | 


‚wird, ohne daß man zu gleicher Zeit dey, —0 bat, oder 


wenn gleichzeitig 
dy,=0, 8y,=0 ud dy,=0 


wird, ohne daß man zu gleicher Zeit dey, —0 hat; u. ſ. w.f. 


Sollte, während 8°y,—=0 iſt, 8°y, bie gorm —- an 


nehmen, fo müßte man für diefen Ausnahms⸗Werth die Diffe⸗ 


renz y —Yy,an direkt in eine nach h geordnete Reihe ver⸗ 
wandeln (die auch gebrochene Potengen von h in fich aufnimmt) 
und zufehen, ob folche mit h zugleich ihre 4 oder — Zeichen 
ändert, oder nicht. — Und um feinen vorhandenen Wendepunkt 


zu verfehlen; muß man auch jedesmal noch 9, fegen, 


weil auch für dieſen Ausnahme: Werth von x, die Differenz 
Yorn Yarn, Nach gebrochenen Potenzen von h entwickelt, 


mit h zugleich ihr 4 oder — Zeichen ändern kann. Und follte 
der Werth von x, welcher 8, macht, auch ſchon 


öy *4 machen, ‘fo daß die Tangente an dieſer Stelle auf 


ber Abſciſſen⸗Arxe ſenkrecht ſteht, fo findet Fein Wendepunkt ſtatt, 


wenn für denſelben Werth von x, die Ordinate y ein Grenz: 
Merth wird. 

I. Zu den ausgezeichneten Punkten gehören ferner bie 
Durhfchnittspunfte ber Kurve, wie z. B. der Punkt m 
(Sig. 31). — Da an biefen Punkten zwei ober mehr Tangen- 
ten gleichzeitig flatt finden, fo muß dy, für diefe Werte von 
x und y gleichzeitig zwei oder mehr reelle Werthe Haben, die im 
Allgemeinen einander ungleich find, in Ausnahmsfällen aber auch 
einander. gleich werben können. 


Man finder daher dieſe Durchichnittspunkte, wenn man 


- die gu einem und bemfelben x (im Allgemeinen) gehörigen Wer 


. 
x 


— — 
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the von y einander gleich ſetzt, und für jedes Paar der, aus 
biefee Gleichung hervorgehenden Werte von x und y, be 
Ausdru für dy, prüft, ob cr wirklich zwei (oder mehr) reik 
Werthe annimmt, wenn legtere auch Ausnahmsweiſe einande 
gleich werden follten. Dabei heißt der Punkt m, je nachbem 
fich zwei, drei, ober n reelle (gleiche ober ungleiche) Werthe von 
dy, finden, ein doppelter, breifacher, n faher Punkt — 
Findet fich aber zu einem biefer MWerthe von x, nur ein au 
ger reeller Werth von Dy, fo daß die,übrigen alle imaginär find 
fo bleibe der Punkt m nur ein einfacher Punkt . 

UI Rückkehrpunkte ſud folche doppelte Punkte, ie 
denen die Kurve aufhört, wie z. B. (Gig. 30.) die Punkte 0 
und B, oder (Fig. 32.) der Punkt m. — Sie werden bee 
nach derfelben Negel, wie alle doppelten Punkte gefunden, nz 
dag bie hiefigen von denen in 11.) noch dadurch abgefondet 
werben, daB man zuſieht, wie die Werthe von " Yurh und y,, 





*) Schafft man ans einer Bleichung smifchen x und y alle meh: 
deutigen Ausdrücke, alfo namentlich alle MWurzelsZeihen weg, und wid 
fie dann durch u, 0 vorgefellt, fo giebt fie fogieich, wenn fie nad 
allem x differenziirt wird, 

On, 


1) du, +du,-dy, = 0 oder Eee 


mo rechts im Zähler und im Nenner ſowohl x ald auch y beliebig untır 
mifcht, darin aber Feine mehrdeutigen Ausdrücke vorkommen können. Zi 
einen vielfachen Punkt, wo y nur einen einzigen Werth hat, würde nn 
aus dieſer Gleichung auch dy, nur einen einzigen Werth annehmen, mens 


d 
nicht dieſelben Werthe von x. und y, ben Bruch ni: auf bie Form 
y 





Kl hrächten. 


° 

Man kann alfo auch die vielfachen Punkte noch dadurch finden, daf 
man zuerſt bie Gleichung u, yet ohne Wurzeln herſtellt, dann Su, —0 
und du, 0 feßt, aus diefen beiden Gleichungen x und y Finder, zu⸗ 
letzt aber prüft, ob fie auch der gegebenen Gleichung u,.=0 M 


Kurve) ſelbſt genügen. 
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ausfallen, wenn flatt x der Abfelffen: Werth dieſes Punktes ge 
fett wird; dadurch allein kann man dann erfennen, ob ber frag. 
liche Punkt ein Durchfchnittspunft oder ein Rückkehrpunkt iſt. 
Da bei den Rückkehrpunkten beide Zweige nur einen ein⸗ 
zigen Zweig ausmachen, in ſo fern jeder abbricht, folglich der 
eine in den andern übergeht, ſo müſſen die Tangenten beider 
Zweige auch in einander übergehen, daher am Rückkehrpunkt 


ſelbſt mit einander zuſammenfallen. Im Rückkehrpunkte haben 


\ 


‚ 
‚ 
' 


! 


daher beide Zweige immer eine gemeinfchaftliche Tangente. 


Man unterſcheidet aber noch: Rückkehrpunkt ber 

‚ erften Art, wie folcher z. B. in der durch die Gleichung 
y=b+@a—a) 
gegebenen Kurve vorkommt, und wo die beiden Zweige dicht 
am Rückkehrpunkt auf verſchiedenen Seiten der gemeinſchaftlichen 
Tangente liegen d. h. einander ihre Konvexität zukehren; — und 
Räcktehrpunkt der zweiten Art, wie ſolcher z. Di in der 
Durch die Gleichung 
= x? +38 
"gegebenen Kurve vorkommt, und wo die beiden Zweige dicht 
am Rückkehrpunkt auf einer und derſelben Seite der gemein⸗ 
ſchaftlichen Tangente getroffen werden, d. h. einander umfaſſen, 
oder beide ihre Konvexität der gemeinſchaftlichen Tangente 0 am 
Rückkehrpunkte zuwenden. 
Ferner giebt es noch: 

IV. Einzeln ſtehende Punkte, Einzelpunkte oder 

Einſiedler, wie z. B. der Punkt m in der durch die Gleichung 


_ IHYVEZR! utaumm 


gegebenen Kurse der Sig. 33.). — Es if dies der Puntt, der 
ſich für 23 ergiebt; denn es wird y imaginär ſowohl für 
x=3-4-h, als auch für x=3—h, fo. oft h unendlich⸗ 
Elein gedacht wird; folglich ſteht diefer Punkt m ganz verein- 
zelt, und auf Keiner Seite liegt ihm ein zweiter fletig an, Die 


4 
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fee Punkt m iſt daher cin, der Kurse (bie zwiſchen du / 
x=—1 mb x 41 gehörigen Drbinatenı Richt 
liegt) zugehöriger Einzelpunkt. 

Da nur mehrdeutige Ausdrücke imaginãre Werthe am 
men, fo folgt, daß ein Einſtedler ebenfalls ats ein Viſehe 
punft angefehen werden kann, und fich daburch findet, def sa 
bie beiden, zu einem und bemfelben umbeftimmten x schön 
zwei (ober mehreren) Werthe von y einander gleich ft. I 
a ber aus dieſer Gleichung hervorgehende Werth von z, I 
müflen y, , und y,,, ümaginär werden, wenn für x =. 4 
Einzelpunkt ſtatt finden ſoll. 

Anmerkung. Durchſchnittspunkte, Rückkehrpunlte & 
ſtedler, ſetzen eine Form von y voraus, welche mehren 
fo aber, daß für x— a zwei ober mehrere Werthe ent 
. gleich werden. Es enthält alfo y in feinem Ausdruche Ei 


von der Form Alk—a)"-p; dann aber enthalm N, 
d°y,, dey, etc. etc. bezüglich Glieder vou be 


m—n m— 2a 
B.(x—a) " 9, C-(x—a) " 9, D- a" 
®. ſ. w. f. Da num einer dieſer Erponenten doch * 
gativ werden muß, fo wird für x a einer der Diff 
Koefficienten (und dann müſſen die ihm nachfolgenden ol) N 


Form 4 annehmen. 
Man findet daher dieſe ausgezeichneten Punkte der St 
ale dadurch, dag man bie Ableitungen dy,, dey, 9, ® 


etc. eine nach der andern — O und = ſetzt; fe bo 
ſich ergebenden Werth x—a aber, bie Werthe von y,,® 
Yarn näher prüft. 

Beiſpiel 1. Vetrachten wir zunachſt bie durch dire EM! 
Gleichung . 
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2 aut 
gegebene ern (Sig. 19. — Sie giebt 

9) = md 3) dey * 
Es wird daher, ker ar 


eubig. PT= Pr 
und 


ab 
. Quant 
iſt (aus $. 171. IL 6. u. 5.) 
und subnorm. PW sure 














a—x 


MIX bh 





"und dies ſtimmt alles genau mit den Formeln $. 131. VII. 16. und 18.) 
: überein, in fo fern man flatt des dortigen von C aus genommenen x, 
hier z—a fegen muß. 
Der Krümmungshalbmefler an M wird (nach $. 171. II) 
[pbt-Har-beyAx-xpR , 
Li =b 
und dieſer wird, ſowohl für <—=0, als auch für z—=2a d. h. an 


s ben Scheiteln A und B, —— d. h. dem halben Parameter der El⸗ 
lüpſe gleich. 
u wir nun, um die ausgegeicneten une m finden, ,=0 
N oder =4 ferner 8°y,—=0 oder = n u. ſ. w. f. — Die Glei⸗ 
‚Yung —8 giebt x=a, und weil derſelbe Werth dey, negativ 
micht, fo lange y d. h. die Wursel Viax—a? vofltio iſt daneaen dey 
N pofitiv macht, wenn y negativ ift, fo folgt, daß für x=a, 
3 Punkten D und E, die Tangente mit der Abfeiffens Are AX p 
‚ und daß y dafelbk ein Morimum if, wenn pofitiv, dagegen 
mum, wenn man ſich y=—CE denkt. Und weil die £ 
an D oder E nächft anliegenden Punkte der Tangente gröf 
bezüglich die zu denfelben Abfeiffen gehörigen Drdinaten di 
Y kehret die Kurve'an D und E der Abſeiſſen /Axe ihre Konv.,..... 


Die Gleichung 2-4 giebt 2x2 0, d.h. x=0 und 
x=2a. An ben Scheiteln A und B alfo ſteht die Tangente auf der 
Abſeiſſen⸗Axe AX fenkrecht, und -mweil die zugehörigen Werthe von y 


"Grenz Werthe find *), fo findet auch hier an den Scheiteln Fein Wendes 
punkt ſtatt. 





*) Set man nämlich in die Gleichung y— Feat zuerſt 
O-+h, dann 2a+h flott. x, fo erhält man 
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Nm aber zu chen, ob Überhaupt Zein Wendepunkt ſtatt Äste, m 
men auch noch dey, 0 und =+ fegen. Die erſtere Glen 
giebt ab=0 und diefe kann daher gar nicht ſtatt finden. Die a 
Dagegen giebt wieder 2ax—x?—=0, d.h. x=0 und x=;H 
beide geben nichts Neues, fondern nur dad, was aus &,=7 u 
wendig bersorgehen mußte. 

Beiſpiel 2 Hätte man hatt y= 2 x}, genommen 


Gleichung y=p+2Qu—ıN}, fo wären alle Drbinaten um If 


p srößer geworben als vorher. Man hätte alfo dieſelbe Ellipſe erhal 
nur daß ihr Mittelgunkt nicht in der Abfeiffen-Are AX, fondern m] 
höher Cober tiefer, wenn p negativ) gelegen hätte. — Würde mu I 
gegen die Gleichung N 
1) ySrtm+ Qu xt 
nehmen, fo würbe man Feine Ellipſe, fondern eine algebraifche Glide 
der aten Ordnung haben. Man würbe dann erhalten * 
b a — x 
2 —=?2 —— — d 3) Hy 20 ⸗ —— 
yet DO, — 
Die Gleichung 8y,=0 giebt jetzt andere Werthe von x dh 
ber und zwar vier Werthe. Nach Maßgabe, daß fie alle vier sul ib 
aber nur zweie Davon reell ausfallen, oder alle inaginär find, zeigen 


vier Werthe vier Stellen, oder zwei Stellen, oder das Teichtbafenn PM 
Gtellen an, an welchen die Tangente mit der Drdinaten- Are parapel luh 

Die Gleichung dy, = > giebt wieder x—0 und = 1 
daß die Kurve für diefelben beiden Abfeiffen-Werthe, mie vorher die bl 
lipfe, Zangenten hat, die auf der Abſeiſſen⸗Axe fenkrecht Reben. und ia 
man 0-+h und 2a-+-h fatt x, fo erhält man 


Jo+h = Pt + —XE )* 
und Ya = pt a2a+b)+ 2 (8a +5?, 
fo daß Yoyn für ein negatives b, dagegen ya... für ein period | 
| Tat 








2 " I F 


Der erſtere Werth wird imaginar für ein negatives h, der andere WF 
gen für ein poſitives h. 
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h imaginär werden; biefelben Werthe O und 2a von x, machen-alfe y 

\ Grenz Werthen, fo daß an diefen Stellen Feine Wendepunkte flatt uber 
Die Gleichung J giebt jest 

i 24 Yax— 2)? — — ab oder 4ꝰ Qax - x⸗yꝰ = a?b?, 

welches eine Gleichung vom 6ten Grade iſt, die für x ſechs Werthe lie⸗ 

‚ fert. Man erhält aber daraus 


a®b? 
ı 4gq? . 
oder, eng der einzige reelle Cund. allemal poſitive) Werth dieſer Kubitwur⸗ 
„ sel durch r bezeichnet wird, fo daß die beiden andern r(— VD find, 
u 2 — Jax = —r und x? — 2x r($4-3i1Y3), “ j 


2ax — = 


x woraus 


⸗ xtzatYa®—r und- —E tiva). 
B Ron dieſen ſechs Werthen find Die vier letztern gewiß imaginär, die bei⸗— 
ben erfiern aber nur dann, wenn a?<r, dh. as<r” oder 


a <a Er. h. ga Cb⸗, oder q poſitis oder negativ, aber. an’ fich 


' <. j" — Tritt alfo bieſes nicht ein; iſt vielmehr: q pofitis oder ne⸗ 


" gativ, aber an ſich > fo giebt es zwei Stellen der Abſeiſſen⸗Axe, 


an welchen 82y, S0 if und für welche dey, nicht =0 mir. 
, Dann hat alſo die Kurve Wendepunkte an dieſen Stellen, und zwar, 
weil zu jeden Werthe von x zwei Werthe von y gehören, im Ganıen 
Y vier Wendepunkt SR endlih ra d. h. q poſitiv oder negatio, aber 


⸗an ſich nn —, fo finden deshalb eine Wendepunkte mehr ſtatt, weil 
s jest een beiden Werthe von x mit denen zuſammen fallen, für welche 
‚=, Ü | 

- Die Gleichung ,=4 giebt wider x—=0 und x=2%a, 


welches diefelben Stellen find, an welchen man ſchon. dy, => bat, 
d. h. wo bie Tangente auf der Abfeiffen ‚Me ſenkrecht ſteht ). 
P. 2 Wir werfen auf'diefe Kurse noch mehr Licht, wenn wir bemer⸗ 


ken, daß 1 pPqx die Ordinaten einer Parabel acb (Fig. 35.) 
vorſtellt, deren Scheitel in he iſt, und daß unfere durch die Gleichung 


— = y+lQx-rr) 
vorgeſtellte Kurve gleicfam eine vergerste Ellipfe iR, deren Hauptdurch⸗ 
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ber diefer gefundenen Differential» Koefficinten Ds, und df,, m 
barand s, und f, felbft zu erhalten. 

I. Wir wollen nun zunächſt ds, und Of, nach Leibnikt 
fchen Anfichten finden, d. 5. zuerſt die, zu dem unendlich⸗kleinn 
Zuwachſe dx gehörigen unendlich sEleinen Zumachfe de md d 
von s und f, beftimmen, und darans dann ds, und df, mb 
nehmen. Iſt aber Am=x und mn=dx, fo iſt dag Eid 
MN ber Kurve, eins ber gerablinigen Elemente berfelben m 
— ds, wenn AM s gefegt worden. Zieht mari nun MU mi , 
OX parallel, fo hat man das rechtiwinkliche Dreieck MUN, a 
welchem dx und dy die beiden Katheten find, und ds die % 
pothenuſe if. Alſo hat man unmittelbar aus dem Pyrhagork 
ſchen Eehrfage 


1) d=VirFiy, folgig SV 143% 
d. h. 
2) &,=Vir+dy,.. 

Iſt ferner AmM—f,, fo iſt MNmn —df; biefe zu 
wachs MNmn befteht alfo aus dem Rechte mnMU, — dt 
Grundlinie dx, defien Höhe y, deflen Inhalt alfo — y-dı ih 
— und aus dem Dreiede MUN, bdeſſen Inhalt — Hix-d 
alfo unenblichsElein von ber zweiten Ordnung iſt, mithin gem 
das Unendlich: Kleine y-dx ber erſten Ordnung (nad) $. 60) 
verſchwindet. Kolglich hat man 







3) atSy· d, al Sy, 
b. h. 
9 d. ÿ—y 


IT. Will man Diefelben Reſultate nad; der Anficht dd 
Lagrange erhalten, welcher bie Kurven als ſtetig gef 
anficht, fo denkt man fidh mn nicht unendlich· klein, ſorher 
Beliebig, ſetzt mn—=h, bat dann 
Bog. AMN = sn, alfo Bog. MN = 8,4155 
oder, nach dem Taplor'ſchen ehrt 
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2 ©. 
‚» Dog. MN = dt 


Nun bildet fich Lagrange mittelft der Euklidifchen Geometrie 
zwei Grenzen, zwiſchen denen der Bogen MN immer liegen 
muß, — fo daß er größer ift mie die eine, Eleiner dahegen wie 
die andere diefer Grenzen, — und entwickelt diefe Grenzen eben: 
falls in, nach Potenzen von h fortlaufende Reihen. Zu biefen 
Grenzen nimmt er bie Stücke der -Tangenten an M und an N, 
welche von den beiden Ordinaten⸗Richtungen mM und aN abge 
fehnitten werden, und von denen das Stück der Taugente an M, näm⸗ 
lid MR ($ig. 36.) die größere, dag Stück NH der Tangente an 
N dagegen bie Eleinere Grenze ift, wenn wir vorausfegen, daß bie 
Drdinasens Werthe y von M bis N forttpährend wachſen *). 
- Run berechnet fich aug der Gleichung der Tangente ($.171.11.3.) 
die Ordinate a derfelben, welche zum en Werthe ale gehört, 
= —yröyeh 
alfo UR = öy,..h x 
‚und daraus. bie Hypothenuſe MR, weil MU=h if, nämlich. 
2) MR — Yh?F3y,°.h? —h-VIF3y:. 

Eben fo ift die Oleichung der Tangente NH, wenn x! und 
y! die Koordinaten: Werthe eines beliebigen ihrer Punkte vor⸗ 
fielen (nad) $. 170. oder $. 171, | 

Y—Yon=dyyn [le —(&-+h)] 

Seht man baker —x, fo wird y—=mH, und — y,408 
— NK, wenn HK mit OX parallel gedacht wird, fo daß 
HK=h if. Alſo wird | 





>) Es it namlich MG--NG> Sog. HN; und GNR nad) der obigen. 

Vorausſetzung ein ſtumpfer Winkel; folglih GR>NG; mithin um fo mehr 
M6-+6R d.h. MR>Bog.MN. 

Ferner iſt der Winkel MEN ſtumpf; alſo NH<Sehne MN<B0g. MN. 

Sollten von M nach N hin die Ordinatens Werthe immerfort abneh⸗ 
men, fo wäre natürlich MR die Kleinere und NH bie größere Breme. 

Und mn sder h ſoll bier nie fo groß gedacht werden, bag zwiſchen 
M und.N der DrdinatensWertb y ein Maximum oder ein Minimum 
werden könnte. R 

Bd. 1. " 27 


418 Erſte Reihe d. Auw. d. hoh Anal, Kap. II. 6. 174.11 


NK=8y4h=dych+8°yh’+; 
und daraus findet fich die Hypothenuſe HN fo: nämlich 
HN = h-F@Oy FR, 

db. 5. wenn man biefed nach Potenzen von h entwickelt 

3) HN =h-V\i-Fdy,°-+-B..h2+--, 
wo B,, etc. etc. kicht zu findende Koefficienten find. 

Sind nun (in 1., 2. und 3.) Bog. MN und die Grauen 

MR und NH, zwiſchen been er liegt, nach Potenzen von h 
georbnet, fo wendet man den Satz an: 

wenn eine nach fleigendben Potenzen von h geordnete Reihe 

für jedes noch fo Eleine h, der Größe nach allemal zwiſche 

zwei andern eben fo geordneten Neihen liegt, und Ießtere bei 

ben mit einem und demſelben Gliede beginnen, fo muß bi 

erfiere genau mit demſelben Gliede beginnen *). 
Da nämlich die Gran Reihen (in 2. und in 3.) mit demſelben 
Gliede h-Y1-+-dy,? beginnen, fo muß hiernach das erfte Glich 
der Reihe 1.), nämlich Ös.-h daſſelbe ſeyn; d. h. man bat 

85, = Y1-+37,°. 


% 





*) Liegt 

R=A,-h-FA,..h’+-A,-.h’+... 

für jeden noch fo Heinen Werth von I allemal swifchen 
S=B,-h+B.-h®+B,.h’+... 

und 
S=B..h+C.h>+C,-h>+.., 

fo find diefer Vorausſetzung zu Folge die Differenien S-R und R. 

poſitiv, und Heiner als die Differem S—S’. — Nun findet fich aber 

und S—Rz=(B, A) + B—A,)h°-F «-- 


R-S = (A, —B,)h+(A,—C,)h° + ... 
während | 

s—-S’= B,—C,)h?-+-»» 
if. Da nun h fo Hein gedacht werben kann, Daß jebes mit h= a 
Glied größer if ald die Summe von unendlich vielen mit höhern Po 


gen von h afficieten Gliebern, fo Tönnten nicht S-R und R—S’ 
beide Heiner als S—S’ fen, wenn nicht A, =B, wire. 
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Um ferner nach diefem Verfahren des Lagrange Of, zu 

erhalten, bemerfe man, daß (Big. 36.) der Sn 

4) MN\nm = Hrn = dh h+8°%- te 
ift, und dabei zwifchen den Grenzen MUnm und LNnm liegt, 
während dieſe Nechtecke die Grundlinie h und die Höhen Mm 
oder y,, und Nn oder yurn haben. Solglich hat man noch 

6) MUnm=y-h ; Ä | 
und — — 
6) LNom = yy h-dy, · hꝰ .. 
Da nun die Reihe A.) zur Rechten, allemal zwiſchen den Rei⸗ 
hen 5.) und 6.) zur Mechten liegt, für jedes noch fo Elein ge 
Dachte h, fo muß, weil Iegtere beiden mit demfelben Gliede y-h 
anfangen, auch bie erfiere mit demfelben Gliede beginnen; 
d. h. es if —F 


II. Iſt eine Kurve durch eine ve Gleichung zwiſchen Polar⸗ 
Koordinaten 6 und r gegeben, indem man (Fig. 37.) Winkel 
 OFM=9 und FM=r fegt, für jeden Punkt M der Kurve, 

während 9 im Bogen für den Radius 1. ausgedrückt feyn fol, 
fo iſt nicht bloß r eine Funktion von 0, fondern es find auch) 
Bogen AM und Inhalt AFM Funktionen von 6, die wir durch 
s4 und f, vorftellen wollen. 

Denkt man fih nun 6 um das unenblich-Eleine Stück 
MEN —= d6 gewachſen, und mit FM = r den Kreisbogen Mm 
gezogen, fo bat män | 

Ä Mm=r.4d ud Nm=dı. 

ı Da man nun mach Leibnitz MNm als ‚ein bei m rechtwinkli⸗ 
ches Dreieck anſehen kann, in welchem MN — ds die Hypo⸗ 
thenuſe if, fo hat man fogleich nach dem Pothagoräifchen 
Lehrſatze 


2 
h d=Vrdter, ode G=V EEE 


Du 
2) du = rin. 
| 97* 
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Sa Zuwachs MEN—df des Inhaits AFM=f Wi 
and dem Kreiß-&cter MFm, — deſſen Gegen Ma=rd, 
und beffen Nabius r iſt, deſſen Inhalt alſo — ir’) gie 
en wird, — und dem Dreiecke MNm, deſſen Inhalt — ir-drd 
umenblich klein von ber seiten Ordnung iſt und daher (mi 
4. 50.) gegen ir®-dO verſchwindet. Alſo iR 

3) di=4r.40; folglich g-# 
db. 6. 
4) of, = $r? = 31°. 

IV. Wollte man dieſelben Neſaltate nach Anficht ii’ 
grange finden, fo müßte man, um z. B. für bie Iegtere Yo 
das Verfahren ſpeciell nachzuweiſen, zwei Grenzen, nänlid do 
Kreis⸗Sektor MmF und den Kreis⸗Sektor nF arfſeha 
wwiſchen denen der zum Winkel MEN = h gehörige Zumal 
MFN des Inhalts AMEF liege. Man bat dann 
AFM =, alfo AFN = fyn5 


folglich 

) MN=hn—h= Bu-h-o- + 
Nun ift aber 

2) Set. MmF — 1r?:h 
und 


3) Set. NoF = 44)? -h= 1r°.h-r-örgh?+"" 
Da num bie Reihe 1.) für jedes noch fo Eleine I zeichen P 
Meiben 2.) und 3.) liegt, Die beide mit 31? · h anfangen; [09 

Of, — jr” 

ſeyn. W. z. f. w. | 

Anmerkung. an’ überfehe babe nicht, 1) daß be 
durch 84 ausgedrückte Bogen AM genau derſelbe ifı 
kurz vorher durch 5 ausgedrückt gebacht worden, daß ba 
ds, — ds,-dx4 ſeyn muß; 2) Daß aber der durch I begeht 
Inhalt AFM von dem Eurz vorher durch f bezeichneten I 
halte APM, ganz verfchieden iſt. 
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1%. 
Iſt (Fig. 37.) AP=x, PM-=y, Winkel AFM—=6 


und FM=r und OF=c, fa bat man zwicſchen den recht⸗ 


tinflichen Koordinaten: Wertben x und y, und den Polar- 


Koordinaten Werthen 6 und x die beiden Gleichungen ($. 125.), 


1) x=c—rcsd md 9 yarsind, 


fo dag, wenn man noch die Gleichung der Kurve AMN bat, 
drei Gleichungen zwiſchen den vier Veränderlichen x, y, r und 
0 befichen. Man kann daher drei diefer Veränderlichen, z. B. 
x, y und x, als Funktionen der vierten 6 anfehen. Differengüirt 
man nun Die Gleichungen 1.) und 2.) zweimal hinter einander 


nach allem 6, fo erhält man noch 


3) u—=+trsind— dr,.cosd; 
4) dy= r-cosd-+ drg-sind; 
5) 9, = -tr-c00osd-+2Brg-sin d—8°r4-cosh; 
6) P’y=—r-sin d-+-2314-cos d-+-8°14- sin q. 
Mittelſt dieſer 6 Gleichungen (1. — 6.) kann man nun aus 


allen Ausdrücken, welche x, y, dy, d. h. ve ‚und dey, d. h. 


32 — 32 
Oxg.d . = ie, enthalten, bie 6 Veränderlichen x, y, 


_ 0x Oyg, 8°x9 und 8°yy eliminiren, und fo denfelben Ausdruck 


| 


in einen andern umformen, ber flatt x, y, dy, und O’y, jegt 
Ä 6, r, dry und der⸗ enthält. 


Man bat 4. DB. den Krümmungshalbmeſſer o der Kurve an der 
‚Stelle M ($. 171. TIL) fo gefunden: 
AH Cy2+2y4% 
ey, Ong-Ö2yy—dyg-d?xg 
Subfituirt man daher hier herein Ratt Ox,, Oyy 0°x, und dey, bie 
obigen Werthe, fo erhält man noch 

(r2-Föry?)® 
u ee De re 


% 


L. e = 


% 
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Fimmt men 1 B. die Gleichung 
r=a or = 
weiche eine Kurve vorſtellt, bie man logarit hmiſche Spirale nem, 
fe findet Ach 
= e.lgı un dr, ad .Joga®; 
und es wird num der Krümmungẽhalbmeſſer 


= ad.Y(i+ log a) r-ViT2og aa") 





*) Gewöhnlich denkt man fich aus dem Mittelpunkte C bes Krün 
mungskreiſes auf den Radius⸗Vektor FM ober x eine Senkrechte CE ge 
fallt und berechnet dann ME. — 

Es iſt nämlich die Gleichung der Geraden ME, wenn x’ uab y 
die KoordinatensWerthe eines beliebigen ihrer Punkte vorſtellen Cuad 
6.6. 130. und 121.) ' 

y—-y=-—1g0.(z—x); 
folglich if die Gleichung der auf ME fenfrechten CE, wenn x‘, die 
Koordinaten» Werthe eines beliebigen ihrer Punkte, a und b Dagegen 
die des Mittelpunftes C des Krümmungskreifes find, (nach 6. 121, V. 
VI.) biefe: 
y"—b= teotgd.(x”’—a). 

Die Koordinatens Werthe x und y des Qurcfchnittspunktes E die 
beiden Geraden finden fich daher Cnach $. 121. IL) aus den beike 
Gleichungen 

1) 9 -=—-9(t- 2) und DD y—b= teoigd-(r—a) 
und dann ift | 


» MeV. 
während a und b aus den Gleichungen $. 171. IN. 6. und 7.) befant 


find. Subfituirt man nun * ſtatt 269 und — ſtatt cozg 9, di 
minirt man 9 (aus 1. und 2.) und findet man x, alfa e—x, fü geht dk 
Gleichung 3.) über in 
_ r(r?-FOry?) 
4) Ber 
Für die obige Ingarithmifche Spirale wird daher 
ME=r=FM, 
d. h. E fält mit F zuſammen. 
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Anmerkung. Zuweilen werben bie Winkel 0 von einer 
andern feſten Linie FB aus genommen, welche mit der feften 
FO den conflanten Winkel « bildet. Dann kommt flatt des 
0 in den obigen Formeln 1.) und 2.) jest d—a zu fliehen; 
und dadurch ändern fich die Gleichungen 3.— 6.) auch nur in 
fo weit, als H—.a ſtatt 0 zu ſtehen kommt. — 

Und da in dem Ausdrucke II.) für den Krümmungshalb⸗ 
meſſer q, der Veränderliche 0 felbft gar nicht vorkommt, fo än⸗ 
dert ſich die Formel II.) dadurch gar nicht. 


Drittes Kapitel. 





Anwendungen der DifferentialsRehnung auf Frumme SI“ 
hen und doppelt gefrümmte Linien. 


A. Anwendungen auf Erumme Flächen. 


$. 176. 
„ Berlibrende Ebene. Rormale an die Flache. 
I. An jebem Punkte M einer durch die Gleichung 
-1) L,yı=0 
gegebenen Fläche, kann * ſich eine berührende Ebene 
(Tangential⸗Ebene) denken, d. h. eine Ebene, welche durch die⸗ 
fen Punkt M Hindurchgeht, und deren rings herum an MI nächft 
anliegende Punkte, von ben rings herum an M in der krum⸗ 
men Fläche nächft anliegenden Punkten bezüglich weniger weit 
abftchen, als dies bei jeder andern durch M gelegten Ebene der 
Fall ſeyn würde. 

Man kann aber auch, analog mit der für die Kurven fe: 
geſtellten Anſicht des Leibnig, Die Tangential⸗Ebene ald Die Ber: 
längerung eines der unendlich-vielen unendlich⸗kleinen ebenen 
Elemente betrachten, welche die Erumme Fläche bilden. 

Um dieſe berührende Ebene zu finden, bezeichne man die 
Koordinaten: Werthe eines beliebigen ihrer Punkte durch x’, y 
und z’, fo ift ihre Gleichung, da fie durch den Punkt IM der 
Släche L gehen fol, deffen Koordinaten: Werthe x, y und z 
find, (nach $. 140.) nothwendig von der Form 

2) Aa! —D)-+B(y!—y)-F-6@—x) = 
mo z die durch die Gleichung 1.) ‚gegebene —* Zyy Vor: 


fiel, während 2 die durch die Gleichung 2.) gegebene Funk— 
tion von x! nnd y! bedeutet. 





6.176. I. Ant. auf krumme Flaͤch u. dopp. gefr. &in. 425 


Da nun bie Ebene 2.) drei nächft neben einander liegende 
und eine Ebene bildende Punkte mit der. Erummen Fläche gemein 
haben fol, fo muß, wen x!=x und yI!=y geſetzt wird, 

U, —uy=0 
feyn für drei nächft an einander Tiegende zuſammengehörige 
Werthe von x und y, d. h. es muß 


zZ, „ = — Z,,3 Zi ehäxy — Zy +dx,y und —E — Ty.y-+dy 
feyn, für ein unendlich-Elein gedachtes dx und für ein unend⸗ 
lich -Elein gedachted dy, weshalb die beiden letztern Gleichungen 
(vermöge des Taylorfchen Lehrfages und wegen der erflern ders 
felben drei Gleichungen) in 

3) ‚ 9, =92, md 4 9,=d2, | 
übergehen *), wenn dzl, und dz', das bedeuten, mag aus dz', 
und dz/, wird, wenn in beiden. Ausdrücen x und y flatt be⸗ 
züglich — und ygeſetzt werden. 

Yun giebt aber die Gleichung 2.), wenn man fie nach x! 
und y! differenzlirt, und. nachgehends x und y ſtatt x und y 
fubftituirt, 
A-dz,C=0 und Ad, -B=0. 

Dadurch gehen aber die Gleichungen 3.) und A.) über in | 

5) Ad, -t=0 md 6) A-d,--B=0. 
Beftimmt man hieraus B und C, fo geht die Gleichung 2.) 
der Re Ebene in 


(0) * (2! — 2) — d2,.(y!—y)—92,-(x!—x) — (0 


/ 


*) Ss ilt nämlich nach dem Tahlor ſchen Sage 
Woran = ————— 

= = 1’, ,td2',.dx x 
weil man die Unendlich «Kleinen der höbern Drdnung außer Acht laſſen 
muß. Daffelbe gilt von 2, ax.y3 daflelbe von =’, „4, und z 
weil immer der einfache Taylor'ſche Lehrfag in Anwendung Fommt. 


sytdy 
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über, während dz, umd dr, aus der Gleichung 1.) gefunder 
werben Eönnen und müſſen. — Differenziirt man nämlich dr 
Gleichung 1.) abwechſelnd nach x und nach y, fo erhält ma 
6L.-&.43,=0 mb dL,-d2,+8,,=0. 
Und ſubſtitnirt man bie hieraus für dz, und Oz, hervorgehen⸗ 
den Ausdrücke in die Gleichung (©), fo nimmt ſolche noch di 
Form an: 
(Q-» öL,- 2 —D)-+3L,-(yY—y)+öL,-@—x)=! 
II. Man kann biefe TangentialsEbene auch ans ein db 
gemeinen Theorie ber Dfculation zweier durch bie Gleichwgt 
1) L„=0 und 2) L,y,—0 
oder, wenn man legtere nach 2 und 2’ auflöfl, durch di 
Gleichungen 
3) Z=Zy und 4) = Uuy 
gegebenen Erummen Blächen ableiten, welche Theorie wit hie 
(zur Abwechslung nach ber Anſicht des Lagrange, nach Mb 
cher die Erummen Flächen fietig gekrümmt find) herſetzen mol 
Sollen nämlich beide Flächen L und L/ den bern 
Punkt M mit einander gemein haben, beffen Koordinaten BP 
the beflimmte Werthe von x, y, z find, aber durch 3, I’ 
bezeichnet ſeyn mögen, fo muß, wenn x—=x und y'=! 
geſetzt wird, 
5) Zy,y — — 
ſeyn. Sind nun dx und dy unendlich-Elein, aber von et 
der ganz unabhängig, fo iſt Zurauytay —Zietänytäy MM 
OZ parallele Abftand zweier zu x+-dx, y--dy gehörigen den 
Punkte M in beiden Flächen nächſt anliegenden Punkte , di 
rings herum um den Punkt M liegen, weil dx und dy get 
belichig gedacht find. Diefer Abftand läßt fich nun nad 8 
Taplorfchen Lehrſatze für zwei Veränderliche ($. 153.) in au 
nach dx und dy fortlaufende Reihe entwickeln; er if nö 
wegen der Gleichung 5.) 


| 
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Ne = (du —dri): De )-dy | 
+ (9°, — 8?2!,)- tom, — dbtzi, ) .dx» dy 


‚ , d 
+02, — 8). 


BET Ren + Die ‚übrigen Glieder der 


Dritten und * Dimenfionen von dx und dy. 


Hat num diefer Ausdruck ein mie dx! oder dy* afficirted Glied 
nicht, fo ift er unenblich-Elein von der zweiten Ordnung, 
alfo unendlich-Elein gegen den: unendlich-Eleinen Abftand, der 
vorhanden ift, wenn ein Glied der erfien Dimenfion noch vor: 
fommt. Hat derfelbe Ausdruck auch Fein Glied der zweiten Die . 
menfion von dx und dy, fo iſt er unendlich-Elein von der 
dritten Ordnung, alfo wiederum unendlich -Elein gegen vorher, 


wo er unmdlich-Elein von der zweiten Ordnung war. 1. ſ. w.f. 


Es haben alfo beide Slächen L und L! an dem durch x, 
y, z gegebenen beftimmten Punkte M 
a) eine Oſculation der erfien Ordnung oder Berührung, wenn 
außer. der Gleichung 5.) noch die beiden Gleichungen 
9 =, . und 7) 9%, =Öıl, 
ftatt finden; | | 
B) eine Oſculation der zweiten Ordnung, wenn außer den 
drei Gleichungen 5.—7.) auch noch diefe Drei Gleichungen . 
8) 9°, =, 9) Iniz,, =", , | 
und 10) °2,=d°z, 
identifch werden. 
NU. ſ. w. f. 


Nimmt man nun ſtatt L’=0 die Gleichung einer Ebene, näm⸗ 
lich die Gleichung 


Aa’ — 2) + By’ —y)+C@—x) = 0, 


C B C 
fo findet ih &,=— * und Öz, *—-7 alſo auch Or’, =-7 
B 


und 2, =-7: und die Gleichungen 6.) und 7.) geben nun 
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C=—A-d, und B=—A-d,. Diee Benthe Bett C und B fub- 
ſtituirt, geben die Gleichung der BerlhrungssEbene, wenn man ned 
durch A wegdividirt, nämlich 

@- 2), Pd, .(«’=2)= 0. 

IM. Die durch M hindurchgehende, auf der Tangentiel⸗ 
Ebene ſenkrechte Gerade heißt die Normale der krummen 
Fläche an dieſer Stelle. — Ihre Gleichungen ſind daher (nach 
$. 142. VIII) | 
© d2, (2"—z) + (x!—x) = 0 
(O)--- d2,-(@! —z)+(yl—y)—0 


oder 
(O:- FORSTER: —( 
OL, - (2! — z) OL, (y!—y) = 0. 
Und find A, u, » bie drei Winkel, welche dieſe Normale mit 
den drei Koordinaten⸗Axen OX, OY,. OZ madıt, fo findet fid 
bieraus (nach $. 142.) 


A I — I 
TV WW 
Vitön?+öz? W 
1 öl, 


OT a  W° 
W = yaL,-FoL,: FL? 


wenn 


geſetzt wird. 


.6. 177. 
Will man eine Kugel finden, welche mit der gegebenen | 
Fläche 
1) Ly, *0 


eine Oſculation habe, ſo muß man von der allgemeinen Gleis 
chung der Kugel ausgehen, welche diefe feyn wird: 


2) K— a)’ b’ +W— oO’ =r?, 


ST 
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wenn a, b, c De Koordinaten: Werthe des Mittelpunftes, r aber 
ihren Radius vorſtellt. — Dieſe Gleichung iſt nun (in $. 176. 
1.) flat L O zu nehmen. Sie giebt, wenn fie nach x! 
und y! differenzürt wird, 


—8 


0. 
und 
4) y—b-+(21—0)- O. 


Und ſetzt man hier erſtlich x ſtatt x’, und y flatt yl, fo genügt _ 


. man den Bedingungen $. 176. I. 5.—7.), wenn man Me 


Gin 2.—4.) z flast z', ferner d2,, Oz, ſtatt bezuglich dæ, 
ſubſtituirt. Man erhält dadurch 
L Ka)? +4—b) ao =r? 
1. &—a)+(2—c)-d2, =0 
m. G—-b)+@— 0-82, =0; 
wo die Gleichungen IL) und III.) auch dadurch erhalten wer⸗ 


den, dag man die I.) nach x und mach y differenziirt, wo aber 


2, 02, da, aus der Gleichung L=0 genommen werden 
möüffen, während x und y beftimmte Werthe find, tmelche dem 
beftimmten. Punkte M angehören, an welchen die Berührung 
ftatt finden fol. Sind diefe drei Gleichungen (I. — III.) erfüllt, 
fo bat Die Kugel mit L=0, eine Berührung der erſten Orb 
nung. Sie find durch die Werthe von a, b, e und r auf un 
endlich viele Arten zu erfüllen; es giebt alfo unendlich viele bes 
rührende Kugeln für diefelbe Stelle M ber Fläche L. Die Mit 
telpunfte aller dieſer unendlich vielen, die Fläche L an berfelben 
Stelle M berührenden Kugeln, liegen in der durch die Gleichun: 
gen IL) und IH.) zwiſchen den Koordinaten Werthen a, b, c 


‚gegebenen Geraden, welche (nach $. 176. I) feine andere als 


die Normale der Fläche L an M, iſt. 

Differenzüirt man die Gleichungen 3.) und 4) noch einmal 
nach x! und nach y’, fo erhält man noch gur Beftimmung der 
zweiten Ableitungen d°2',, Ortzi, und 8224,; und wenn 
man fogleih x und y flatt x! und y! fett, die drei Gleichungen 

5) 1482, + — 9-82, =0- 
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6) Be, 1 (P— ce) 0 

7) 1432, + —d-d’Hr, — 14 
sl de mit ter Fläche L=0, (| | 
Dfnlasien ber Bas Dibeung haben, fo meuften and mi 
Dicke brei Gleichungen 7.) ibeutiche werben, Pier 
V, dit, 3u',. rl, Str, 8’77, begſich die 7 = 

eben z, Qu,. da,, D’z,, Din, 
r wermöge ber Glckhungen L-—IIL) bereite ber —55 — 
fo wicb im Allgemeinen cine Kugel mit einer Fache 1 1 


Dita; Be fh 
ee 
a,b, c und r, Beben an nn a ee y 
[wi man Züce L fake, wenn Dam = 
handen ink, füs weiche eine Kugel exiſtirt, bie wit L 
Bram aber in bam Sutärude $. 176. Id) IT, 
ber pocien Dimenfon von de und dy, febaß mer In 
Die moige Gikdjung ©) be Kugel berfianben WAL Tu 
jebed dx und dy derſchwinden kornen, fo Eoumen fe 
send cin Scfimmte Bafüinig ST —m son di mi 
verſchwinden, und dies iR allemal ber Fall, fo eft 
IV. (@&°,—3°’2.,)42-82,,— )m 
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nicht mit der ganzen Fläche L, doch. mit allen den durch m 


gegebenen und. eine gemeinfchaftliche Tangente habenden Schnik 
ten dieſer Fläche, eine Oſculation der zweiten Ordnung hat. 
Es drückt nämlich m= * die trigonometriſche Tan⸗ 
gente eines Winkels aus, den eine in der Ebene XOV liegende 
Gerade M,N, mit der Are OX macht (mo M, die Projektion 
von M auf XOV vorftellen mag). Die auf XOY fenfrechte 
Ebene MM,N, ſchneidet nun die Släche Lin einer Kurve und 
die Tangential⸗Ebene in einer Geraden MN, welche Tangente 
dieſer Kurve if. Denkt man ſich nun durch dieſe Tangente 
MN eine beliebige Ebene gelegt und dieſe um MN, wie um 
eine Are fih herumdrehend, fo entfichen eine unendliche Menge 
von Kurven als Schnitte diefer Ebene mit der Fläche L, die 
alle durch den Punkt M Hindurch gehen und alle die gemein 
fchaftlihe Tangente MN Haben. . Unter allen Kugeln kommt 
nun bie durch die Gleichungen J. — IV.) beftimmte, allen dieſen 
Schnitten zugleich, dicht an dem Punkte M, am nächſten ). — 
Jeder · dieſer, die gemeinfchaftliche Tangente MIN habenden Schnitte 
liegt in einer anderen Ebene und hat in feiner Ebene eine Nor 
male an M und einen Krümmungskreis, alfo einen Krümmungs 
halbmeſſer. Ale dieſe Normalen bilden eine auf MN fenkrechte 
Ebene, in welcher auch die Normale auf die Fläche L felbft 
liegt, und alle biefe Krlimmungshalbmefler find im Allgemeinen 
von einander verfchieden. Der Krümmungshalbmeffer des Schnit 
tes dagegen, welcher durch die Normale der Fläche L (und die 
Tangente MN) hindurch geht, fällt genau, feiner Lage und fet- 
ner Größe nach, mit dem Halbmefler r der aus den Gleichun: 


*) Man überzeugt ſich davon durch Rechnung am fehnellien, wenn 
Man neue Kosrdinatens Ebenen einführt, fo daß die neue Ebene XOY 
auf einer beliebigen diefer Schnitt» Ebenen fenkrecht lebt. — Nach Leibs 
nigifchen Anfichten iſt diefe Rechnung nicht nöthig, weil alle dieſe Schnitte 
das gerade Element der Bemeinſchaſtlchen Tangente mit einander ge⸗ 
mein haben. 
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gm J. — Vo gefundenen Lrümmangs- Kugel zuſanmen, 
welche auch wis biefem Schnitte eine Dfculation ber zweiten 


Drönung hat”), während a, b, c und r Funktionen von m find. 


Sucht man nun bie Werthe von m, für welche r em 
Maximum oder ein Minimum wird (dadurch Bag man Dr. — 0 
fett und daraus m findet), fo ergeben fich für m zwei Wer 
$he, von denen der eine ben Krümmungshalbmefler r zu einem 
Marimum macht (fo daß die Krümmung dieſes Schnittes an 
bee Stelle M bie Eleinfte ift), der andere Dagegen zu einem Mi⸗ 
aimum) fo daß die Krümmung diefed anderen Schnitte an ber 
felben Stelle M bie größefte wird). Man findet ferner, bag die 
beiden Tangenten biefer Normal-Schnitte der größeflen und klein 
fien Krümmung, allemal auf einander fenfrecht fichen, fo daß 
man von diefen Schnitten felbft ſagt, „fie ſtehen auf einander 
aſenkrecht *xX). 

Endlich läßt ſich der Krümmungshalbmeffer r eines jeden 
durch die Normale an L gelegten Schnitte, in bie Krümmunge 
haͤlbmeſſer r· und ri der größten und Eleinften Krümmung unb 
die Winkel a! ynb aM ausdrücken, welche bie Ebene des erſte 
ren Kreifes, bezüglich mit den Ebenen ber beiden letzteren bilbe 
Es findet ſich nämlich 

J rer! 
TE Tecos al? Irlecos pl?" 


$. 178. 


Don den Krümmungsfinien. 


Hat man nach $. 176. II.) die Gleichungen der Normale 
an M gefunden, fo findet man Die Gleichungen der Normale 


— ıı -. 


an 


*) Dies beſtätigt die Rechnung am bequemften, wenn man Die neue 
Koordinaten⸗ Ebene XOY auf die Normale der Fläche L ſenkrecht, d. h. 
mit der Tangentials Ebene an M parallel ober zuſammenfallend fich denkt. 

*#) Auch dieſes füllt aus der Rechnung am einfachkten in die Augen, 
wenn man die TangentialsEbene an M felbft zur neuen Koordinaten⸗ 
Ebene XOY nimmt. 
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an dem nächflen durch x-I-dx, y-I-dy gegebenen Punkte der 
Fläche L, wenn man in diefen erſtern Gleichungen 
„ ent ⏑⏑— 
2, (#2) --(yly) = 
wilde ſtatt x, und y-4-dy. flatt.y fest, sd aber dx und dy, 
wie immer, unenblich-Elein fich denkt. 

Diefe beiden Normalen werden ſich im allgemeinen nicht 
ſchneiden, denn im Durchſchnittspunkte wären die zu, yl, wi 
in beiden Paaren Gleichungen die einen und dieſelben. Elimi⸗ 
nirt man aber unter der Vorausfegung eines Durchfchnist®: 
punktes, aus allen vier Gleichungen die drei Koordinaten: Wer⸗ 
the x yVl, zi, fo bleibt eine Gleichung zwiſchen m, x und 


fe daß m in die gegebenen Werthe x und y fich ausdrinte. 


Und fo befommt man Die Lage des Schnittes, d. h. die Rich 


tung, in weicher der an M mächft anliegende Punkt N gewähle 


} 


| 


werden. muß, wenn feine Normale auf L, die erſtere zu M ge 
hörige Normale auf L fchneiden foll. #4 ober o 9,0 die 
eine der Gleichungen 1:); fo iſt die zogehörige Gleichung der 
zweiten Normale offenbar 
Pay bo re=h 
während (nach & 101) 
dp = dp, dx--dn,.dy 
gefunden wird. Da nun im Falle eines Durchfchnittspunktes 
beider Normalen, die beiden Gkeichungen -p = 0 und p-4-do — 0 
zu gleicher Zeit ftatt haben, fo reducirt fich für die Koorbin« 
ten» Werthe des Durchſchnittspunktes beider Normalen, die 
letztere Gleichung bloß auf 
- de=0 sie dpdc+öp.dy=0, 
Subſtituirt man nun in dieſe Gleichung fiatt p bitter einander 
bie Ausdrücke zur Linken in den Gleichungen 1.), fo erhält man 


9 87,22) —-32,°—1-1-[801,, „(alz)- 87,:Öz,]-m == 0 


Oriz, (ui 2)—Öz,: ö2,-+ [82 -2)—82,?—1]-m == 0 
als digenigen Gleichungen, worauf ſich die der seiten Nor⸗ 
28 


434 Erſte Reihe d. Wa. d. Gh. Aul. Rap IE €. 178 | 


male zurucktiehen, fobalb fir dieſelben Werfhe von x“, yu um 
zU die Gleichungen 1.) zu gleicher Zeit ſtatt finden follen. Eli 
miniet man nun aus allen vier Gleichungen 1.) und 2.) x! 
y’ und zu, d. 5. aus ben beiden Gleichungen 2.) =, fo erhält 
man bie Gleichung in m, welche die Lage des Schnittes lie 
fert, in welchem ber an M nächft anliegende Punkt genommen 
werben muß, wenn bie ihm angehörige Normale auf L, Sie 
dem Punkte M angehörige Normale auf diefelbe Fläche L, fchne 
den ſoll. Den Werth von m erhält man übrigens, da z,, 
alfo auch dz,, dr, etc. etc. gegeben find, in x und yank 
gedrückt. 

Diefe Gleichung zur Beftimmung biefes Werthes von m | 
wird quadratiſch und Die beiden Werthe von m fallen gem 
mit den beiden Werthen von m zuſammen, twelche die Lage der 
Schnitte der größten und kleinſten Kriimmung geben, wie det 
Vergleich ber erfieren Rechnung mit diefer letztern ergiebt. Dar 
ans geht zu gleicher Zeit noch hervor, daß der Durchſchnitts⸗ 
punkt der beiden fich fehneidenden nächft auf einander folgen 
den Normalen allemal aych der Mittelpunkt des größten ode 
Eleinften Krümmungskreiſes ift. 

Die Punkte auf der krummen Fläche, von denen je zwei 
auf einander folgende in der Ebene der größten Krümmung, 
oder je zwei auf einander folgende allemal in der Ebene J 
kleinſten Krüminung liegen, bilden zwei zu dem Punkte M ge 

börige und in M auf einander fenkrecht ſtehende Kurven, welche | 
Srümmungslinien genannt werden, und von denen Die eine 
die zu M gehörige Linie der Eheinften Krümmung, die andere die 
der größten Krümmung if”). | 


*) Um bie Gleichungen diefer Krümmungslinien zu finden, mügte 
men die Gleichung ihrer Projektion auf XOX fuchen. Wäre aber fur 


.. einen beliebigen Punkt biefer Projektion, y’— =y,. bie geſuchte Gleis 


Bang i woißhen feinen Koordinaten⸗Werthen x’ und y’, fo hätte men 


m= 07%, is 
während m bie vorhin aus den Gleichungen 2.) ‚gefundene gunftien von 
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Denkt man fi Durch, M eine Ebene MM,N, gelegt fenk: 

recht auf bie Koordinaten- Ebene XOY, und welche mit der 

Ebene XOZ den Winkel bildet, deſſen trigonometrifche Tangente 

= —=m if fo ift die Gleichung der Geraden M,N,, in weh, 

cher die XOY von diefem Schnitte getroffen wird, diefe: 
% y—y=m@al—x), 

wenn x! und die Koordinatens Werthe irgend eines ihrer 
Punkte vorfellen. Diefe Sleichung mit der Gleichung der Fläche 
2) L.,„,.=0 
In Verbindung, wo x!, yl, z! in beiden Gleichungen die Koor: 
dinaten⸗Werthe Der Punkte der Geraden und der Fläche vor: ' 
ftellen, geben den Schmitt, welchen die MM,N, mit der Släche 
gemein bat. Durch diefe beiden Gleichungen werden yl und 2 
Funktionen von x! allein. 
IJ Will man die geradlinige Tangente MN in M an diefem 
ı Schnitte finden, fo muß man die Gleichung 1.) mit der Gleis. 
; hung ber Tangential-Ebene $. 176. J. ©.), nämlich mit 
3) a@—2)— 9, (y—y)— 82, (8x) ==0 

verbinden und x’, y!, 2! als die Koordinaten» MWerthe diefer ge: 
ı radlinigen Tangente MN anfehen, während fie den Gleichungen 
3.) und 3.) genügen, fo daß y’ und 2! wiederum als Funktio⸗ 
nen von x! (aber natürlich andere wie vorher) hervorgehen. 
Diefe gerablinige Tangente MN bildete mit ihrer Projek: 
‚tion M,N, einen Winkel w, beffen trigonometrifche Tangente 
ſo gefunden wird, nämlich: 


x und y vorſtellt, jeboch unter ber Borausfi gung, daß x’ und y’ ftatt 
x und y geſetzt werden. 

Alles kommt nun darauf an, "aus einer folchen Gleichung (O) zwi⸗ 
fhen x’, y/,. und dy⸗, bie unbefannte Zunktion y’,, felbft finden zu kön⸗ 
nen. Dies ift der Gegenſtand ber fpäter Cim 2ten Bande) folgenden In⸗ 
tegrals Hechnung, werhalb bier die Aufgabe ſelbſt nur angedeutet wer⸗ 
den kann. 

28 * 
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rem te@ YVire ' 
wenn man flat Y—y unb z’—z ihre Wake and 1.) ad 
3.) mbßituirt”). 

Sucht man die burch m gegebene Lage bed Echmitted, fir 
welchen biefer Winkel w ein größter ober cin Ulciufier wird, fe 
muß man (nach $. 167.) 


lg Wu — 0 
fepen ; bies giebt 
4) Bu—dı.m=0 oder a=.z, 


fo baf; weil z.,, alfo auch Dr, mb dr, bekannt find, mn ce 
Sunftion von x unb y wird. Bür biefen Schmitt iſt alle de 
Abfall von dem Punkte M gegen bie Roorbinaten-Cheue XOV 
‚ cm fleilfien. Geht man auf diefe Weife von Punkt zu Punkt 
in ber Fläche L jedesmal in bem Schnitte bed Feilen Abfalles 
fort, fo befommt man bie durch den Punkt M binburdhgebeni 
Kurve des ſteilſten Abfalls biefer Flãche L**). 


”) Denkt man ſich nach Leibnitziſchen Anſichten den Punkt N, dee 
Keoordinaten⸗ Werthe x’, y’, 2 find, dicht an M, fo liegt er in der gera⸗ 
linigen Tangente und in ber Zläche L zugleich. Dann  "—ı — d, 
y—y-=dy und «— x dz, während dx beliebig aber unendlich Heiz 
gzedacht ik, und dy und dz aus der Gleichung der Fläche L (2.) an 
aus der Bleichung bes Schnitte (1.) entnommen werden mäften De 
bei bat man 

gw = 
er yipre 
Nun iR aber nach ber Vorausſetzuug 
Im ser -dy—=m-d; 


und ans L, ,. —0 d. h., wenn dieſe Bleichung nach x aufgeläg ge 
dacht wird, aus zz, y felst, fobald x um dx und zugleich y um 
dy wäh, (nach $. 161)" | 
ı dg=d,-d«+ 
Eatuit men Diefe Werte ka dr am ae in bie Sleichnus für ve 
sg w, fo erhält man baflelbe, was oben. 
M Solte die Gleichung dieſer Kurve des Reilken Abfalls gefunden 
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B. Anwendungen auf doppelt gekrümmte Linien. 
$. 150. 


©erabdlinige Tangente und Normal Ebene on «ine Linie doppelter Krümmung. 

I. Begeichnet man den Bogen einer doppelt gekrümmten 
(durch zwei Gleichungen zwifchen x, y und z gegebenen) Linie, 
von x=r on bis zu x— x hin, dur s, und denke man fich 
nun x um dx wachſend, fo daß auch y um dy, und z um dz 
wächſt, fo mächft auch der Bogen s um ds und man hat (nach 
$. 135. I, 6.), wenn man nad) Leibnig ds ald geradlinig fich 
denkt, und als die Entfernung zweier bezüglich durch x, y, z 
und x--dx, y-4+-dy, 2-4+-dz gegebener Punkte, 

1) ds == Vax°+dy?F dat, 
während (nach $. 160.) 
dy=dyı.d, d= = d2,. dx und ds= ds. dx 
feyn muß, fo daß | 


9) ds = y1-+-dy,?-Fdz,? · dx 
und ' 
3) 08 = Y1-Fdyr’-}82,° 


. wird. Denkt man 75 aber noch x ſelbſt, alſo auch y und z 
als Funktionen von t,.fo wird auch s eine Funktion von t, 
und man’ hat dann (nach $. 150. B. I.) 
- du 05, On; 82. dz,-Ax und Dye = Ddy,dxt 
“ und die Gleichung 3.) geht dadurch über in 
4) 08, = V9x.?+-dy 292°. 


"ya 


werden, fo müßte man die Gleichung y/== y’,, ‚ihrer Projektion auf die 
Ebene XOY fuchen, während x’ und y/ die Koordinaten-Werthe eines 
beliebigen Punktes diefer Projektion vorftellen, "Dann hätte man die Gleis - 
- dung m=dy’,, wenn flatt,m der Werth aus 4.) gefest, Dagegen 
fiatt x und y bezüglich x’ mad y’ fubfituirt werden; und der fpäter fol 
genben Integral» Rechnung ‚Ton es dann wieder au, aus diefer Glei⸗ 
hung zwiſchen x‘, y’,. und Oy’,. die Funktion y/,, ſelbſt zu finden. 
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IT. Verlängert man bas Element ds, fo bat man nad 
Leibnig die Tangente biefer doppelt gefrünmten Kurve. Sinb 
a, ß, y die Winkel, weiche fie mit den Koorbinaten⸗ Aren OX, 
OY, OZ madt, fo bat man (nach $. 135. L 2.) 


dx d dz 
1) ee 7 — cos y nn» 


ober auch, wenn x, y, z wieder als Funktionen von t angefe 
ben werden, fo baß der nächfte Punkt ber Kurve entficht, wenn 
man t um dt wachlen läßt, weil bann 

dx = öx,.dt, dy=:dy,.d, da=dz.dt und ds — ds..d 
ift, und wenn man bloß 9x, dy, etc. flatt dx. Dy, etc. ete. 
fchreibt, 


dx ö Oz 
2) 05a. 2n, cos = 5? und cos — —, 


während fhon gefunden worden ift 
Os == YOx?-+Oy?+-d2*, 

wo Alle bloßen 8 fich auf den Veränderlichen t bezichen. 

Projicirt man diefe gerablinige Tangente auf die Ebene XOY, 
fo geht diefe Projektion durch die Punkte, deren Koordinaten; 
Werthe bezüglich x, y und x-+-dx, y Pdy find. Nennt man 
Daher x! und y! die Koordinaten Werthe irgend eines belichigen 
Punktes diefer Projektion, fo hat man bie Gleichung derſelben 


Y—y_ I — -1- 


ix 





oder 

3) (yY’—y)-dx = (al x).dy oder JI—y—Bdy.-(aI—x) 
Eben fo ift bie Gleichung ber Projektion derfelben Tangente auf 
die Ebene XOZ, dieſe: 

4) (2-2)· dx ⸗ (K'—x)-d2 oder 2’ — 2 — dz,-(X!—x). 
Diefe beiden Gleichungen 3.) und 4.) find daher (nach $. 142.) 
bie Gleichungen ber gerablinigen Tangente ber Kurve boppelter 
Krümmung an der Durch x, y, z gegebenen Stelle, wo x!, yi, 7 


r 
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die Koordinaten: Werthe. eines beliebigen Punktes derſelben vor⸗ 
fielen *). 

III. Auf dieſe Tangente kann man durch den Punkt M, 
deſſen Koordinaten⸗Werthe x, y, z find, eine Normal⸗Ebene 
legen, d. h. eine Ebene, die auf ihr ſenkrecht ſteht. — Sind 
z", yı, zU die Koordinaten⸗Werthe eines beliebigen Punktes 
dieſer Ebene, fo findet ſich ihre Gleichung (nach $. 142.) 

1) 2 Gy Ya ral—R)—=0, 
oder auch, wenn x, alfo auch y und.z noch alg Eunftionen 
von t angefehen werden, 





) Diefe Gleichungen der geradlinigen Tangente an die Kurve kann 

man ach dadurch finden, daß man an beide, dur die Bleichungen 

1) L, 2,70 und 29) I, 
gegebenen Slächen, deren Durchichnitt uͤnſere Mie peixer Krümmung 
iſt, Tangential⸗Ebenen legt, deren Gleichungen (nach $. 176.) fol⸗ 
gende ſind 

3) DOL,(-2)4 öl, Gyr öL,-«—x)=0 

) UWE PH, =0 5 
fobald in 3.) x‘, y’, z’ die Koordinaten Werthe cines beliebigen Punktes 
der erſtern Tangential» Ebene Can L) vorſtellen, in 4.) dagegen die x‘, y’, z’ 
eine andere Bedeutung haben, nämlich die Koordinaten Werthe eines be- 
liebigen Punktes der zweiten ZTangential-Ebene Can L) vorſtellen, wäh⸗ 
rend beide Tangential- Ebenen dem Punkte M angehören, deſſen Koordi⸗ 
natensWerthe x, y, z find. 

Denkt man fih nun in beiden Gleichungen 3.) und 4.) x’, y’ und z’ 
als diefelben Werthe habend, fo ſtellen fie die Durchfchnittslinie beider 
Tangential: Ebenen wor; und dies iſt offenbar die geradlinige Tangente an . 
die durch 4.) und 2.) gegebene Linie doppelter Krümmung. 

Die Uebereinſtimmung dieſer Gleichungen 3.) und 4.) mit den obi- 
gen Bleichungen 3.) und 4.) im Kerte weit fih fo nach: Differenzürt 
man nänlich die hiefigen Gleichungen 1.) und 2.) nach allem x, fo er 
halt man 

OL, + OL, -dy,-+ OL, -dz, = 0 . 
und 

BL, Hals, By, hoL/,-z, —0. 
Eliminirt man nun aus diefen beiden Gleichungen und aus den Gleichun— 
gen 3.) und 4.) des Textes fowohl Oy, ald auch Dz,, fo erhält man die 
Gleichungen 3.) und 4.) der Note. 
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—AA—— 
wo bie an dx, dy, dz rechts umten anubängenden tder CLarje 
. wegen, wie vorher fchon immer, im Schreiben weggelaflen find. 


$. 181. 
Srümmungt: Ebene; Krümmung: Kreis. Berlhenngt-Kpinkel | 
I. Wenn auch nicht alle Punkte einer doppelt gefriuunten 
Linie in einer und berfelben Ebene liegen, fo bilden doch je Drei 
nächſt auf einander folgende Punkte derſelben eine Ebene und 
biefe Heißt die Krümmungs-Ebene an biefer Stelle; im ſel⸗ 
biger liegt der Krümmungsfreis diefer Stelle, welcher durch 
‚ biefelben drei Punkte Hindurchgeht und welcher ben Krüms 
mungshalbmeffer dieſer Stelle sum Radius hat. 
Iſt num 
1) Aıl+-By!+Cx’+D=0 
die Gleichung der Krümmungs-Ebene, fo muß folche dreimal 
identifch werden, nämlich fo oft man die Koordinatens Werthe 
der drei nächſt auf einander folgenden Punkte der Kurve, weiche 
diefe Krümmungs» Ebene bilden, ftatt x', y/, z! ſubſtituirt. Sind 
nun x, y, 2 die Koordinaten: Werthe des erflern dieſer Punkte 
fo bat man zunächſt die ibentifche Gleichung 
2) Ar+By+&%&+D=0 oda f=0. 
Da nun dieſe Gleichung auch noch für den nächfien Punkt be 
ftehen muß, d. h. wenn x-4-dx ſtatt x gefebt wird, fo giebt 
fie fu+2) = 0, d. h. f4df⸗ O, d. h. weil ſchon f=0 if; 
noch df=0 oder (weil df= dfq; dx if) 
3) Ay=0 d.h. A-du+B-dy+C=0. 
Und weil endlich dieſelbe Gleichung auch noch für den nächfken 
dritten Punkt gelten fol, alfe wenn in xa}-dx nochmals x—4-dx 
ſtatt x gefegt wird, fo giebt dies noch dEH-IN)—=O b. $ 
d+-d?f=0, alſo, weil (don A=0 if, noch d2f—P, 
oder, weil deſ ⸗def · dxꝰ iſt, 
deſ— d. h. ABO, 
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Diefe drei Gleichungen 2.—4.) geben nun, wenn man bei 
Bequemlichkeit wegen, dag unbeſtimmt bleibende A, dry 
nimmt, fogleich dazu 

R=—-92, 0=dy,.d°0—02,:0°y, 
und 
D= 18°, — y8°2,-72(89,8°2,—82,d°y,) 

Die Gleichung 1.) der KrümmungssEbene wird alfo nun: 
5) y,.(@—2)-9°2,.(Y—y)+&y dm 828°) 
Kar) 0), 
Denkt man ſich x, alfo auch y und 2 noch als Funktio⸗ 
nen von t, fo hat man, wenn man bloß dx, dy, etc, etc. ſtatt 
dx, dyı, etc. etc. fihreibt 
x 8 
dy x = 82, = dx 
_ ax d’y—dy:8°’x x-89°?z—8z-0°x 
= Ir, a 
Die Gleichung 5.) der KrümmungssEbene geht dadurch 
fiber "in | | 
6) AH -ZDSG-NHE@—D=0, 
wenn U, 3, € folgende Bedeutungen haben, nämlich: 
: N -A=dx-dy—adydtr B—=d2-9°’%— Ox-d°25 
| = dy-d°2—d8z-d°y. 
Dieſe Bedeutungen von U, B, € find zu gleicher Zeit 
fo, daß 
8) HWdz+-B:dy-+C-dx—=0 
hervorgeht, 
Sind k, kl und ku die Winkel, welche die Krümmungs⸗ 
Ebene mit den drei Koordinatens Ebenen XOY, XOZ und YOZ 
macht (oder die auf die Krümmungs-Ebene fenfrechte Gerade 
bezüglich mit OZ, OY und OX), fo folgt aus der Gleichung 6.). 
der Krümmungs: Ebene, wenn ber Kürze wegen 
gelegt wird (nach $.%. 142. und 140.) 
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10) c0ck= N, coskt= 17 und —R—— 
wo A, B, € immer die Bedeutung der NR. 7.) haben, fo daß 
die Gleichung 3.) ibensifch wird. | 

U. Legt man durch Biefelben drei nächſt auf einander 
folgenden Punkte der Kurve eine Kugel 

OO) WR) 
deren Mittelpunkt (deſſen Koordinaten: Werthe a, b, c find) in 
der Krümmungs: Ebene liegt, fo bildet letztere mit erfierer ben 
Krümmungskreis, welcher den Krümmungshalbmeſſer 2 hat. 

Um nun für diefen Kreis, fowohl a, b, c als auch o u 
finden, bemerfe man zunächſt, daß weil ber durch a, b, c gege 
bene Mittelpunkt in der Krümmungs⸗Ebene liegen fol, bie 
Gleichung ber letztern (I. 6.) identiſch werben muß, fobald a, 
b, c flaft x‘, y’, 2 gefeßt werden. Dies giebt die Gleichung 

1) HUc-ZJ+3b— YrEa—x)=0. 
Berner muß wiebder, da die Kugel durch drei nächft auf einan⸗ 
ber folgende Punkte gehen fol, die Gleichung (©) dreimal „eu 
tifch werden, nämlich allemal fo oft flatt x‘, y’, z’ bie Koordi 
naten⸗Werthe eines diefer drei Punkte gefegt werden. Da nun 
die Koordinaten: Werthe bes erftern diefer Punfte x, y, z ſind, 
fo bat man die aus ©) bervorgebende Gleichung 

d) 2 G-9+G—-b+@—a)— = 
und dann die beiden andern, welche aus Biefer hervorgehen, 
wenn man einmal x4-dx flaft x, und dann noch einmal x-1-dx 
flatt x feßt. Dies führt aber zu der 1fr und 2ier Differential 
Gleichung der 2.) nämlich, wenn man x, alfo y und 2 ſelbſt 
wieder ald Funktionen von t anficht, 

3) (2—c)-dz +0—b-dy +(&—32)-dx=0 


und 
(.—c)-9°?2-+-(y—b)-dy--a—a)- 8’ 702°-}-dy° 
rFöx "6 
oder 
4) 6- 0 ıry—b)- ya) .ö2x-}-ös? — 


nn EEE 
[2 
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weil 
5) Dn3LöysL dr — — ds? 
bereit8 früher Cim $. 180.) gefunden ift, wenn s den Bogen 
Der Kurve bedeutet von <= x an big zu x—x hin, wo x der 
Abſciſſen⸗Werth eines beliebigen Anfangspunktes des Bogens iſt. 
Aus diefen vier Gleichungen 1.—4.) müffen nun a, b, c 
und 9 gefunden werden. Sie geben 


8 2 
1—c= vr: &-dx— €.8y) 


6) yob- W382 4.3) 





x—am ll: 8y—B:8z), 


wo A, B, € die Bedeutung der I. 7.) und W die Bedeutung 
der I. 9.) haben, fo daß auch noch die Gleichung I. 8.) flatt 
findet, nämlich 

7) A-82+-B-9y-+€-d%&=0. 
Mit Hilfe dieſer Gleichungen 6.) und 7.) giebt dann die 2.) 
fogleich 

8) ww; 
und Dies ift die Gleichung für den Krümmungshalb⸗ 
meffer *). 

Um von allen diefen Ausdrücken ihre ſymmetriſche Form 


. befto bequemer überfehen zu: laſſen, bemerke man noch, daß 


(nach I), wenn a, ß, y die Winkel bedeuten, welche die Tan⸗ 
gente der Kurbe mit den Axen OX, OY, 0Z madıt, 
05s-9?x— dx -0°s 


ös’ ös? 


9) cosa= Ox alfo BLcos «) = 

*) Diefer Ausdruc für den Krümmungshalbmeſſer geht in den für 
ebene Kurven ($. 171. II. 10.) über, wenn z=0, alfo auch dz2'==0, 
8220 gefetst wird, weil man dann ds? =0x?-Löy?, B=0, E=0, 


alſo * erhält. 
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it, während man auf ber andern Geite, wenn ſtatt %, 2 het 


Werthe gefegt werden, 
4. y—d- .d25= 


dx(öx- dex-dy · ——00—0——— 
erhält, ſo daß, weil bie 5.), differenziirt, 

10) 85-02: = dx -9*°x-4-Iy-d’y-4-02-0°z 
liefert, — auch noch 

11) H-9y—B-d2 = du(dx-d’9—06-d"2) = 88°. Kcc) 
wird, 

Da nun bie Gleichung 8.) wi 
12) w+B:E = 


liefert, fo folgt, daß wenn man dieſe, f wie natürlich die leicht 
zu. erhaltenden analogen Werthe in bie 6.) ſubſtituirt, lat 
biefe Form annehmen 


20 (0200 —8- = —L. .d(cos y) 

13) yb= 2, 8y-8°s—85:9°3) =— —X 8) 
_ 2” | | 0? 

x-a (x · drs - ds · dax ⸗ — 2," —R 


Sind nun <, 6A, gi die Winkel, welche Die Bicrung des Kr 
mungshalbmeffers (vom Mittelpunkte nach dem Berührung 
punkte bin in's Unendliche gedacht) mit ben drei Koordinaten⸗ 
Axen OX, OY, OZ macht, fo bat man noch (nach $. 18 
vermöge ber Gleichungen 13.) 


cos $ = 5 9 .B2s—ds- x) — 2 —. kan 
14) (cos <! Or 


cos Sl — 25 (&2.8°s— 85-82) — — dcco⸗ y) 
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IT Diefe drei nächft auf einander folgenden Punkte ber 
‚ einfach oder doppelt gekrümmten Linie, durch welche die Krüm⸗ 
mungs⸗Ebene und der Krümmungsfreis hindurchgehen, bilden 


zwei nächft auf einander Folgende Tangenten ber Kurve, und 


dieſe unter fich einen (offenbar unendlich⸗kleinen) Winkel &, 
toelcher der Berührungs- Winkel genannt wird. 


Um biefen Winkel 5 zu finden, muß man den Gab zu 


Hülfe nehmen, nach welchen 

1) 0056 = 005 a.cos al-}-cos B-cos BI-F-eos y-cos yl 
(ft, wenn m, PB, y die Winkel find, welche die erftere Tangente 
mit den Koordinaten» Aren macht, und wenn man: dagegen uns 
ter al, Bl, pi bie Winkel verfteht, ‚welche die nächftfolgende Tam 
gente mit Ben Axen bildet, 

Denkt man fich nun, ber Symmtetrie der Rechnungen we⸗ 
gen, x und fomit auch y und z als Zunftionen von t, fo find 
auch a, B, 9, al, BL „I Funktionen von t, und zwar if 

2) dan PI=Pıra und = XX 
Daraus folgt nach dem Tay lor'ſchen Lehrſatze 


3) cos = = cos a-+-9(cos o).dt+-8°(cos —: 
4) cosß!=cosß--d(cosß)- dt-p8°(cos P)- st 


6) osy= cosy-}-d(cos y).dt4-8°(cos —* art 


wo wir wieder der Kürze wegen, Olcos a) flat cos o), ete. 
geſchrieben haben und ſchreiben. 
Dabei iſt aber 
6) cos a?-4:c0s B?-L-£os y? — 1, 
alſo auch, wenn man biefe Gleichung: zweimal hintereinander 
nach allem t differengüirt, 
7) cos a-d(cos a)-t-cos B:d(cos B)-Heos y: :d(c08 y)= = 0 
8) (Ocos «)?-+(dcos B)?+-(dcosy)’+- 
cs @-O?(cos @)--cös B-3? (cos B)--eos y:8°(008 9) = 6. 
Subfitwirt man nun die Werthe aus 3.5.) in die 1.), und 
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berückfichtigt man bie Gleichungen 6.—8.), fo ergiebt fich, wen 
man die Unendlich Kleinen ber britten und höhern Ordnungen 
wegläßt, 

9) cos 6 = 1— H[(dcos a)?-+-(dcos B)?-H-(dcos y)?]-dt?; 
woraus, wegen sınd? —=1—cosd?, wenn man wieber dag 
mit dit behaftete Glied wegläßt 

10) (sin ö)* = [(dcos «)?-t (Bros B)?-H-(dcos y)?]-dt? 
ſich ergiebt. 

Daraus folgt, daß sind unenblich«Elcin von ber erften 
Ordnung if. Da nun (nach $. 70.) 
8 5 

11) = + 
ift, fobald 5 den Bogen bedeutet für ben Radius 1, der zwi⸗ 
fhen den Schenteln des Berührungs- Winkels liegt, fo folgt, 
wenn man die Unendlich Kleinen der höhern Ordnungen weg⸗ 
läßt, sinö==6, daher (aus 10. und 11.) 

12) 5=[(dcos a)?-H-(dcos B)2-F-(Bcos y)?]? -dt. 
Subdftituirt man hier flatt Ocosa, etc. etc. die Werthe, mie 
fih folche aus DI. 13.) ergeben, und berücdfichtigt man, Daß 
(nach II. 2.) 

a +b-N’+L-2=2 
ift, wo 9 den Krümmungshalbmefler bedeutet, fo findet man 

13) 6= =. = © 
b. 5. der Berührungs⸗Winkel 5 (verficht fih im Bogen für 
den Radius 1 ausgedrückt) findet fich, menn man das Element 
ds des Bogens der doppelt gefrümmten Kurve durch den Krüm⸗ 
mungshalbmefier dividirt; Baher iſt er derfelbe Winkel, den die 
beiden, durch die Endpunkte von ds gelegten Normalen ber 
Kurve (d. h. die beiden Radien des Krümmungskreiſes, welche 
durch die Endpunkte von ds gehen) unter fich bilden ). 

”) Daffelbe läßt fih auch fogleich aus einer einfachen und elementa⸗ 


ven geometrifchen Betrachtung entnehmen. 
Es fey nämlich (Sig. 38.) LMN das Element ds des Bogens; und 





6. 181. III. Anw. auf krumme Flach. u. dopp. gefr. Lin. 447 


Anmerfung. Alles über die Kurven doppelter Krim: 
mung Gefagte läßt fich natürlich auch auf die ebenen Kurven 
(Linien einfacher Krümmung) ohne Weiteres anwenden. 


Schluß-Anmerkung. 


Es fehlt weder den Flächen noch den Linien doppelter 
Krümmung an ausgezeichneten Linien und Punkten. Go wer 
den die Kegelflächen und die Cylinderflächen von Tangentials 
Ebenen nicht bloß in einem Punkte, fondern längs gerader Li⸗ 
nien berührt. So Fann eine Erumme Släche Rückkehr⸗Linien 
haben, mo zwei Flügel oder Lappen derfelben fich vereinigen, fo 
daß letztere an jedem Punkte dieſer Linie eine gemeinfchaftliche 
Tangential⸗Ebene haben. Eine Erumme Släche wie z. 3. die 
Kegelfläche kann Spitzen oder analoge Vertiefungen haben; 
u. fe w. f. — Me diefe Stellen find dadurch analytifch aus: 


gezeichnet, Daß entweder dz, = 4 oder 92, = > oder beide 


| — werden, u. ſ. m. — Da wir ung aber hier nicht weiter 
auf dieſe Unterſuchungen einlaffen Tönnen, fo mag es genügen 
il wiſſen, daß fie denen analog geführt werden, welche für bie 
ebenen Kurven in dem $. 173.) geführt worden find. 


LMP und MN feyen bie beiden Tangenten in den Endpunften L und N, 
welche fich in M fchneiden. Dann ift MNP der gefuchte Winkel 5, fomwie 
OL=ON=o, fobald OL und ON, von L und, N aus fenkrecht auf 
LM und NM gedacht find, und dieſe fih in O fehneiden. Alfo if 
5 NMP==LON, weil das Viereck OLMN bei L und N rechte Winkel 
bat. Aber eben deshalb iR dann auch Bogen LN=OLXs d. h. 


ds =g-5 er =”, wenn nur 5 den Bogen vorſtellt für ben Radius 1, 
der zwiſchen den Schenken des Berührungs + Winkels liegt. 





Viertes Kapitel, 


Vermiſchte genmetrifhe Aufgaben zur Hebung in der Um 
wendung ber Differential:Rehunung 
$. 182. 
Den deu Einfäliungt: Kurven. 

Nimmt man eine Gleichung zwiſchen Ben Koordinaten⸗ 
Werthen y und x, welche auch noch eine unbeflimmte Con⸗ 
fiante & (die zuweilen auch Parameter”) genannt wird) in 
fich enthält, und bie wir deshalb durch 





ER? Se 


bezeichnen wollen, fo brückt ſolche Sleichung für jedes beſtimmie 


a im Allgemeinen eine Kurve and. Gicht man nun ben a | 


nach unb nach alle Retig neben einander liegenden reellen Werthe, 
fo drückt biefelbe Gleichung unendlich⸗viele dicht und unmittel⸗ 
bar neben einander liegende Kurven aus, welche einander com 
gruent und nur der Lage nach verfchichen, welche aber im ME 
gemeinen auch nicht congruent ſeyn werden. Run kann es ſich 





treffen, daß je zwei nächft auf einander folgende dieſer Kurden 


ſich ſchneiden; dann liegen alle dieſe Durchſchnittspunkte ſelber 


ſtetig neben einander und bilden eine nene Kurve, welche wir 


die, alle vorigen einhüllende Kurve (Einhüllungs⸗ 
Kurse) nennen wollen, während die erſteren die Erzeugung 
| ur 





*) Nimmt man das Wort „Yaramıeter” in biefer Bedentung, ſo iß 
foldhe nicht zu verwechſeln mit dem, was man in der Thesrie ber Kagel: 
fihwitte „‚Yarameter”” nennt. Det ik nämlich ein befimmter Der Koch 
ſicienten darunter verſtanden. 


— 
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Kurven heißen mögen. Man fol bie Gleichung biefer Ein: 


_ Hällunge s Kurden finden. 


& fi 9 


0 und P., 441*0 


die Gleichungen zweier der nächſt auf einander folgenden Erzeu⸗ 


gungs⸗Kurven. Denkt man ſich nun in beiden die x und die y 
als dieſelben, fo geben fie die Koordinaten- Wertbe x und y 
ihres Durchſchnittspunktes, beide in = ausgedrückt, mithin beide 
als Funktlonen von a. Eliminirt man zulegt noch « aus bei: 
den Gleichungen, fo bat man bie Gleichung zwiſchen ben Koor⸗ 
dinaten⸗Werthen x und y aller biefer Durchfchnittöpunfte, d. h. 
ber gefuchten Einhüllungs⸗Kurve. 
Weil aber Paran = Pt Opu da if, fo folgt, daß. wenn 


ran MED zugleich Mu fepn fol, dann bie Gleichung 


pur 0 ſich bloß auf = 0 jurückzieht. 


Die Gleichung ber gefuchten Einhullungs⸗Kurve findet fich 
alfo, wenn man aus | 
1) AP 0 und - 9) Op, —(, 
« ſelbſt eliminirt; oder man- findet bie einzelnen Punkte biefer 


Kurve, wenn man aus ben beiden Gleichungen 1.) und 2.) x 
und y als Suyftionen von a herftelit, nachgehends aber dem « 


nach and nach alle fietig neben einander liegenden reellen Werthe 
beigelegt fich denkt, gu jedem Werbe von « aber x und y 


berechnet. 
$. 183: 


Die Lage der Tangente der Einhülungs> Kurve un irgend 
einer, durch einen beftimmten Werth von x oder von a, gege 


benen Stelle, hängt ab von dem zu biefem Werthe von x ger 


" Hörigen Werthe son dy.. Da nun (nach $. 150. I. oder $. 155.) 


ift, fo darf man nur bie Sleihungen 1.) und 2.) differengtiren, 

indem man x und y als Funktionen von « anſieht, und man 

wird die GBleichungen haben, aus denen dx, und dy., alfo auch 
29. 
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— — 


Je gefunden werben Fon. Differenzürt man aber die 1) nach 


allem a, fo erhält man (nach $. 154.) 
89, -dx.-+dp,-dy. + dp = 0. 
Diefe Gleichung rebucirt ſich jeboch (megen ber 2.) bloß auf 
Op» -öx,-t+-dp,- Oyu =(, 
ober, wenn man durch dx, dividirt, auf 


3) dp + dp, -dyı = 0; 


und dieſe Sleichung (in welcher auch noch & vorfomme) giebt: 


fchon das gefuchte dy, ber Einhüllungs: Kurve, fo dag man. zur 
Differentiation ber 2.) nicht mehr zu fchreiten brauchk. - 

Die Lage der Tangente ber gegebenen Kurve 1.) hängt 
von dem aus ihrer Bleichung bervorgehenden Werthe von dy, 


ab, und dieſer ift genau berfelbe, welchen die Gleichung 3.) für 


das dy, ber Einhüllungs⸗Kurve gab, fobald man nur flatt « 
(und x) biefelben Werthe geſetzt fich denkt. Folglich bat bie 
Einhũllungs⸗Kurve, wie fe durch bie Gleichungen 1.) mb 2.) 
gegeben iſt, genau biefelbe gerablinige Tangente (am ber Durch 
einen befiimmten Werth von a gegebenen Stelle), welche für 
benfelben Werth von a die durch bie Gleichung 1.) allein ges 
gebene Erzengungs- Kurve (an berfelben Stelle) hat. Die Eins 
hüllunges Kurve berührt alfo alle bie unenblich-vielen Erzen⸗ 
gungss Kurven zugleich, jede mit einem anderen ihrer Punkte, 
b. 5. in allen ben Durchſchnittspunkten je zweier nächſt auf 
einander folgenden der Erzeugungs +» Kurven. 


Hätte man fich alfo bie Aufgabe geftellt: bie Sure zu 


finden, welche die durch bie Gleichung 1.) gegebenen und für 


die verfchiedenen Werthe von a hervorgehenden Erzeugungs⸗ 

Kurven alle zugleich berührt (jede nächfie Kurve, mit einem 

nächften ihrer Punkte), fo hätte man biefelbe, durch bie Gheichum 
gen 1.) und 2.) gegebene Kurve erhalten. 
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$. 184. 
Nimmt man flat p,, „0 die Gleichung einer gera⸗ 
ben Einie 

 y=ax--b, 
fo läuft diefe letztere Berabe parallel mit fich fort, wenn man 
b ändert, und a unverändert läßt; oder fle dreht fich um den 
zu x=0 und y=b gehörigen Punkt, wenn man b um: 
verändert läßt, aber bem a andere Werthe beilegt. — Denkt 
man fih nun a und b als Funktionen von co, fo läuft, wenn 

a h * ändert; bie durch die Gleichung 

y=ax+b 
gesehene Berade parallel mit fich fort und dreht fich zugleich 
(wenn es erlaubt if, fo zu fagen), d. h. fie nimmt jede belie⸗ 
bige Ortsänderung an, je nachdem a und b bide ober andere 


Funktionen von « ſind. 


Differenziirt man nun biefe Gleichung nach a, fb er⸗ 

bält man 
2 0—=x-da,tdb,; 

und die durch dieſe beiden Gleichungen 1.) und 2) durch Eli⸗ 
mination von a gegebene Gleichung drückt nun Die Einhüllungs- 
Kurve aus, welche durch bie Durchfchnitte je zweier dieſer nächſt 
auf einander folgegden, durch bie Gleichung 1.) gegebenen Gera; 
den gebildet wird, ‚ober welche alle Diefe geraden Erjengunge: 
Linien berührt, jede anbere an einen anderen ihrer Punkte. 


Es ſey XOY (Fig. 39.) ein feſter rechter Winkel, deſſen Zläche mit 
feinem Sande beftreut if. Eine fefte gerade Linie AB von der-Länge c 
befindet ſich anfänglich auf der OX, von O bis C, bewegt fich aber dann 
bergekalt, daß der Endpunkt B von O nach Y, der Endpunkt A dagegen 
von X oder vielmehr von C nach O hin rückt, bergefalt, daß diefe Punkte 
B und A die Schenkel OY und OX des rechten Winkels XOY nie ver⸗ 
laſſen. Diefe fefte Gerade AB fchiebt nun bei ihrer Bewegung den feis 
nen Sand zurück, fo daß er eine Kurse DEC bilder; die Gleichung dies 
fer Kurve au finden. 

In diefem Beifpiele it die Gerade AEB bie Eneugungslinie; die 
Kurve DEC bie Einhüllungs« Kurve. im die Bleichung der Erzeugungs⸗ 
linie AEB iu finden, fen M einer ihrer Punkte, und OP=x, PM=y 

2ar 


Bruch⸗Exponenten weg, fo wird fie 
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feyen bie Koordinaten» Werthe dieſes Punktes M, auf OX und OY als 
KonrbinstensAren beiogen. Zerner ſey OB=a die veränderlide Kon⸗ 
Bante, weile son a0 bi OD e hin fetig wäh. Daun 
it OA=Ye—a® un PA=—x+Yce—a® und die Aehnlich⸗ 
keit der Dreiede BOA und MPA giebt die Gleichung 

BO :;sOA= MP; PA 





d. h. a: Yc—a =y:-ı+Yo—a , 
woraus 
1) JS-7spte 
cC=&@ 


als bie Gleichung ber Erzeugungslinie BEA hervorgeht, 
Differensürt man nun diefe Gleichung nach =, fo erhält man 


> —E = Hi; 
(ce — a?) 
und bies iR die Gleichung ber nächk folgenden Lage von AB, für den 
Ga, daß fie mit der 1°.) zugleich datt haben, d. h. daß fie für den Durch 


ſchnittepunkt beider nur gelten fell. 
Um nun «= aus 1‘.) und 2.) zu eliminiren, giebt die 2°.) fogleich 


ex =(e* — 2), alfe cz} = e—a?; 





folglich RT 
Yen ce. ($_ 1,8 und — — —. 
ce? — a? x 
Subſtituirt man diefe Werthe in die 1°.), fo exgiebt fich 
3) Shi mc 


als die Gleichung dee Kurve DEC. 
Und biefe Gleichung giebt außer DEC noch Brei andere diefer eon⸗ 


gruente Theile, alfo eine aus vier congruenten Theilen beftehende Sigur, | 


wie Fig. 39.) zu fehen iR. — Schafft man aus der Gleihung 3.) bie 


270?x?y2 _ (ce? —ı?2. y?)’; 


und diefe Kurve gehört daher zu den algebraifihen Linien vom bten Grade *). \ 





.”) Man Eonnte auch den veränderlichen Winkel BAO durd a bes u 


jeichnen; dann hatte man - OB=e-.sna, OA=c-cosu um 


AP=—x--c-cosa; daher war nun die Gleichung der Geraden AB 


dieſe: 
19 J=Z—lga-x-+c-sina, 
Diefe Sleichung nach a Differemürt, giebt nun die 


2) 0= 1 . 
— x-t-c-cos o. 
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Anmerkung. Uebrigens iſt jebe beliebige ebene Kurve 
die Einhüllungs⸗Kurve aller ihrer Tangenten, fo bag, wenn 
man das Gefe kennt, nach welchem fich Die Tangente der 
Kurve fortbewegt, bie Gleichung der Kurve felbft allemal fo: 

glieich nach $. 182.) oder 9. 184.) gefünden werben kann. 


$. 185. 
Don den Evoluten und Enolvenben, 

I. Es werde noch die Einhüllungs⸗Kurve gefucht, deren 
Erzeugungs: Linien bie ftetig auf einander folgenden Normalen 
einer, durch die Gleichung 

(O)--- = 
’ gegebenen Kurve find. 
Sind a und b die Koordinatens Werthe irgend eines Punt—⸗ 
tes der Normale, ſo iſt die Gleichung der Normale an dem 
durch x gegebenen Punkte (nach $: 170, oder $. 171.) dieſt: 


» by an) oder (;x — a) + (y—b)-dy, = 0, 


wo y und dy, ans ©) bekannte Funktionen von x find, wäh 
rend alle Normalen für die verfchiedenen Punkte der Kurve (©) 
dadurch hervorgehen, daß man flatt x nach und nach alle ſtetig 
neben einander liegenden Werthe gefett dent. Was alfo in 
den 56. 182. 184.) durch @ vorgefieht iſt, das ift hier x, und 
was dort x und y vorfiellen, das ift bier durch a und b 
ausgebdrückt. 
Stellen nun a und b die Durchſchnitts⸗Punkte zweier 
J nacht auf einander ſolgenden Normalen vor, ſo hat man außer | 


| 


& . . . xt (c$ — Er 
Findet man ans legterer Gleichung cosa = 7 alſo ana = — 
c 
(29% “ 2... . . . . 
und ga — —. und ſubſtituirt man dieſe Werthe in die Glei⸗ 
x 


hung 1), fo giebt dies fogkich wieder ald Endrefultat der Elimination 
| von o, die Gleichun⸗ 29 der Einhüllungs⸗ Kurve. 


” 


* 
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der Gleichung 1.) noch (für die nächſte Normale) die aus ihr 
bervorgebenbe Gleichung, wenn man fie nach allem x bifferen 
gürt (nach $. 182.), nämlich die Gleichung 

2) 1-+3y,°+(y—b):8°y, = 0, 
wo dy,, 8°?y, aus ber Gleichung ©.) zu entuchmende, alfo 
bekannte Sunftionen von x find. Climinirt mas num aus 1,) 
und 2.) den Beränberlichen x, oder drückt man a und b alg 
Sunftionen von x aus, fo bat man bie Bleichung ber Kurve, 
welche aus ben fucceffiven Durchichnitten aller Normalen an 
bie gegebene Kurve y—y, hervorgeht, oder weiche alle dieſe 
Normalen, jede mit einem andern ihrer Punkte berührt, 

"U, Geht man von der Gleichung des Kreiſes 

1) (« —a)’-+(y—b)? = c* 
aus und differenzürt man folche zwei mal hinter einander nach 
allem x, fo daß man 


2) - - @-a)+9—-b).dy,=0 
und 
3) 1-+dy,?-+(y—b)-8°y, =0 


erhält, fo geben biefe drei Gleichungen (1. — 3.), fobalb man 
unter dy· und 22y, die aus ber Gleichung 
entnemmenen Funktionen von x ſich denkt, bie Koordinaten⸗ 
Werthe a und b und den Halbmefler c de Krümmungskreiſes 
der durch die Gleichung O.) gegebenen Kurve, an der durch x 
gegebenen Stelle (nach $. 170. oder $. 171... — Eliminirt 
man nun aus den Gleichungen 2.) und 3.) den Veränderlichen 
x, Oder betrachtet man a und b als bie durch diefe Sleichuns 
gen 2,) und 3.) gegebenen Zunktionen von x, fo bat man die 
Gleichung der Kurve, welche von allen fietig neben einander 
liegenden Mittelpunkten aller zu den verfchiedenen Werben von 
x gehörigen Krümmungsfreife gebildet wird. — Vergleicht man 
. aber die hiefigen Gleichungen 2.) und 3.) mit den Gleichungen 
1, 1.) und 2.), fo fat in die Augen, daß man jebeömal eine 
und dieſelbe Kurve habe. 


4 
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Die von den Mittelpunften aller Krümmungsfreife einer 


"gegebenen Kurve (©) gebildete Kurve, ift alfo zugleich die Kurve, 


welche alle Normalen der gegebenen Kurve (©) berührt, oder 


welche durch die Durchfchnitte je zweier nächft auf einander 


folgenden Normalen gebildet wird. — Dies letztere ift übrigen 
eine Wahrheit, welche nach Leibnig’fchen Anfichten von felbft in 
die Augen fällt. 

Sucht man ben, gu dem Zumachfe dx von x gebörigen 
Zuwachs de oder dc,-dx des Krümmungshalbmefferd c, fo 
muß man bie Gleichung 1.) nad) allem x bifferengüiren, indem 
man auch a und b als bie durch die Gleichungen 2.) und 3.) 


gegebenen Funktionen von x anfieht. Dies giebt aber, weil der . 


Theil der Differenzial: Gleichung der von dem expliciten x und 
y herrũhrt, vermöge ber 2.) bereitd der Null gleich ift, bloß 
den Theil, der von der Beränderlichkeit von a und b berrührt, 
nämlich) " 

4) (x— a)-da,4+-(y—b)-db, =— c-dc,. 
Weil aber b eine Funktion von a ift, fo findet zwiſchen db, 
und da, eine Gleichang flatt, die man erhält, wenn man auch 


noch die 2.) nach allem x bifferenglirt, indem a und b wie 


derum ald Zunktioyen von x angefehen werben. In fo feru 
jeboch der von dem erpliciten x, y und Ay, herrührende Theil 
diefee Gleichung, wermöge der 3.) der Null gleich ift, fo behält 
man wiederum bloß den von ber Veränderlichkeit der a und b 
herrüßrenden Theil, nämlich 
5) da, töbd.—=0 ode - =, 
woraus abermals hervorgeht, daß Die Tangente an die Mittels 
punkts⸗Kurve mit der Normale an die gegebene Kurve (O) zu⸗ 
fammenfällt (wegen $. 170. oder $. 171.). 
Dividirt man bie Gleichung 4.) durd) c, indem man flatt 
c feinen Werth (aus 1.) nämlich Y(x—a)?+(y—b)? febt; 
dioidirt man dann den Zähler und Nenner bes für dc, entfie: 
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benben Ausdruckes durch y—b, und fuhftituirt man zugleich 
aberall flatt —— deſſen Werth — dy, (aus 2.), fo erhält man 





Setzt man hier ſtatt dy, feinen Werth — —— * aus 5.), ſo er⸗ 


hält man weiter 

6) dc, — YOb,? +da,”. 
Iſt aber s der Bogen ber Mittelpunkt: Kurve von irgend einem _ 
Punkte angerechnet, bis zu dem Punkte hin, deſſen Koordina⸗ 
ten⸗Werthe a und b find, fo hat man auch (mach $. 174.) 
7 ds, — Yöb,?+02,°. 

Alſo ift 

8) 0, =ds, mb - de=ds. 

Es wächſt fonach der Krümmungshelbmefler c genau um 
das Stück, um welches der Bogen ber Mittelpunfts- Kurve 
zunimmt. | 
Wickelt man daher um bie Mittelpunkts ⸗Kurve einen gu | 
den, und wickelt man dann biefen Faden ab, indem er fraff 
angezogen wird, fo daß er immer eine Tangente der Mittels 
punkts⸗Kurve bildet, fo befchreibt das Ende dieſes Fadens, 
wenn es mit einem einzigen Punkte Der gegebenen 
Kurve (©) zufammenfällt, nach und nach diefe ganze letz⸗ 
tere Kurve ©). — Deshalb heiße die Mittelpunfts-Kurve auch - 
bie Enolute der gegebenen Kurve (O); und leßtere wird Bann 
auch bie Evolvende genannt. 

Dies iſt die Theorie der Evoluten und Evolvenben. Zu 
jeder Kurve gehört nur eine einzige Evolute d. h. Mittelpunkts⸗ 
Kurve; zu jeder Evolute gehören aber unendlich viele Evolven⸗ 
ben; d. h. unendlich viele verfchiedbene Kurven giebt «8, welche 
alle eine und diefelbe Mittelpunkts: Kurve haben. 

Wie die Evdolvenden zu einer gegebenen Evolute gefunden 
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werden, kann man erft mittelft der integral: Rechnung nachwei⸗ 
fen. Iſt nämlich die Gleichung der Evolute swifchen den Koor⸗ 
dinaten⸗Werthen b und a gegeben, 3. B. 

9) b= 9,3 
fo muß man ans dieſer Gleichung 9.) und aus ben beiden 
Gleichungen 2.) und 3.) die Koordinatens Werthe a und b elis 


“ miniren, wenn man eine Gleichung haben will, zwiſchen x und 


dem der geſuchten Evolvende zugehörigen y—yı Weil aber 
Diefe Gleichung, ohne daß wir es gerade münfchen, noch die 
Differenziale Koefficienten Oy, und dey, enthält, fo gehört fie 
zu denen, welche man Differenzial- Gleichungen der zweiten Ord⸗ 
sung nennt. Aus dieſen Differenzial: Gleichungen aber eine al» 
gebraifche oder tranfcendente Gleichung bloß zwifchen x und y 
abzuleiten, — ſolches Bat gerade bie ſogenannte Integral⸗Rech⸗ 
nung zu lehren. 

Wir finden aber als bie Evolute oder Mittelluntts + Kurve der durch 
die Gleichung 


1. 
ts 


u gegebenen Eltipfe, deren halbe Aren p und q find, die Gleichun 


no 


tr‘, 
wo a und b die Koordinaten Werthe der einzelnen Punkte der Evolute 
vorſtellen. — Diefe hat aber viele Achnlichkeit mit der im Beiſpiel au 
6. 184,) erhaltenen Gleichung. 
Sucht man ferner von der fogenannten Ingarithmifchen Spi⸗ 


rale, welche durch die Gleichung 


r=ae oder vlnr 
a 


zwiſchen dem Winkel (Bogen) v und dem Radius⸗Vektor er gegeben ift, 


die Eyplute, fo findet man fie felbft wieder, nur in anderer Lage, 
Das letztere ift auch der Fall, wenn man für die durch die Gleichungen 
xmrv—sinv) und y=r(l—cos N” 
oder Durch die Gleichung 


x — Vay-yi+r- ZA-2), 


wiſchen den rechtwinklichen Koprdinatens Werthen x und y, gegebene 
Kurve (welche die Eykloide genannt wird) die Evolute ſucht. Mau 


Audet diefelbe Cykloide, nur in anderer Lage. 


458 Erſte Reihe d. Auwend. d. hoh. Aual Kap. IV. 6. 186. 


$. 186. 
Ben den Einhulungs⸗ Flächen. 


Nimmt man die Gleichung einer Fläche 

1) Pyına —0 
mit einer ſolchen veränderlichen Konſtante a, fo drückt dieſe 
Gleichung 1.) in Verbindung mit 

2) 89,=0, 
wenn « aus beiden Gleichungen eliminiert wirb, bie Gleichung 
der Einhällungs: Fläche aus, welche aus den Durchfchnittd« 
Linien je zweier nächſt auf einander folgenden, der durch Die 
Gleichung 1.) gegebenen Erzeugungs⸗Flächen oder Einge⸗ 
hüllten gebilbet wird, ober welche jebe biefer Erzeugunge : Flächen 
in der ganzen Länge diefer Durchſchnitts⸗Linien berührt. 

Es find naͤmlich vermöge der Gleichungen 1.) und 2.) = und = als 
Funktionen von x und y anjufehen. Differenziirt man num bie 1.) nach 
allen x und nach allem y, fo erhält man \ 

Op, td, -dz, Op, da N 


On, +3, -d2,-+do, da, = 0; 
und diefe Gleichungen ebuenen Äh, wegen m 0, bloß auf dieſel⸗ 
ben Gleichungen, welche die Gleichung 1.) liefert, wenn man = konſtant 
anfiebt, nämlich auf 
dp, r89,.d,=0 und Be, täp, dr, —0. 

Alfo hat die Einhüllungs⸗Fläche mit jeder der Erzeugungs⸗Flächen oder 
Eingehüllten (d. h. für jeden einzelnen befiimmten Werth von a) allemal 
einerlei Tangentials Ebene. Weil aber zu dieſem beffimmten Werthe von 
a, bie beiden Gleichungen 1.) und 2.) blog y und z, in x ausgedrückt, 
liefern, alſo x unbeſtimmt Laffen, fo befommt man eine Kurve in ber Ein- 
billungs > Fläche, in deren einzelnen Punkten diefe beſtimmte Erzeugungs⸗ 
Fläche wit der Einhüllungs-Zläche einerlei Tangentials Ebene bat. “Beide 
Slächen berühren ſich alfo längs dieſer durch die beiden Gleichungen 1.) 
und 3.) für diefen beſtimmten Werth « gegebenen Kurve, 

Diele Kurve has Monge die Karakteriſtik der Einhül⸗ 
lungs: Fläche in Bezug .auf die Eingehüllte oder die Erzeugungs⸗ 
Fläche, genannt, Sie ift zu gleicher Zeit die Durchſchnitts⸗ 
Kurve je zweier nächft auf einander folgenden ber Erzeu⸗ 


gungs> Flächen. 


und 
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Je zwei nächft auf einander folgende dieſer Karakteriftifen 
ſchneiden fich wieder, und bie Koordinatens Werthe dieſes Durch 
fhnittd: Punktes, für einen beftimmten Werth von «, find offen: 
bar gegeben durch die Gleichungen 1.), 2.) und 

3) p =, 
weil Bie beiden Gleichungen 1.) und 2.) die neue Karakteriſtik 
geben müſſen, fobald man in ihnen at-da ſtatt a fegt, wo⸗ 
Durch aber bie 1.) wegen P—=0 in die 2), die 2.) dagegen 
wegen dp, —=0 in die 3.) übergeht. 

Eliminirt man aber aus dieſen drei Gleichungen den Ver 

änderlichen a, fo erhält man zwei Gleichungen zwiſchen x, y 

und 2, welche alle Durchfchnitts- Punkte je zweier nächft auf 
einander folgenden dieſer Karakterifiifen liefern. Die von dies 
fen Punkten gebildete Kurve bat Monge die Wendungss 
Kurve der Einhüllungs⸗Fläche genammt. 

Enthält endlich die Gleichung p, ,, O den Veränder: 
lichen « nicht bloß explicit, fondern auch noch eine willkühr⸗ 
liche Funktion von «, nämlich a„, fo kann man, wenn zu den 


Gleichungen P=0 und dp,—=0 noch die beiden Differen⸗ 


zial- Gleichungen (nach x, und nach y) ber erften Ordnung hin 
zugefügt werben, nicht bloß «, fondern auch a (d. h. a„ und 


— 
\ 


da) eliminicen, und man erhält eine Parzial- Differenzial- Gleis . 


hung *), welche eine allgemeine Eigenfchaft aller der Einhüls 
lungs⸗Flächen ausdrückt, die dadurch fich ergeben, daß man 
ſtatt a, alle denkbaren Funktionen von « feht. | 

Enthält die Gleichung — 0O zwei oder mehr folche ganz 
unbeftimmte und millführliche Funktionen a,, b, ete. etc., fo 


miuß man zu den Differenzials Gleichungen der höhern Ordnun⸗ 
gen feine Zuflucht nehmen, wenn man a, ba, da„, db.; da, 


und d?b, etc. etc., fol eliminiren und dadurch eine Parsials 


* Sp nennt man jede Gleichung zwiſchen z als Funktion von x, 
y ete. ete., deren Differenzial-Koefficienten Oz,, Oz, etc, etc,, und bie 
fen unabhängigen Veränderlichen x, y ete, ele. ſelbſt. 
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Gleichung erhalten, die eine gemeinfchaftliche Eigenfchaft aus⸗ 
drückt aller ber für bie verfchiebenen Sunktionen a,, b„ etc. etc, 
hervorgehenden Einhüllungs⸗Flächen. 
4. 187. 
Don den abwidelbaren Flaͤchen. 

Nimmt man ſtatt der Gleichung .80, die Gleichung 

einer Ebene, nämlich 

1) z=aytbx-te . 
wo a, b, c Funktionen von « vorftellen ſollen, fo iſt die durch 
dieſe Ergeugungs- Ebenen gegebene Einhüllungs Brüche ausge⸗ 
drückt durch die Gleichung 

2) 0=y-da,tx- Ob. Ic, 
wenn fie mit der 1.) durch Elimination von a in Berbindung 
gebracht wird. 

Die Durchſchnitts⸗Linien je zweier nächft auf einander fol 
genden diefer Erzeugungs-Ebenen find gerade Linien und die 
von dieſen gebildete Fläche ifl, was man nennt eine abwideb 
bare Fläche, d. 5. fie kann, (wie der Cylinder und ber Kegel) 
auf einer Ebene aufgerollt (oder abgerollt) werben. 

Man kann nun aus dieſen Gleichungen 1.) und 2.) der 
abwicelbarn Fläche allemal eine Partial-Differential- 
Gleichung ableiten, welche Feine ber willkührlichen Funktionen 
au, ba oder e, mehr enthält, und welche daher eine gemein« 
ſchaftliche Eigenfchaft aller abwirkelbaren Flächen ausfpricht. 

Bermöge der beiden Gleichungen 1.) und 2.), weiche mit 
einander in Verbindung, die Gleichung jeber abwickelbaren 
Fläche geben, find nämlich = und a als Funktionen von x und . 
y anzuſehen. Differenziirt man daher bie Gleichung 1.) nach x 
und auch nach y, fo erhält man 
Oz = (das yFöbu-x 4-8). da, -H-b, 


— (da.-y-+9b.-2 00.) day aus 
und dieſe Gleichungen vebuciren fich, vermöge der Gleichung 2.) 
auf &,—=b, mb d2,=a,.. 


und 





— 
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Differenziirt man nun dieſe Gleichungen noch einmal nach x 
und nach y, fo ergiebt ſich: 
3?z, —= Ib, da, 5; On1z, = Obu-da,; 
9", , — dau.da,; O°2, =: dau-da,; 
und aus diefen letztern vier Gleichungen ergiebt fich fogleich 
3) —— oder 8°2,.8°2, — (d"12, 20. 
Diefe Gleichung 3.) drückt alfo eine allgemeine Eigenfchaft aller 
abtwickelbaren Flächen aus, wie folches zu Ende des $. 186.) 


im, Allgemeinen fchon angedeutet iſt *). 


I. Läßt man bie Erzeugungs⸗Ebene durch einen feften 
Punkt gehen,” deſſen Koordinaten Wertbe x, y und z find, und 


nimmt man zu gleicher Zeit b=., fo iſt die Gleichung 1.) 
‚jegt diefe 


*) Umgekehrt: Sucht man die Fläche, welche von jeder Tangential- 
Ebene, nicht bloß in einem Punkte, fondern längs einer Linie berührt wird, 
ſo hat man, wenn x; y, z die Koordinaten-Werthe eines Punktes diefer 
gefuchten Fläche vorfiellen, die Gleichung der Tangentinl-Ebene an diefem 
Punkte (x, y, 2) fo (nach $. 176.): 

(.— 2) —d2,(y’ —y)—dz,(2’— 2) =0, 

oder 
4) 2’ =dz,-x/-}dz,.y'+ (—x:&2,—y-%2)=0. 
Denkt man fi nun y als diejenige unbelannte Funktion von x, welche 
bie Richtung angiebt, in welcher der nächſte Punkt der gefuchten Fläche 
liegt, der diefelbe Tangential-Ebene hat, fo müffen, wenn man x 4dx 
Ratt x (und das zugehörige y-Hdy db. h. y-Höy,-dx flatt y) fest, die 
Koefficienten der Gleichung 4.) fich nicht ändern; u muß man haben 

5) 8(82,),)=0 und &dz,)„= 
denn biefe Bedingungen machen auch bereits vn dritten Koefficienten 
2—x.D2,—y-dz, eonftant, fo daß feine Ableitung nach allen x, eben» 
falls der Null gleich wird. Die beiden Gleichungen 5.) geben aber 

6) 8°2,.+8''2,,.d5y,=0 und 2, „+0°2,.87,—0. 
Eliminirt man nun aus biefen beiden Gleichungen das unbefannte dy,, 
fo ergiebt fich die obige Gleichung 3.) als Endrefultat. — Diefe Glei⸗ 
Kung 3.) drückt alfo die Bedingung aus, daß die Släche von einer Tan⸗ 
gentials Ebene nicht bloß in einem einsigen Punkte, fondern längs einer 
Linie berührt wird. 


462 Erſte Reihe d. Anw. d. höh. Anal. Kap. IV. 6.187. I, 


19) 23 =a(y-Y)Fa&—p); 
und bie 2.) ift jetzt biefe 
20 0=d,.(y- )6 -7). 


um nun a zu eliminiren, ans dieſen beiden Gleichungen, muß 
man a aus 2.) finden und den Werth dafür im bie 14.) flatt 
a ſubſtituiren. Man erhält aber aus 2.) zunächſt 
da, = — RE 
y-)9 
Daraus folgt, daß « eine Funktion vom — iſt, und daß 


daher auch a eine Funktion von wird. Dividirt man 


nun bie Gleichung 1..) durch y—y weg, fo erhält man 
25 = a- eo: a 


fo daß der Ausdruck zur Rechten nichts anders als eine Funk: 
tion von =; 
abhängt, bie flatt a genommen wird. 
Die Gleichung 
8060 25 __ x—} 

(©) u =) 

⸗ — x N [ 

o — jebe — dvorſtellt, drücke da⸗ 
w ) Funktion vo — ſtellt, dtü 
ber jede Kegelfläche aus, in fo fern jede Kegelfläche als bie Ein⸗ 
hüllungsfläche von unendlich vielen Ebenen angefehen werden 
kann, die alle durch einen und denſelben feften Punkt (x, 9, 5) 
bindurchgehen, und die fich in fietig neben einander liegenden 
&eraden (bie Seiten des Kegels) fchneiden *). 











*) Jede durch den Punkt CK, y, » hindutchgehende Gerade, wenn 


fie ſich bellebig bewegt, beſchreibt allemal eine allgemeine Kegelfläche, wenn 
nicht eine Ebene, Sind nun x, y, z bie Koordinaten-Werthe eines bes 
liebigen Punktes der Kegelfläche, fo ik bie durch die beiden Punkte (x,y,z) 
und (x, 9, 3) gedachte Gerade L eine Seite des Kegel. Denkt man ſich 


— iſt, die jedoch von derjenigen Funktion von o& 


wm ,„ 





6.187. 1. Anwend. auf d. Erzeug. v. Lin. u. Flaͤchen. 463 


Es fälle in die Augen, dag man auch bie Gleichung aller 
Kegelflächen in der Form 


5 y 
© (I ) 
oder in: der Form 
Pe — Be 


herſtellen Tann, wo —E Neine ganz beliebige Funktion von 


—— oder wo ) eine ganz beliebige Funktion von 





vorſtellt. 
Differenzürt man endlich bie Gleichung ©.) ſowohl nach x, 
als auch nach y, fo erhält man, went —=u geſetzt wird, 
Oz, 
— — „d ‚= „— 
Zur u u 
ya — 
—))-92,—(2— — — (X — 
(vH)? du, Sdu. 9)? 


Diele beiden Gleichungen rebuciren u Auf 

9, ⸗ dip. und Gy), —(2—3) =— dl P), 
und geben, wenn man DO, eliminirt, die Partial-Differential- 
Sleihung 

() 23 =d2 (x) +2, (pH). 


Diefe Seite L projicirt auf bie Ebenen XOY, XOZ und YOZ, und nennt 
man L, 1, L% dieſe Yrojeftionen, fo if — die trigonometriſche Tan⸗ 





gente des Winkels, den die Projektion L“⸗ mit OY macht, fo wie * 
die trigonometriſche Tangente des Winkels ik, den die Projektion L/ 
mit berfelben Are OY macht. Da nım die Gerade L fich willkührlich 
bewegt, wenn ber eine biefer Winkel eine willkührliche Funktion der ans 
dern ik, fo folgt bie Nichtigkeit der Gleichung O.) auch aus biefer Des 
trachtung. 
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Diele Partial:- Gleichung gehört alfe ins Beſondere allen Kegel- - 


flächen an, und drückt eine gemeinfchaftliche Eigenſchaft derfelben 
aus, wie bereits zu Ende des $. 186.) im Allgemeinen bemerkt 
worden if. — Diefe Eigenichaft ift aber hier Eeine andere, als 


daß alle Tangential»Ehenen aller Punkte der Fläche, In einem, 


und bemfelben Punkte fich fchneiden. — Sucht man nämlich 


die Erumme Fläche, deren Tangential- Ebenen alle durch ben 


Punkt (x, 9, M hindurchgehen, fo fchreibt man die Gleichung 
einer folchen, au dem belichigen Punkte (x, y, 2) die gefuchte 
Fläche berliprenden Ebene Hin, nämlich (nach $. 176.) bie 
Gleichung 

(2! — 2) — d2,(7' —y) — 9,8 — x) = 0, 


wo xl, yl, 2! die Koordinaten MWerthe eine jeben beliebigen 


Punktes dieſer berüprenden Ebene vorſtellen. Soll nun folche 
durch den Punkt (£, 9, 3) hindurchgehen, fo muß dieſe Gleichung 
identifch werden, wenn man 2, 9, z flatt x’, yl, z! fett. Dies 
giebt aber die Gleichung .), als die Gleichung der gefuchten 
Släche, und bie Integral⸗Rechnung muß aus diefer Gleichung 
die (algebraifche oder tranfcendente) Gleichung ableiten, welche 
bloß x, y, und 2, aber keine Differential⸗Koefficienten mehr 
enthält. 


Differenzlirt man übrigens die Gleichung 5.) nach allem 
x und nach allem y, und eliminirt man dann aus den beiden 
dadurch erhaltenen Gleichungen entweder y—yp oder x— x, ſo 
erhält man bie Gleichung 8°2,.d°2, — (d"!z,,?=0, 2 h. 
die Gleichung 3.) wieder, wie fich von felbft verſteht. 


I. Nehmen wir jest die Gleichung irgend einer Geraden, 
die durch einen — Punkt (x, y, 3) hindurchgeht, nämlich 
j —_y= =mix—2) 

(0) na) Ä 
fo ift bie Gleichung aller Ebenen, welche mis dieſer Geraden 
parallel laufen, dieſe: 
060 
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(Q) +“ z = (n—bm)xz-+-by-+-c*). 

Nimmt man nun c=«, und denkt man ſich b als eine 
beliebige Funktion von a, fo bat man die Gleichung 
15 z = (n—b,m):x--b,-y-+a | 


oder 

z—=nx+a--b,(y—ınx) 
für die Erzeugungs- Ebenen, welche jeden Cylinder als Einhüls 
lungs⸗Ebene geben. Differenziirt man dieſe Gleichung nach o, 
fo erhält man . 
2) 0=—dbu(m— +1; 
und die Gleichungen 1.) und 2.), Wenn man a aus ihnen 
eltminirt, geben alfo jede Eylinderfläche. 
Die Gleichung 2) nach & aufgelöft, giebt für © eine 
Zunfiton von y—mx; und die Gleichung 1.) giebt dann für 
z—nx eine Zunftion von y—mx, fo daß man als Gleichung 
einer jeden Cylinderfläche 
3n z—nx = y(y—ınx) 
erhält, wenn (5 — mx) jede Zunktion von y—mx vorftellt**). 





*) um bdiefe Gleichung zu finden, nimmt man erflich die Gleichung 
1 z—=ax--by+e 
für jede Ebene an; dann fchreibt man die Gleichung 
29 z—j=alx— rt) +b(y— 9) 
für die mit der 1.) parallele, aber durch ben Punkt: (x. v, ) hindurch⸗ 
gehende Ebene hin. Liegt nun in letzterer Ebene die Gerade O.) mit 
allen ihren Punkten, fo ift die Ebene 1.” mit der Geraden ©.) pas 
rallel. — Damit aber die Gerade ©.) mit allen ihren Punkten in der 
Ebene 3.) liege, muß diefe Gleichung 2.) identiſch werden, fo oft man 
für y und = bie Werthe aus ©.) ſubſtituirt. Dies giebt aber die 
Gleichung ZZ Ä 
n(zx—r)=az—r)+bm(iz—?). 
oder | ' | 
a=a-+bm d.h. a=n—bm 
“) Denkt man ſich durch O fenkrecht auf die Seiten des Cylinders 
eine Ebene, und nimmt man in diefer Ebene neue Koordinaten Aren 
Bd. 1. 30 
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Differenzitrt man dieſe Gleichung nach x und nad) y, f 
erhält man, wenn 


y-m=u. 
gefetst wird, die beiden Differential: Gleichungen 
4) 02, —n = db, du, = —m- dip. 
und i 
5N dz, = du -du, — dr. 


Eliminirt man aber aus beiden letztern Gleichungen die ganz 
willkührliche Funktion &x, fo ergiebt ſich 
6) 8, +-m-d, =n 

als Partial⸗Differential⸗Gleichung, welche für alle Cylinder⸗ 
flächen diefelbe bleibt, wie auch Die millführliche Funktion  fich 
abändern mag. Diefe Partial⸗Gleichung 6.) drückt alfo eine 
Eigenfchaft aus, welche alle Eplinderflächen mit einander ge⸗ 
mein haben. 

Diefe Eigenfchaft ift aber Feine andre als dag alle, den 
Cylinder berührende (Zangentials) Ebenen mit einer und derfel- 
ben Geraden 

y-mı=0 md z—ıx=9 
paraliel Taufen (nach $. 142. und $. 176.). Schreibt man 
nämlich die Gleichung irgend einer Tangential- Ebene bin, fo 
führt Die Bedingung des Parallelismus zur Gleichung 6.9 

Differenzüiet man aber die Gleichung 6.) nach allem x und 
nach allem y, und eliminirt man zulegs m, fo erhält man wie: 
der die Gleichung 3.) d. h. die Gleichung ’ 

Ö°z,- 22, — (8 11,7)? = 0; 
gie fich dies von ſelbſt verſteht. 


OX’ und OY’, ſo ik bie Gleichung des Eylinders auf diefe neuen Aren 
bezogen, von der Form 

yzz1. 
mo x,, eine willführliche Gunktion von x’ vorſtellt. Redueirt man dann bie 


neuen Koordinaten⸗Werthe auf die alten, fo bekommt man bald wieder 
die obige Form. . 
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$. 188. 

Man kann fi auch eine Fläche durch Bewegung einer 
Einie entſtanden denken ). — Die Gleichungen folcher Flächen 
bekommt man ohne alle Differential: Rechnung. 

Hat man nämlich zwei Gleichungen 

Yu 0 und u I. 

für irgend eine gerade oder Erumme Linie, welche jeboch auch 
noch einen unbeftimmten Parameter a in fich aufgenommen ha⸗ 
ben, fo daß diefe Gleichungen für jeben andern Werth von « 
anders werden, fo ſtellen dieſe Gleichungen unenblich-viele fletig 
neben einander liegende Linien vor, welche entweder alle einan: 
ber congruent find, alfo nur immer einen andern Ort einneh⸗ 
men, oder welche zu gleicher Zeit auch alle von. einander ums 
merklich verfchieden ſeyn können **). 

Eliminirt man nun a aus beiden Gleichungen 

o—=0 md y=0, 
fo erhält man bie Gleichung zwiſchen den Koordinaten: Werthen 
x, y und z, welche ben Punkten aller Biefer Linien zugleich an⸗ 
gehört, alfo. die Gleichung der durch diefe Linien gebilde- 
ten Fläche. 

L. Nimmt man 5. 3. die Gleichungen einer geraden Linie 

y-bs+ta md z=cx+h; 
denkt man ſich nun a, b, c und h als Funktionen von «, fo 
bat man eine gerade Linie, welche fich ganz nach Belieben be: 


"Sp entfichen alle Umdrehtingsflächen durch Bewegung einer Kurve 
um eine fee Arc. So entflehen alle Kegellächen, durch Bewegung einer 
Geraden um einen feſten ihrer Punkte. So entfieben alle Enlinderflächen. 
indem fich eine gerade Linie immer parallel mit fich felbft bewegt. U. ſ. w. f. 


»2) So kann man ſich einen- gewöhnlichen fenfrechten Kegel- Mantel 
dadurch befchrieben denken, daß ein Kreis mit feinem Mittelpunfte in 
einer, auf der Kreiss&bene ſenkrechten Geraden fich fortbewegt, während 
der Radius dieſes Kreiſes nach und nach saugt eines und- Heiner wird, 
uud zwar. in einem beſtimmten Berbältuiß. 

30 * 
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wegt; und eliminiert man nachgehends a, fo bat man die Gleis 
hung ber durch Bewegung biefer Geraden entflandenen Zläche. 

A. Denkt man fich, daß dieſe Gerade ſich parallel mit 
fih felbft bewegt, alfo immer parallel bleibt mit einer durch bie 
Gleichungen 

1) y-y=ba—pH md 2-5 c(x—}) 
gegebenen Geraden, fo find dasmal b und c nicht Funktionen 
von «a, ſondern gegebene Eonftanten und nur a und h find noch 
Funktionen von «. Dann wird 

a=z—cıx und h=y—bx; | 
und, in fo fern a eine gang beliebige Funktion ı» von h iſt, fo 
bat man jebt 

) z—cx = Wy—bx) 
für die Gleichung der erzeugten Enlinderfläche, welches genau 
mit dem Reſultate bes vorhergehenden Paragraphen ſtimmt. 

Denkt man fich, daß biefelbe Gerade, während fie immer 
mit ſich parallel bleibt, längs einer ebenen oder doppelt gekrümm⸗ 
ten Kurve fich hinbewegt, fo heißt bie letztere die Leitlinie (linea 
directrix). Iſt folche durch die beiden Gleichungen 

3) F,,.,=0 und 6,0 
gegeben, fo müſſen bie aus dieſen Gleichungen hervorgehenden 
Werthe von z und y, als Funktionen von x, flat z und y in 
bie 2.) fubftitwirt, dieſe Tegtere identifch machen, fo daß bie x 
von felbft herausfallen. Daraus muß dann die Zunktion v 
beftimmt werden. 

In gegenmwärtigem Falle Tann man aber bie Gleichung des 
Cylinders direft am beften finden. Man fchreibt nämlich bie 
Gleichungen einer, mit ber 1.) parallelen und durch einen be 
liebigen Punkt der Kurve 3.), deſſen Koordinaten» Kdeethe x,y 
und z find, gehenden Geraden bin, z. 2. 

4) y—y=bia—x) md 2—2—=ck!—x) 
und eliminiert dann aus den vier Gleichungen 3.) und A.) bie 
drei Veränderlichen x, y und z. Die ſo entfichende Gleichung 
zwiſchen x, y, 2! gehört dann den Punkten einer jeben mit 
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der 1.) parallelen Geraden, welche mit der Kurve 3.) einen 
Punkt gemein bat, alfo jedem Punfte.der Enlinderfläche an. 
B. 2äßt man bie ſich bewegende Gerade immer durch ei- 
nen fehlen Punkt x, y, z bindurchgehen, fo ift ihre Gleichung 
1) z2-j=ax—r md y-y—blk—p 
and dabei ‚find a und b ale Funktionen von a anzufehen, d. h. 
von einander abhängig, nach dem anderweitig gegebenen Gefege 
der Bewegung. Diele Gleichungen geben aber 
2) _, -; I __ 
„ur iumk, und mb 
während a eine beliebige Zunktion von b if. Alſo ift bie 
Gleichung der durch die Bewegung biefer Geraden entſtandenen 
Kegelfläche dieſe: 
24 _ [9 
9 le, 
welches genau mit dem Mefultate bes vorhergehenden Paragra- 
phen fibereinfiimmt. 


Denkt man fich aber, daß dieſelbe Gerade fortwährend 
längs der durch die Gleichungen 
3) F,.=0 und 6£,.=0 
gegebenen Leitlinie fich hinbewegt, fo müſſen wieder die aus 
3.) berborgehenden Werte von z und y, wenn folche in bie 2.) 
fübftitwirt werben, eine ibentifche Gleichung geben, aus welcher 
x von felbft herausfält. Dadurch beſtimmt fih die Form w. 
Es ift aber faft bequemter, in dieſem Falle fo zu verfahren: 
Man fehreibt die Gleichungen einer Geraden him, welche Durch 
den Punkt (x, y, 5), aber auch durch einem beliebigen Punkt 
(x,. y, 2) der Leitlinie hindurchgeht, nämlich die Gleichungen 
4) =, a) und Yan; 
und eliminirt dann aus den vier Gleichungen 3.) und 4.) die 
drei Veränberlichen x, y und z; in fo fern bie zwiſchen x/, y’. 
und 2! hervorgehende Gleichung jeden Punkte einer jeden belie⸗ 


5 
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bigen biefee Geraden, d. h. offenbar jebem Punkte ber Regel 
fläche angehören mug. 

DH. Suchen, wir noch anf biefem Wege bie Bleicung ei 
ner Umdrehungsfläche, deren Axe durch die Gleichungen 

1) y-bzma&—ı) md 1—c=nk—a) 
geatbem fo daß (a, b, c) irgend ein Pankt Biefer Arc ik. Wir 
denken und nämlich, daß jede Umbrehungsfläche befchrieben 
wird, indem fich eine Kreis⸗Ebene mit ihrem Mistelpunkte auf 
der Are 1.) parallel mit fich fortbewegt und immer fenfrecht auf 
biefer Are bleibt, während der Nadind des Kreifed immerfort 
dem Gefege gemäß ſich ändert, welches die Kurve bedingt, deren 
Umdrehung um bie Are 1.) die Umdrehungsfläche bilden (of, 
und ivelche wir ‚durch 
2) ya 

vorfiellen wollen, unser ber Vorausſetzung, daß die Abſciſſen⸗ 
Werthe x! von dem Punkte (a, b, c) aus auf ber Are 1.) ge: 
nommen find. 

Sind a, B, y die Koordinaten Werthe eines belichigen 
zweiten Punktes der Are 1.), fo find B und y gegebene Funk 
tionen von a, weil fr aus den Gleichungen 1.), nämlich, aus 
den Gleichungen 

3) B-b=mloa—a) und yc=nla—a) 

‚ berechnet werben müffen. Dabei ift die Entfernung ber beiden 
Punkte (a, b, c) und (d, ß, y) von einander 

= Ye@— a)? +B—b)’ + —o)?. 
Legt man num durch diefen Punkt (a, B, 9) ald Mittelpunkt, eine 
Kugel, deren Radius der zu x! = Va —a)>-(@— by’ —c)? 
gehörige Werth y! aus 2.) if, ben wir durch r bezeichnen wol⸗ 
len, fo if ihre Gleichung 

)  &-or+y—- Hear 0, 
wo K, y und r bekannte Funktionen von « find. Legt man 
ferner durch denſelben Punkt (a, B, y) eine Ebene fenfrecht 
auf die Are 1.), fo iſt ihre Gleichung (nach $. 142. VIIL) diefe: 
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5) &—o)-Pm(y—B)-Hnlay) = 0. 
Beide Gleichungen 4.) und 5.) in Verbindung fellen nun den 
Kreis vor, der fih parallel mit fich fortbewegt, ſo wie man 


ſtatt os fletig neben einander liegende Werthe gefegt ſich denkt, md, 


welcher dabei bie yerlangte Umdrehungs⸗Fläche befchreibt. Eli: 
minirt man daher aus den Gleichungen 4.) und 5.) den Ver 
änderlichen «, fo hat man bie Gleichung zwiſchen x, y und z 
für die Umdrehungs⸗Fläche. Dabei iſt r — dla —a), wo Yp 
eine ganz beliebige Funktion von «—a vorftellt, 

Wollte man ein Umdrehungs⸗Paraboloid darftellen, fo müßte man i 


y'=p, af r=pVla—a)?+B-b)’-L(y—e)? 
nehmen. — Wollte man aber eine Kugel darfiellen, welche durch die Um⸗ 


drehung eines durch die Gleichung 


2 —n2_.x/2 j 
gegebenen Kreifes Cum die Are 1.) entſteht, deffen Radius p und deſſen 
Mittelpunkt (a, b, c) iR, fo müßte man 
r? = p?—(s—a)?—( —b)’— (y— c)? 
nehmen. Dadurch gehen aber die Gleichungen 4.) und 5.), wen Man 
zugleich Ratt B und „ ihre Werthe ang 3.) ſetzt, Über in die folgenden 
Gleichungen, nämlich die A.) in 
(<—a—- (a—3))’+(y—b—-m(a—a))?+(z— c—n(a—a))? 
—p?+(4+m?+n?)(a— a)? =0 


| 1 gb Hengtepe — 


+21+m°+n°)(a—2)2=6 
und die 5.) in 


9) xz—atmy—b)Fng—g)—(i+m’Fn?)(a— 2 =0, 

Findet man nun aus 5°.) den Ausdruck (<—a)+m(y— b)+nl2-e), 

und fegt man befien Werth in die 4.) und zwar in das vorlegte Glied, 

fo reducirt ſich die Gleichung 4.) ſogleich auf 
@—-9)?+4—b)’+(@— 0? —p?=0 

und « if eliminiert. Alfo if diefe letztere Bleihung die für die Kugel 

gefuchte. Solche konnte man aber auch à priori angeben, und dieſe 

uebereinſtimmung beftätigt alſo big Nichtigkeit unfeser obigen Vehauptun⸗ 

gen für dieſen beſondern Sa. 


Wohte man aus ben Gleichungen 4.) und, 5.) nicht bloß 
&, ſondern auch x oder r„, als eine völlig willkührliche unbe: 
Fannte Funktion von « eliminiren, fo müßte man wieder zu 


den Differential: Gleichungen nach x und nach y feine Zuflucht 
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nehmen, unb man würde nicht bloß r,, fondern auch & 
eliminiren, und fo eine Pastial: Differential: Gfeichung kb » 
alkr Umdrehung 


Anmerkung Wenn aber ale Aufgaben dieſes Paragrı 
phen (fobalb man nicht noch ſolche daran hängt, tie wir ein 
berfelben, To eben begeichnet haben), ohne Zuziehung von Diff. 
rential⸗Rechnung gelöſt werden können, fo iſt dies doch Banı 
nicht mehr ber Fall, (0 oft die fich beivegende und bie gefücht 
Fläche befchreibenbe Linie, ſelbſt eine ſolche fepn fol, deren 
Gleichung nur mittel der Differentigl "Rechnung gefunden wer: 
den fann. lm auch hiervon ein Beiſpiel zu geben, loͤſen wir 
noch die folgende Aufgabe. 


$. 189. 


Man kaun sch auf bem im vorfichenden 6. 188.) He 
ſchriebenen Wege die Gleichung der Fläche ſuchen, welche alfe 
Tangenten einer, durch bie Gleichungen 

1) P= Pa und 2) vy—=y, 
zwiſchen den Koordinaten. Werthen a, P» » gegebenen Linie dop⸗ 
pelter Krümmung, mit einander machen. 

Die Gleichungen der Tangente find (nah $. 180.) 

J-B=dp,.(x—a) und 2=y=dy,-(X—a) 
oder 
3) y—9, =dp,-(a—a) und 4) 2, = (a). 
So mie nun @ aug dieſen letztern beiden Gleichungen eliminirt 
wird, ſo erhält man die geſuchte Gleichung zwiſchen x, y, * 

. für die durch alle Tangenten gebildeten Fläche, | 

Zeigt fich dieſe legtere als bie Gleichung einer Ebene, fo 
iſt Die durch die Gleichungen 1. und 2.) gegebene Kurve nicht 
doppelter Krümmung, fondern eben, und zwar liegt ſte in der 
Ebene, deren Gleichung man ſo eben erhalten bat. x 

Durch’ bie beiden Gleichungen 3.) und 4.) And . Rinb— 

u | . $unf: 


I. fe 


er 


ng 
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Zunftionen von x und y. Differenzürt man fie in dieſem Sinne 
nad) x und auch) nach y, fo erhält man 

5) | 0 =8?p,.da -(x—a)t-dp, 

i =d°’p,.da -(X—.a) 
92, = Ö'y, du, -(«— a) Föv, 
6) * =. da .(x—a) | aus der 4.). 
Diefe Gleichungen geben öz, als eine Suntion von dz,, 
alfo wenn 82, = =p gefegt wird 
2, m, 
Differenzlirt man folche Gleichung noch einmal nad) x und 
nach 'y, fo erhält man 
O'!z, „ = 02, Op, = dm,.0°z, 


‘ aus der 3.), 


und = 
d?z, = dr,-dp, = Ong-dN'z, .. 
Eliminirt man aber aus Ießteren beiden Gleichungen dx,, fo 
ergiebt ſich 
7) 8°2, -8°2,— (d' 12,,)° —=0 

als Partials Differential: ‚Gleichung, welche allen diefen Zlächen 
zufomme, von welcher Linie doppelter Krümmung man auc) 
ausgegangen feyn mag. "Diele Gleichung 7.) haben mir aber 
im $. 187.) als die Partial: Differential Gleichung der abwik—⸗ 
Eelbaren Flächen gefunden, fo daß die hier entwickelte Släche, 
wenn man bie Linie doppelter Krümmung unbeftimmt läßt, wie 
derum alle abwickelbaren Flächen vorſtellt. 


Anmerkung. Schließlich bemerken wir noch, daß die 
durch die Bewegung einer geraden Linie entſtandenen Flächen 
entweder abwickelbare Flächen ſind, oder windſchiefe 


Flächen (surfaces gauches) genannt werden. Die ſo entſte⸗ 


henden Flächen ſind nämlich nur dann abwickelbar, wenn je 
zwei der ſie bildenden nächſt auf einander folgenden Geraden 
in einer und derſelben Ebene liegen d. h. ſich ſchneiden, oder 


mit einander parallel ſind. 
Bd. J. 31 
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$. 190. 


Suchen wir noch den Eylinder und den Kegel, welche eine 
gegebene Blähe F,,,.=0 in einer ſtetigen Kurve berühren 
(d. 5. welche um die Slähe F=O beſchrieben find), 
während die Seiten des Eylinders mit einer gegebenen Geraden 
parallel laufen follen, und bie Spige Des Kegels noch beſon⸗ 
ders gegeben iſt *). 

L Sollten bie Seiten bes gefuchten Cylinders mit ber durch 
die Gleichung 

1) s=m m z=n 
gegebenen Geraden parallel Iaufen, fo ift bie Partial-Differen- 
tial⸗Gleichung, bie für alle biefe Cylinder gemeinfchaftlich gilt 
(nach $. 187. II. 6°.), diefe, nämlich: 

2) d2,.-m-dz,=n. 

Aus ber Gleichuuz 

3) yı=0 
der einzuhüllenden Fläche, pr aber noch, wem man fie nach 
allem x und nach allem y differenzürt, 

4) dP,-+HöF,-8,.=0 und DF,+BF,-d2,=0. 
Und weil die dz, und dz, an allen Punkten der Kurve, längs 
welcher bie Berührung flatt finden fol, für den Cylinder und 
für bie Fläche F==0 biefelben feyn müſſen, fo finden Die 
Gleichungen 2.) und 4.) für biefelben Werthe son dz, und 
Oz, ftatt, fobald man unter x, y, z bloß die Koordinaten: Wer: 
the der Punkte ber Berlihrungss Kurve verſteht. Eliminirt man 





*) Ein Körper, melcher die Oberflähe F=0 hat, wirft, von ber 
Sonne befchlenen, einen Schatten, welcher der oben gefuchte Enlinder if. - 
Die Flähe 0, die den Schatten auffängt, giebt den Schlag Schat- 
ten auf biefer Fläche und letzterer iR daher der Durchfehnitt der Fläche m 
mit gebachtem Cylinder. — Wird die Fläche FO yon einem Punkte 
A aus durch ein Licht erleuchtet, fo wirft er einen Schatten, welcher durch 
obigen Kegel beſtimmt wird, ber feine Spitze in A bat, 
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jeboch nun ans den drei Gleichungen 2.) und 4.) ſowohl de, 


als auch dz,, fo erhält man bie Gleichung - 


5) öF,-m-dF,-+-n-öF, = 0, 
too ÖF,, öF,, OF, bekannte Funktionen von x, y und 2 vor 
fielen. Die Gleichungen 3.) und 5.) bilden. alfo die Gleichun⸗ 
gen der Berührungs: Kurve. 

Nimmt man nun lehtere Kurve als Leitlinie, an welcher 
die fich bewegende, mit 1.) immer parallel bleibende Gerade fich 
binbewegt, fo erhält man burch Anwendung des zu Ende des 
$. 188. I. A.) befchriebenen Verfahrens die Gleichung des ge⸗ 
fuchten Cylinders. Diefe findet fi alfo, wenn man aus den 
Gleichungen 

6) Y—-y=ma—x) und D—z—=n(k!—x) 
und den Gleichungen 3.) und 5.) die drei Beränberlichen x, y 
und z eliminirt. 

I. Sucht man den Kegel, deſſen Spitze durch bie Koor⸗ 
dinaten⸗Werthe x, y und z gegeben ift, und welcher die Fläche 

1) F,,.=0 
längs einer fetigen Kurve berühren foll, fo ift die Partial-Dif: 
ferentials Gleichung beffelben (nach $. 187. I. ) diefe, nämlich 

2) 2 = dn.@—H+d2,.5—Y). 

Außerdem bat man noch aus 1.) 

3) OF,+öF,-d.,=0 und ÖF,--öF,-82,=0. 
Eliminirt man daher aus 2.) und 3.) fowohl dz, als dz,, 
fo erhält man 

4) OF,-(2—}$) +öF,.(y—H)+öF,-(x—p = 0, 
welches die Sleichung ber Berührungs- Linie ift, fobald man fie 
mit F=0 in Verbindung bringt, während OF,, * OF, 
bekannte Funktionen von x, y und z find. 

Nimmt man nun diefe durch die Gleichungen 1) und 4.) 
gegebene Berührungs⸗Linie als Leitlinie, fo findet fih (nach 
$. 188. L B. gu Ende) die Gleichung der von der Geraden 


5) 19= tn), =: = 
ar 
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befchriebenen Kegel⸗Fläche, die wir fuchen, wenn man aus den 
Gleichungen‘ 1.), 4.) und 5.) die brei Veränderlichen x, y 
und z eliminiert; alles aus denſelben Gründen, welche in ber 
nächft vorfichenden Aufgabe für den Cylinder näher angegeben 
ſich finden. 


Schluß-Anmerkung. 


Sp fehr fich bie Anwendungen der Differential-Nechnung 
auch versielfältigen laffen, und fo leicht man auch dieſe letz⸗ 
teen Unterfuchungen vervielfältigen Eann, fo müflen wir boch 
bier endlich abbrechen, um die und für dieſes Werk geſteckten 
Grenzen nicht allzufehr zu Überfchreiten. 


Berlin, gedruckt bei Tromigfh und Sohn. 
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